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Servo-Stabilization of Low-Frequency Oscillations 
in Liquid Propellant Rocket Motors 


By FRANK E. MARBLE, Pasadena, California!) 


Introduction 


Two points of view may be taken with regard to the undesirable pressure 
yscillations in rocket motors which arise from instability of combustion, ac- 
oustic resonance, coupled oscillations of chamber pressure and propellant flow 
rate, as well as from more obscure sources. One is to eliminate the underlying 
cause of instability through change in mechanical design or modification of 
yropellant properties; this is possible when the mechanism of instability is 
ınderstood and its removal is not detremental to rocket performance. The 
ternative is, as was demonstrated by H. S. TsıEn [1]?), to modify the system 
lynamics by utilizing a feedback servocontrol which, for example, senses press- 
ire fluctuations in the combustion chamber and modifies the propellant feed- 
ng rate at the proper frequency and phase to damp the fluctuation. Servo- 
tabilization provides the distinct advantage that stability need not be a major 
‘oncern during rocket design, relying upon the feedback system to insure stable 
yperation. Furthermore these concepts suggest the possibility of eliminating 
ınpirically an undesirable oscillation even when its basic cause is not known. 

The purpose of the present paper is to demonstrate the process of servo- 
tabilization by illustrating how the requirements may be met in the specific 
‘ase of low frequency oscillations in liquid propellant rocket motors. The advan- 
age of this example is that there exists a well developed theory for these 
scillations, as shown, for example, in the discussions of M. SUMMERFIELD [2] 
ind of L. Crocco [3], and hence the removal of instability may be demonstrated 
malytically. The analysis of low frequency instability in monopropellant and 
upropellant rocket motors is reviewed employing the Satche diagram intro- 
luced by TSIEN [1] for stability analysis of systems with time lag. Then it is 
hown in detail how utilizing the same diagram, the response of a simple feed- 
vack servo loop may be prescribed so as to assure stability for all values of the 
ropellant time lag.-It must be kept in mind, however, that the specific nature 
if the example places no restriction upon the generality of the principle. 


1) Daniel and Florence Guggenheim Jet Propulsion Center, California Institute of Technology. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 34. 
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It has been the author’s privilege to prepare this extension of Professoi, 
H. S. Tsıen’s original work on servostabilization of rocket motor with the). 
benefit of frequent discussions and suggestions from Professor TSIEN. 


Dynamics of the Liquid Propellant Rocket Motor 


In reviewing the principles of instability in liquid propellant rocket motor |, 
it is well to consider immediately the bipropellant motor since the simpli 
monopropellant rocket appears as a special case, the same stability criteris 
applying after suitable simplification. Because only low frequency oscillation’, 
are under consideration, the gas pressure at any time will be assumed uniforrs |, 
over the rocket combustion chamber. If the dependent variables of the syste), 
are taken to be the chamber pressure, the oxidizer flow rate and the fuel flow, 
rate, three equations relate these quantities to each other and to the physice 
configuration. They are the continuity relation for the combustion chamber ant, 
two conditions of dynamic equilibrium for the fluid in the oxidizer and fue: 
lines. Following Crocco’s notation [2] let M, be the mass of burned gas in th 
combustion chamber, m, the mass rate of burning, and m, the mass rate © 
ejection from the discharge nozzle. Then the relation 


expresses the conservation of mass. Suppose the state of the dynamic system © 


always close to an equilibrium value defined by M,, m, = m, = m, then th 
residence time which, on the average, the burned gas spends in the chambes 
is 0,— M,/m. Anticipating the use of perturbation analysis, the fraction’ 
variation of burning rate and discharge rate may be introduced, 


m. — Mm 
H= = re 
M Mm 


together with a dimensionless time z = {/0, to write the mass conservation & 


d M, 


The propellant burning rate m, differs from the total propellant injectic: 
rate m, because of the combustion time lag. The time required for the transfoy 
mation of propellant into products of combustion may be represented by meaw 
of the integral 

t 
| He, Tdi = Const ( 
T 


Le 
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where /(#, T,) is a function depending upon the mechanics of the process. The 
chief quantities upon which this function depends are p, the uniform chamber 
pressure and 7,, the ambient gas temperature in the neighborhood of the 
injector. The meaning of this integral may be clarified somewhat by thinking 
of fto be, for example, the rate of heat transfer to the liquid propellant, a cer- 
tain total quantity C of heat being required for the complete transformation of 
liquid propellant to vapor. The principal quantities associated with such a heat 
transfer process are the ambient temperature and pressure, so that the time 7 
required for transformation will be large or small depending upon whether the 
eat transfer rate is small or large. Now if the time lag were independent of 
time, the fractional variation of burning rate # would be identical with the 
fractional variation of injection rate measured at the time r earlier. Denoting the 
dimensionless time lag 1/0, = 6, constant time lag would imply (2) = u,(z — 6). 
However, if the time lag is increasing during the process, the burning rate is 
depressed below the injection rate in proportion to the product of the propellant 
flow rate and the rate of change of time lag. Therefore using dimensionless 
quantities and neglecting a term of second order in the small variations, 


do 

poole) plz — à) — À. (3) 

Ihe dependence of the time lag upon time is, in reality, governed by equation (2) 
and differentiating this with respect to time gives, 


d 
180, TO] — Hoe — 2), Tea] [1 - 47] =o. (4) 
Since it is assumed that the chamber pressure and ambient temperature vary 
only slightly from their steady state values, p and T,, the values of f may be 
approximated, following TSIEN [1], through a Taylor expansion about p = p, 
= 7, 


0, 7,0] 18,7) + UPB) [py — 5) 4 HOD Pp — Fy, 


Upon substituting these relations into equation (4) and deleting second order 
differences, the variation of time lag may be expressed 


dr _ dlogf(p, Ts) ie oid Now: ne ip Plog ft 
p 


dt dlogp L dlog T, 


T,) = t) — T,(t) 
g 


a |. (5) 


g 
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For amonopropellant rocket the combustion gas temperature is nearly constan 
so that the second term on the right side of equation (5) vanishes. Callın 
Olog f(p, T,)/0logp = n, TSIEN’S generalization of Crocco’s treatment is ol 
tained. Considering the physical processes involved, it is likely that the valu 
of n is less than 0-85. For the bipropellant rocket the combustion gas temperé 
ture may experience considerable variation, resulting from the variation « 
propellant mixture ratio, and consequently another parameter | 


Olog f(P, 
dlog Ty 


Il 
is] 


enters the problem. Denoting the fractional variation in chamber pressure ë 
œ—(p — p)/p and the fractional variation of injector end temperature 4 
ERP T,)|T,, the expression for dimensionless time lag variation iS ; 


a w n[p(z — 6) — p(2)] + ay — 4) p(z)] - ( 


The fractional variation in total propellant injection rate w,;, which occur 
in equation (3), is most conveniently expressed in terms of the individu 


fractional variations of oxidizer flow, u = (mp — Mo) Mo, and of fuel flow 


Le = m m,) my, and the steady state mixture ratio 7 = Mol. Again follos 
ing Crocco in defining H = (7 — 1)/[2 (7 + 1)] depending on the steady star 
mixture ratio, it is an elementary calculation to show that, to the first orde 


w= (5 + A) Hot (5 — 4) Mr - 


Consequently the propellant burning rate is just 


ue) = (> a H) Hole = 0) (5 = H) u,(z — 0) | 


n[p(z — 6) — 9(2)] — gly — 9) — pt]. 


In calculating the variation of mass flow m, from the nozzle, it is convenie 
to consider the nozzle flow as quasi-steady, that is, the flow corresponds tc) 
time sequence of steady equilibrium flow patterns. Then the ratio of instant 
neous to steady mass discharge rate is : 


f 
Me 2 ( =) He ih 
— T ; f 


ge j 
il 


where T,, is the gas temperature at the exhaust end of the combustion chambit 
TsıEn has shown [4] that the quasi-steady approximation is adequate for t 
low frequency oscillations under discussion here. For the monopropellæ 
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ocket, where 7, , is invariable, the mass discharge rate depends directly upon 
nlhe combustion chamber pressure # and the fractional variation of mass dis- 
'harge rate is simply u. = @. Where the variation of mixture in a bipropellant 
ocket causes appreciable variation of temperature this too must, according to 
quation (8), be accounted for in computing the rate of gas discharge. Suppose 
he gas temperature at the exhaust end is 7°,, at the time ¢. Recalling that the 
astemperature depends upon only the propellant mixture ratio, the temperature 
„. can be related to the injection rates of propellant which formed the gas 
‚olume. The generation of gas took place at a time 6, earlier then the gas 
ppeared at the nozzle end of the chamber, that is at a time ¢ — 9,. Further- 
ore the time required between injection of the propellants and generation of 
he gas is the time lag r. Therefore the gas temperature at the exhaust end of 
he chamber is that corresponding to the mixture fatio at the time ¢— + — 4, 
r at the dimensionless time z — 6 — 1. Now, if 7 is the instantaneous mixture 
atio, the change of gas temperature from its equilibrium value is, approximately 


diay 2 
pp]: 


m 
En R 7 (1 + Mo — U). 
Yenoting the dimensionless slope of the gas temperature curve, dlogT,/dlogr, 
y 2 K, the effect of combustion gas temperature upon fractional variation of 
ass discharge is K [u(z — 6 — 1) — u,(2— 6 — 1)]. Thus the complete ex- 


ression 1S 


pel?) = pe) — K [woe — 6 — 1) — pple — 6 — 1)]. (9) 


*rom this calculation of the effect of mixture variation upon gas temperature 
t is clear that y= 2 K (u, — my), and consequently equation (7) may be 
implified by writing the term 


plz — à) — plz) = 2K { [Mole — 9) — urlz — 6)] — [molz) — ur(2)]}- 


Finally the variation of gas storage within the combustion chamber is 
asily found by computing the variation of M, = ii 0, dV with time. Since the 
as density o, is directly related to the temperature and uniform pressure in 
he combustion chamber through the equation of state, the ratio of the actual 
nass M, to that value M, which would be there under steady conditions may 
e written 
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Neglecting the product of small variations in (z) and the integral, 


4(M\ ww, à fh av 
de Nip) de da ORTEE 


g 


Now the variation of the integral arises simply from the fact that gas of temp 
ature 7,, is being ejected from the exhaust end of the chamber while gas 
temperature 7,; is being generated at the injector end. Thus the variation 
the integral is simply the difference in the integrand at the two ends multipl 
by the mean volume flow rate 


d pete Ee Te 
les du de ae 


g 


The gas temperatures 7,, and T,, depend upon the local mixture ratios; m 
precisely, 7,, corresponds to the mixture ratio injected at the time z — 6 wh 
T,. corresponds to that injected at z— 6 — 1. Then utilizing the previc 
calculation of the variation of gas temperature with propellant mixture rat 


it follows directly that 
SY Cer eR LD 
dz ( im) Wiad | 


+ 2K (ot 2b 21) ee 


Introducing equations (7), (9), and (10) in the original expression for the m 
conservation in the combustion chamber, equation (1), gives this relation 
terms of the desired dependent variables 


( 


TL +1) p + n qe — 0 


1 


à | K nz — à —1) + [2K(@—1) - 5 —H] u — 8) — 2K q no) 


| 
J 
7 N > 1 = 

— 3K p,(z— 6-1) + [2&@-1)+% = ] wie -9) - 2K RE) Lop 
( 
This description of rocket dynamics may be completed by relating 1 
individual propellant flow rates to the proportions of the propellant sup} 
system and the properties of the propellants. Consider the supply for each prop 
lant to consist, Figure 1, of feeding mechanism (e.g. turbopump), a propella 
supply line, an injector nozzle, and a variable capacity situated in the line 
close to the injector nozzle that the inertia of fluid between the capacity a 
the injector nozzle may be neglected. Since the process is the same in oxidi: 
and fuel lines, notation differentiating the two lines will be postponed. Den 
by subscript 1 conditions in the propellant line just downstream of the pur 
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1d by 2 conditions just ahead of the injector. Following TsIEN [1], the variation 
M, the pump discharge rate, from its equilibrium value may be written 


ee Saneh kee) (12) 
m, = Pi 

hen « = oo this relation indicates no response of mass flow to a change of 

1e pressure, that is, a positive displacement system. Conversely when « = 0, 


| 2 


OXIDIZER PUMP 


ROCKET CHAMBER 


FUEL PUMP 


Figure 1 


Schematic diagram for general bipropellant rocket. 


) change of line pressure may be effected by changing the flow rate, which is 
aracteristic of the constant pressure feed or pressurized tank. Intermediate 
lues of « correspond to particular types of pump and if the response time of 
e turbopump system is very long with respect to the period of chamber 
essure oscillation, the pump will operate at constant speed and x corresponds 
the slope of the pump characteristic (Figure 2). The circumstance where the 
tative speed of the pump may not be considered constant has been treated 
7 Y.C. LEE, M. R. Gore, and C. C. Ross [6], in which another degree of 
‘edom appears in the problem, although this feature has little influence on 
e result. 

The pressure difference p, — p along the propellant lines is due primarily 
the liquid accelleration through the injector nozzle and the inertial reaction 
the fluid column in the propellant line. The frictional loss will be neglected. 
S is the area of the propellant jet issuing from the injector and o the propel- 
it density, the pressure difference #, — p across the injector m?/(2 0 S?). 
thermore if / and A are the length and cross sectional area of the connecting 
e, the inertial pressure difference follows from the momentum equation 


(Pi — pa) À = À (mn). 
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The mass flow m; through the injector may differ from the mass flow » 
connecting line because of the variable capacitance situated between t 
Since the propellant is considered incompressible, the difference of 
values of mass flow may be expressed m— m, = dC/dt where C is equ 
instantaneous fluid mass contained in the capacitance. This capacitar 


be represented conveniently in the dimensionless form K = C/ (m 6,). 


Pi 


PUMP DISCHARGE PRESSURE, p, 


CONSTANT SPEED 
PUMP CHARACTERISTICS 


m, 
PUMP MASS FLOW RATE, m, 
Figure 2 


Approximation to constant speed pump characteristic. 


the pressure drop across the propellant injector under steady op 
m?/(2 @ S?), is denoted AP, two dimensionless parameters may be intr 
the inertia of the connecting line J =/m/(2Ap A6,), and the 

pressure ratio P = #/(2 Mf). Finally eliminating variable conditions 
pump and at the capacitance, the dynamic equilibrium of a propellant | 
be written ha 


[Ex ca 
idz? aS 


dx 


du ea 
Weer SN ae goa 7 = 9, 


dz 
where (P + 1/2) «has been denoted €. An equation of this type holds i 
dently for the oxidizer line and the fuel line. 

In [7], R. SABERSKY has discussed the behavior of a simple systen 
the propellants may not be considered incompressible and consequent 
propagation along the propellant line must be accounted for. The rest 
course, that the effective inertial constant / of the propellant lines d 
as the number of nodes in the propellant line increases. 
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Stability of the Monopropellant Rocket 


| When the rocket utilizes only a single propellant and the propellant lines 

are of fixed capacity, the system is described by two independent variables (z) 
nd u(z) representing the fractional variations of chamber pressure and fuel 
flow. The dynamics of the monopropellant rocket follows from the general 
lescription by allowing the mixture ratio to vanish so that H + —1/2, K +0, 
ind one of the variations in propellant flow vanishes. Then the two differential 
equations are, for the combustion chamber 


dp 
ag (1 


n) @ + n plz — 0) — u(z — 0) =0 (14) 


ind for the fuel line 


Fed +Po=0. (15) 


he stability or instability of the system, that is whether the amplitude of 
articular oscillating solutions will diminish or grow, is most easily discussed 
hrough introducing the Laplace transform, defined as 


oo 


D(s) = | oe) edz (16) 


0 


for the pressure fluctuation g(z). Similarly defining M(s) as the Laplace trans- 
form of u(z), each of the differential equations may be transformed, as shown 
in the Appendix, into inhomogeneous algebraic equations in the complex 
variable s. The inhomogeneous portion depends upon the initial conditions of 
the problem and hence is associated with transient solutions. The corresponding 
homogeneous equations 


(stl1—n+ne-‘°) D(s) — eS? M(s) =0, | 
(17) 
POs)+(Jst+t+1IMiy=0 | 
describe the free oscillations which are of interest in the stability problem. For 
nontrivial solutions the determinant of the coefficients of equations (17) must 
vanish, that is 


Seal nee emo ea? 


=G'(s)=0. (18) 
P Marl) 


Equation (18) is a transcendental equation in the complex variable s, thé roots 
of which determine the stability of rocket chamber pressure oscillations: If any 
root of G'(s) = 0 posesses a positive real part the system is unstable. To check 
on the existence of such roots, it is possible to apply the familiar Nyquist 
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criterion which traces the course of the complex function G’(s) as s de 
counterclockwise contour in the right half of the s plane consistin 
imaginary axis and a large semicircle in the right half plane. Then the 
change in argument of G’(s) is the difference in number of zeros and 
in the right half s plane. Graphically this number appears as the nu 
complete revolutions made about the origin by the trace of G’(s). If the 
of poles is known independently, the number of zeros in the right hal 
is known and the stability of the system is determined. 

The present problem is complicated by the time lag ö which not on] 
calculation of G’(s) laborious but accentuates the fact that the valu 
usually not known accurately. To improve this situation TsIEN [1] h 
duced another technique based upon a suggestion of SATCHE [8] whi 
rates the function G’(s) into two parts, the first containing e~ °° as a fai 
second independent of the time lag. In the present example the separat 
be effected by noting that the equation (18) may be expressed as t 
bination of two determinants 


stil—x 0 
(Ss) = 7 
12 Js+cH1l 
n —1 
D,(s) = 
JB Js+C+1 


such that equation (18) may be written 
D,(s) + e ‘D, (s) = 0. 


Following TsıEn in calling g,(s) =e °° and defining g,(s) = —D,(s)/D 
characteristic equation becomes 


gts) — ga(s) = Gs) =]0, 


where the complex function G(s) is represented as the difference of 
vectors g,(s) and g,(s). 

Assume for the moment that G(s) has no poles in the right halfplar 
if s describes its previous contour the number of zeros which G(s) ha 
right half-plane is equal to the number of complete clockwise rotation 
by a vector having its head on the trace of g,(s) and its tail on the 
gs). Since all values of g,(s) lie on or within the unit circle, the vector | 
make a complete rotation if the trace of g,(s) either passes through : 
circle or encircles the origin. Conversely if the trace of g,(s) lies outside 
circle and does not encircle the origin, the system is definitely stable. / 
the function G(s) may possess poles in the right half-plane due to zero: 
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terminant D,(s) which constitutes the denominator of g,(s). Thus the number 

clockwise turns which g,(s) makes about the origin must be modified by 
ding the number of poles induced through the roots of D,(s). This number is 
ind by applying the Nyquist criterion to D,(s) directly. 

To illustrate the technique consider the injection rate to be constant so that 
(s) = 0; instability under these circumstances has been denoted intrinsic 
stability by Crocco [3]. The determinants degenerate; D,(s)=s+1—n 
ile D,(s) = n, so that 


1—n Ss 
gx(s) = -(—*) - =. (23) 
le curve g,(s) reproduces the contour of s in the left half-plane with a scale 
ctor 1/n and displaced a distance — [(1 — n)/n] to the left of the origin. 
early g,(s) misses the unit circle when (1 — n)/n >1, that is for 0 <n<1/2; 
e Satche diagram is shown in Figure 3 for n = 1/4. When n > 1/2 the possi- 


Figure 3 
Satche diagram illustrating intrinsic stability, n = 1/4. 
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bility of instability shows itself through the intersection of the two curv 
Figure 4, so that clearly n — 1/2 is the critical value of the index n describ 
the pressure dependence of the propellant time lag. This criterion for possi 
intrinsic instability may, due to its simplicity, be obtained analytically w 


= 


Figure 4 


Satche diagram illustrating intrinsic instability, n = 3/4. 


almost equal ease as the graphical solution. However the advantages of 1 
technique employing the Satche diagram become more apparent when appli 
to more involved problems. As a second example consider the combined os¢ 
lations of chamber pressure and propellant injection rate which occur when 


al Na 


3 
> J=4-0. 


Then the general expressions for D,(s) and D,(s), given by equations (19) a 
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0), lead to the relations 


D,(i w) = 3 (1 — n) — 4w?+[4 (1 — n) 4+ 3]io 


Do) =3 (n - = + [4 ni @. 


ve curve of g,(? w), shown in Figure 5 for # = 0-2, indicates no intersection 
th the unit circle. To close the Satche diagram, take s = R e‘® where 6 de- 
vases from 2/2 to —x/2. Therefore for large values of R, g,(s) behaves as 


Figure 5 Figure 6 


tche diagram for stable monopropellant Satche diagram for unstable monopropellant 
Bets AN oe i I rocket: Ji —.4-0 PB — BR — yer — OG 
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so that the g,(s) curve closes by a large arc in the left half of the Satche diagra 
progressing clockwise. Since g,(s) neither crosses the unit circle nor encirc 
the origin outside the unit circle, instability can occur only if a zero of D 
exists which cancels a root of g,(s) in the right half s-plane. Since D,(s) ha 
zero at only an imaginary value of s, this is not possible, and consequently 1 
system is certainly stable. 

When the propellant time lag index n is increased to a value of 0:6, 1 
situation is considerably modified for, as shown in Figure 6, the possibility 
low frequency oscillations is indicated by the intersection of g,(¢ w) with : 
unit circle. The Satche diagram closes in precisely the same manner as for : 
lower value of n. Therefore a rocket and propellant having parameters w 
these values will exhibit a low frequency instability for some range of val 
for the propellant time lag. The method for determining the critical time 1 
above which the instability will occur, has been shown by TsıEn [1], in 
original discussion of this graphical analysis. 


Stability of the Bipropellant Rocket 


The behavior of the bipropellant rocket motor is complicated by the ad 
tional degree of freedom associated with the second propellant line and by t 
periodic changes in combustion gas temperature caused by variations in mixtı 
ratio. The system is described by three independent variables, p(z), Wol2), a 
4,2) representing the fractional variations in chamber pressure, oxidizer a 
fuel flow. The three differential equations are, for the combustion chamber 


dp 


dp + A 2) p+ ngle—9d) 


= 3 Kl -5-1)+[2K @-1)- 5 — H] poz — 8) 
a 2K ud)! ei [3K le —0 —1) + [2K @-1)+ 
x la — 0) — 2K q re) 20 


and for the oxidizer and fuel lines, 


ll 025 d F 7 

a Go PN t+ Rg =0, Kr 
Introducing the Laplace transform as before, defining M o(s) and M,(s) as t 
Laplace transforms of #,(2) and u,(z), each of the differential equations may 
transformed as shown in the Appendix. The corresponding set of homogeneo 
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+1—n+ne ‘’]®(s) 


Zi H] —2K q\ Mis) 


2 fis 
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2 
|! 
oa 
iy 
| 
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ax 
RQ 
| 
m 
+ 
m 
| 
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| 
bo 
> 
EI 
ai 
> 
= 
D 
I 
=) 


| 
| 
t (26) 
| 
| 


id the stability of the system is determined from the roots of the characteristic 
uation constructed from these coefficients. Defining two third order deter- 
inants D,(s) and D,(s) as the logical extension of those given in equation (19) 
id (20), 


San 0 —2Kg 
DS 2 Jost So tl 2K q h (27) 
18 0 Js+Ë;+1 


n Ke*+(2K(@—-1)-H- 5) [Ke*+ (2K @-1)+H-5)| 
Py Jos+lot1 0 


IP 0 (Pie ues 2A 


he characteristic equation is identically in the form given by equation (21), 
id the stability analysis follows in an identical fashion. 

To discuss the stability of any bipropellant rocket two sets of parameters 
ust be known; H, K, n, and g which depend upon the propellants and their 
ixture ratio, and Py, P;, Jo, Jr, %, x Which are associated with the propellant 
amps, feed lines, and injector. In particular the parameters H, K, and probab- 
 n and q are not independent of each other; H depends upon the propellant 
ixture ratio and K upon the slope of the combustion temperature versus 
ixture ratio curve at the steady mixture ratio under consideration. For the 
camples to follow, these values will be taken as given in Table I for various 


ixture ratios. 
Table I 


| 7, (°F) | aria? | 
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For the first examples choose the mechanical properties of the system such 
== 1:0, R= 2-10, J5=205 Jp 1s 


and consider cases corresponding to two values of the steady state mix 
ratio and two values of the coefficient n = d log//d logp, the value of 
considered to be zero. Then the values of the functions D,(z w) and D, (1 ©) 
be computed according to the relations 

33 


D,( @) = Ne (1 — n) | TRE (1 — n)| cl 


+10 7 + = (1 — n) — 3°}, 


D, {i ©) = 7 n + = + - K wo sin —3n oF 
+1 1 S ithe | 
+i es (Le Sa = (2K) COS ey. 


The curves of g,(1 w) for n = 0-2, calculated using these relations, are sh 
in Figure 7 for 7 = 2-5 and in Figure 8 for 7 = 2:0. They are nearly iden 
despite the considerable difference in mixture ratio; neither of them inte1 
the unit circle. Proceeding as for the monopropellant rocket, it follows tha 
large values of R, go(R e‘®) behaves as — R e*®/n so that the curve close, 
a large arc in the left half of the Satche diagram, progressing clockwise. Furt 
more the associated Nyquist diagram for D,(s), shown in Figure 9 for n = 
and 7 = 2:50, behaves as n J; Jo R? e”'® for large values of R. Therefore 
diagram closes with a large arc of 2x radians starting from the upper bran« 
Figure 9 and progressing clockwise to the corresponding lower branch 

shown). Since the origin is not enclosed, the system is certainly stable. 

same conclusion may be reached for the lower mixture ratio, 7 = 2:0, n = 
The stability curve for the corresponding example with n = 0-6, show 
Figure 10 for 7 = 2:5 intersects the unit circle. Therefore a rocket propel 
combination having parameters of these values will exhibit a low frequ 
instability for some range of time lag 6. As in the first two examples, the clo 
arcs in the Satche diagram and the associated Nyquist diagram for D,(s) indi 
no further instability of the system. 

Because the mechanical properties of the two propellant feed lines 
nearly identical in the foregoing examples, the change in mixture ratio & 
ciated with an oscillation in chamber pressure is very small and the behavi 
much like that of a monopropellant rocket without line elasticity. Conseque 
the Satche diagrams are particularly simple. The influence of mixture 1 
oscillation becomes important when the two lines have different inertial 
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Figure 7 


che diagram for stable bipropellant rocket; 7 = 2-5, n 0-2, % =a,=10, Py = P EN: 


J= 2-9, Jr 


nts and injection pressures. As an example consider a rocket for which 
= -10, J,=40, L,=10, B=10; BR=40,7=20,n=02, 


e equations for D,(? w) and D,(i w) may be written 


P VI/2 
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Figure 8 


Ot, = 1:0, Py = Py 


Satche diagram for stable bipropellant rocket; 7 = 2-0, n = 0-2, % 
Ja 20 TU 


D, (i w) = es n — 4 o?n+ 3 = 2K—-H)+K = coso + 15 w sina 
a sine)! 
v 


4) -15 2K +H) —K (15 cosw — „” f° 


The Satche diagram for this example, Figure 11, exhibits large loops that or 
inate in the trigonometric terms of D,(? w). These terms arise because the char 
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Figure 9 


Nyquist diagram for D,(s) associated with Satche diagram of Figure 7. 


in combustion temperature associated with a change in mixture ratio does not 
affect the chamber discharge rate until the residence time 6, later; consequently 
this disturbance has a reduced time lag of unity. The physical phenomenon 
underlying the loops is easy to see. When a gas mass of low temperature, caused 
by a fluctuation in mixture ratio, flows to the chamber discharge nozzle the 
mass flow rate increases [c. f. equation (8)] causing the chamber pressure to 
drop. This reduction of chamber pressure induces a change in propellant flow 
rate with a consequent variation of mixture ratio which may lead to another 
negative fluctuation in gas temperature. At certain frequencies these oscilla- 
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Figure 10 


Satche diagram for unstable bipropellant rocket motor; 7 = 2:5,# = 0-6, % = a, = 1:0, 
Po = Py = 1-0, Jo = 2:0, Jp = 15. 


tions will reinforce each other so that they will, as in the case of the presen 
calculation, be slowly damped. As pointed out by TSIEN, the Satche diagran 
indicates possible slowly damped oscillations when the g,(i w)-curve passe 
close to the unit circle. Furthermore it is clear that there will be an infinit: 
number of frequencies at which such a reinforcement will take place. In th! 
present example only two show up to any extent. The amplitude of an oscilla 
tion which originates in this manner depends to a considerable extent upon th: 
response of the propellant feed system. If the change in pressure produces : 
large change in propellant flow, the oscillations may be severe; if the responsi 
is poor, the oscillation will disappear quickly. Now at high frequencies thy 
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Figure 11 


Satche diagram for stable bipropellant rocket motor; 7 = 2-0, n = 0-2, %.=%,=10,P,=10, 
Py = 4-0, Jo = 40, Jy = 1-0. 


inertia of the propellant supply causes the amplitude of its response to decrease 
ind consequently this particular resonance disappears. Mathematically this 
nay be seen in the fact that for large values of w the term J, J; w? governs 
he behavior of D,(s) whereas the trigonometric terms are at most proportional 
Oo. 

The details of the Satche diagram near the unit circle, Figure 12, show that 
he curve lies outside the unit circle. The closing arc of the g,(s)-curve is the 
same as those discussed in previous examples. The Nyquist diagram of the 
denominator D,(s) is shown in Figure 13, indicating no zeros of this determinant 
in the right half of the s-plane and, as a consequence of this and the above 
considerations, the system is conclusively stable for all values of the com- 
bustion time lag. 
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Figure 12 


Details near the unit circle for Satche diagram of Figure 11. 


Servo-Stabilization of Low-Frequency Oscillations 


Where possible unstable operation of a rocket is indicated, stability m: 
often be assured by modifying the mechanical design of the propellant supp 
system or injector, or in the extreme, by change in the chemical propellan: 
Alternatively the stability may be assured by introducing a feedback lo: 
connecting the combustion chamber and the variable capitances in each pr 
pellant line. In the simplest case for the monopropellant rocket, Figure 14, t 
loop will consist of a pressure measuring device attached to the rocket chamb« 
an amplifier, and an appropriate servomechanism to actuate the capacitanc 
in the propellant lines. With this scheme the capitance x will vary with tir 
in a manner prescribed according to the variation in chamber pressure. Emplo 
ing a dimensionless form, the correspondence between capacitance and chamb 
pressure variations may be written 
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Figure 13 


Nyquist diagram for D,(s) associated with Satche diagram of Figure 11. 


ıere F(d/dz) is a linear differential-integral operator. This relation simply 
dicates that the capitance and the chamber pressure are connected through 


SERVO 


CHAMBER 
PRESSURE 


PROPELLANT 


Figure 14 


Schematic diagram of monopropellant rocket incorporating feedback system. 
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a linear differential relation with constant coefficients, the form of which d 
pends upon the pressure pickup, the amplifier and the servomechanism. TI 
problem is then to design the feedback circuit, that is to determine the form 
F(d/dz), such that stable rocket operation is achieved. In a practical case th 
resolves to the design of an amplifier to work with a given pressure pickup at 
a given servocontrol so as to produce the required form of F. 

An adequate form for F can be determined only through a stability analys 
of the entire rocket system with feedback loop, the behavior of this system 
described by equation (14) for the rocket chamber, equation (13) for the pr 
pellant line, and a relation of the type equation (29) for the feedback loop. TI 
homogeneous portions of the Laplace transform of these equations are 


[sti—n+ne**] p(s) —e °° M(s) =0, | 
Po(s) +[Js + 6 +1] M(s) +[Js?+ Cs] K(s) =0, (3 
F(s) p(s) —K(s) = 0, | 


where K(s) is the Laplace transform of x(z), the variable capitance; F(s) is tl 
transfer function of the feedback loop. The stability of the system is depende 
upon the roots of the third order determinant constructed from the coefficien 
of equations (30), 


Sy ei =D 0 
P TSH CLEA Werten (3 
F(s) 0 aioe 


It is most convenient to expand this in terms of second-order minors using tl 
last row for the expansion. Then defining a new second-order determinant 


1 0 
D(s) = | | (3 
Ss Be 


the characteristic equation obtained by setting the stability determina 
{equation (31)] to zero is just 


D,(s) + e-°[D,(s) + F(s) D(s)] =0, 


where D,(s) and D,(s) are those corresponding determinants which are appr 
priate for the monopropellant rocket without the feedback loop. Then callit 


Se ce | 
a(s) = Dials) + FIs) Dis 5 


the stability analysis is reduced to that corresponding to equation (22). 
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Stable rocket operation is to be assured by choosing a form of the feedback 
Minsfer function F(s) so that the Satche diagram satisfies the criteria previously 
&cussed. The direct procedure discussed by TsIEN [1] is to choose a simple 
“ble Satche diagram and solve for the feedback transfer function. In some 
‘Ges, in particular for the bipropellant rocket, this procedute leads to a form 
& F(s) which is not a rational function and hence is not conveniently reali- 
ble. The basic difficulty here is that an excessive amount of information has 
‚Ben prescribed by fixing the entire Satche diagram, the necessary conditions 
@ constructing a stable Satche diagram are actually simpler. Clearly it is 
Y cessary to be assured that g,(0) lie to the left of the unit circle, that is 
0) < — 1. Then since the curve g,(z m) has always a vertical tangent at m = 0, 
dis necessary that the curvature be sufficiently small that g,(i w) does not 
ss into the unit circle as s increases. In most cases, this may be guaranteed by 
Aıving the curvature and scale of the Satche diagram at w = 0 unchanged by 
te feedback circuit. Finally it must be assured that the diagram does not 
isbehave for large values of w; it must not loop about so that it passes through 
around the unit circle at high frequencies. This condition may be satisfied in 
neral by arranging that the feedback system leaves the original Satche 
agram uninfluenced for large frequencies. This is easily done by designing the 
plifier to be unresponsive at high frequencies, that is the amplifier shall ‘cut 
it’ at high frequencies. These features may be incorporated into a rather 
ple transfer function for the feedback loop which is sufficient to eliminate 
stability. 

From equation (32) it is observed that D(s) behaves as s for small values of 
so that in order to change the value of g,(0) by choosing F(s) it is necessary, 
ording to equation (33), that F(s) —1/s for small values of s. Furthermore 
e conditions that the scale and curvature of the Satche diagram be unchanged 
ar m = 0 requires that in the power series expansion for F(s) D(s), the coef- 
ients of s and s? vanish. These conditions may be met by choosing F(s) to be 


the form 
a + b Ss 


TB s?) 30 


F(s) =~ (34) 


here a, b,c are constants and F(w) —1/w* for large values of w and hence 


ts out with sufficient rapidity. Then clearly the expansion for 


D6) Fe) = EI sso) 


(1 as c2 SE 


an have the coefficient of s vanish only if a + b s is proportional to the conju- 
ate of Js + ¢, that is a+ bs=f(—Js-+ ¢) where fis a new constant. Then 
rthermore the expansion for 

D(s) Fo = f =a 


(al = c? SEE 
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can have a zero coefficient of s? only if —/?+ 2c? £? = 0 so that the consta 
c is just 


PS (2 
v2: 
Finally the number / may be fixed by setting the value of 5,(0), for at s = 
a (0) = D,(0) = n) (¢ a 1) 
SBN PE DAO ree nie ote) ena Sl 


Thus if it is desired to make g,(0) a certain prescribed value —y where y > 
then the final constant / is just 


4 1—(y+l)n [1 , eres 
ren Le +1] + oe ( 


For the unstable monopropellant rocket considered, where «= 1, P = 3, 
J = +0, and n = 0-6, the actual value of the feedback transfer function 
easily found to be 


ls 


1:25 1 — 2-03 s? is 
S [1 — (2-42 s)?]? 


where y has been arbitrarily set at the value 1-50. The corresponding Satcl 
diagram, Figure 15, indicates that the rocket is stable against low-frequen: 
oscillations for all values of the time lag. 

For the bipropellant rocket the general approach to the problem of serv 
stabilization is the same and the actual mechanisms are only slightly mo 
involved. In the most general case, two variable capacitances, Figure 16, a 
involved and it will be assumed that each is provided with its own feedba 
transfer function. 


x2) = Hl) 9) , ( 
(2) = F(Z) ot, ( 


and the problem is then to determine forms of F, and F, to assure stable ope 
ation of the rocket by submitting the full set of equations describing tl 
chamber pressure, dynamic equilibrium of each propellant line, and each fee 
back circuit to a stability analysis. As shown in the Appendix, the set of alg 
braic relations obtained after application of the Laplace transform is 
[s+l—n+ne**]g(s) +e [-3K es — (-2K+H - al M(s) | 
2, ( 
—e?|_3Ke*— (-2K+H- >) | M,(s) = 0, | 


bo 
~I 
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Figure 15 


table Satche diagrams for monopropellant rocket obtained using simple criteria on feedback loop. 


Py p(s) + [Jos +1 + £9] Mols) + [Jo 5° + Los] Ko(s) = 0, 
P, p(s) +lWrs+1+&5] Mid) + [Jy s? +f, 8] Ky(s) = 0, 
F,(s) p(s) — Kl) =0, 
F;(s) q(s) — Kl) =0, 


(39) 


here K,(s) and X,(s) are the Laplace transforms of the variable capacitances; 
o(s) and F,(s) are the transfer functions of the feedback loops. The stability 
f the system is determined by the roots of the fifth order determinant construc- 
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SERVO TO ACTUATE 


CAPACITANCE 
CHAMBER PRESSURE 


PICKUP 


OXIDIZER 


Figure 16 


Schematic diagram of bipropellant rocket motor incorporating a general feedback system 


ted from the coefficients of equations (39), 


stl—nine® eo [Ke*—(2K+H+5)| | 
Py Jos +1+6 
P, 0 
F,(s) 0 
F,(s) 0 
e [Ke (2K+H->)] 0 0 
0 Jo S?+bs 0 
hs+1+% 0 „s+%s|: 
0 —1 0 
0 0 = 


This determinant is most conveniently expressed through expansion by seco 
order minors, employing the last two rows for the expansion. Defining two 1 
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hird-order determinants 
ONE: + 1 
IB — (2K+H+ >) 
el = dos EI El, 
0 
(41) 
= [Ke-*— (2K+H- >)| 0 
0 Jo se Co S |? 
PAT 0 J 
; 1 
Pen) | 
D,(s) = Js+1+é, | 
0 
(#2) 
- [Re - (2K+H- 2) 0 
0 ys? +0,s 
Jos +1+ 6, 0 


ie characteristic equation obtained by setting the stability determinant [equa- 
on (40)] to zero is 


D,(s) + e7°° [D,(s) + Fo(s) Do(s) + F(s) D,(s)] =0. (43) 


he transfer functions of the two feedback loops, F,(s) and F;(s) appear as 
ultiplicative factors; each of the determinants depends upon only the original 
cket configuration and is independent of the feedback circuit. The new form 
| the function g,(s) is 

=D 1(5) 


Dig) + AG) Dr EÙ DO a 


» that clearly as much flexibility may be expected by stabilizing with one 
ropellant line as with both. Therefore it will be supposed, arbitrarily, that the 
edback servo will vary only the flow of oxidizer. This means that f(s) = 0 
| the present formulation so that the problem becomes very similar to the 
onopropellant case and may be treated in the same manner. 

From the expression for D,(s), equation (41), it appears still proper to 
loose [9(s) to behave as 1/s for small values of s and hence it is appropriate 
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to assume again 
1 a+bs 
SEEN 252)? 


F(s) = 


together will the criteria that for small values of s, the scalé and curvatu 
g,(s) remain unchanged. It is sufficient then to make the coefficients of s a1 
vanish in the expansion of f(s) D,(s) for small values of s. For small s 
determinant D,(s) may be expressed in the series 


De) = ds + dP) s? + d®) si +-.., 


dy) =(K+H+ >) o+G), 

d? =(K+H+5)([h+G)+ holt KO (+6), | 
a =(K+H+ 5) h+K[hO+t) + hol-—Kod+h), 
W=KRhh= SEL 4G) Fur RCE). 


Then as for the monopropellant rocket, the dependence upon s may be e 
nated by writing a+ 6s = f (a) — 49 s). Then F,(s) D,(s) becomes 


am) — qi d\t af) da CARTE 
RG) D,(s) So = Fe RER 


so that in order for the coefficient of s? to vanish, c? must be chosen 
Lyja@Py2 ap 
Zn a ER se 
zZ 2 leas ae 


Then, finally, the value of f must be chosen so as to insure that 
80(0) = ys at 
and this is determined by equation (44), to be 


D,(0) x 
D,(0) + f (a2 — 7? 
so that 
1 il 
t= = ar [2:0 -— 


CA 


D:(0)|. 


These results then determine completely the form of the feedback traı 
function required to stabilize a liquid bipropellant rocket against low-frequi 
oscillation of the type described. 
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Consider, as an example, the unstable bipropellant rocket with parameters 
naving the values, 


eet = P10, J—20, f=15, r=25, n=06, 


which was analyzed previously and whose Satche diagram is shown in Figure 10. 
From these values it is easily determined that 


dq =3-01, d)=615, dE) — 2.89 
ind consequently 


a= 3-015 (0 = 26-15, “c2=— 1-60 


Figure 17 
atche diagram for stabilized bipropellant rocket obtained using simple criteria for feedback loop. 
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Finally the value of / may be calculated from equation (5) 
f= —0:62, 
so that the final form for the transfer function of the feedback loop 1s 


0-62 (3-01 — 6-155) 
ROSE eet en 


The modified Satche diagram may then be computed from equation (44) u 
F,(s) =0 and F,(s) as given above. The resulting diagram, Figure 17, sh 
the rocket to be definitely stable against oscillation of the type discussed 


Concluding Remarks 


The analysis which has been presented demonstrates that a quite sir 
feedback servo loop may be devised to insure stability for any case of 
frequency or ‘chugging’ oscillation in monopropellant or bipropellant ro 
motors. Likewise it may safely be inferred that a similar solution maj 
achieved in other cases of coupled oscillations, even though the design o 
appropriate feedback circuit may have to be approached empirically. In 
it must be emphasized that the general principle of servostabilization rem 
regardless of the detailed mechanism of instability, so that even if the pre 
theories of low frequency instability must be modified in the light of fur 
experience, servostabilization of chamber pressure oscillations is still ap 
priate. At frequencies above the ‘chugging’ range, when wave propaga 
along the length of the rocket chamber must be accounted for, the probleı 
sensing the oscillations will require more care than that which has been 
scribed. Likewise the control of propellant injection may become a problem v 
the frequencies are increased. However, it is not strictly necessary to actuate 
variable capacitance at the same frequency as the oscillation to be stabil 
for the oscillation may be suppressed effectively by damping it only e 
two or three cycles. Thus by extending the concepts of H.S.TsIEN to su 
nonlinear feedback loop, the frequency response of the capacitance may 
relaxed considerably. Furthermore the fact that values for the pressure 
sitivity of the propellant time lag are not generally known is no obst: 
since the feedback circuit may be designed quite conservatively without ¢ 
culty. It appears, therefore, that servostabilization must be considered 
natural component of the rocket, amalgamated with the control syst 
Realization of this potential benefit depends essentially upon proper engir 
ing balance between mechanical simplicity and electronic elegance. 
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Appendix 
Laplace Transform of the Rocket Stability Equations 
The equation describing the combustion chamber pressure oscillation is 


a (1 — n) p+ n g(z — 6) 


+ [K 0e 8-1) —(2K+H+ 7) Hole — ö)] (52) 


— [RK pyle - 8-1) (2K+H =) ml — 0] =0, 


while the equations of motion for the liquid in the oxidizer and fuel lines are 


d Fe d? Ad 

Jo 2 + (Co + 1) Mo + F6P+ D + Cy — =0, (53) 
dz dz dz 
du Ps d? sed 

IB ne + G+lu+Bp+] ne es = (54) 


Denoting the Laplace transforms of (2), wolz), ur(2), %o(z), and x,(z) by Ds), 
Ms), M,(s), Ko(s), and K,(s) respectively, the transformation of equations 
(52), (53), and (54) is straightforward except for the terms involving a time 
lag. In general the transform of f(z — 6) will be 


Je — Ô)e7°* dz = fe de 9 dz — 0) 
ay 


= pts + er e ide, 


+, 


where F(s) is the transform of f(z). As is well known, when the variable is 
retarded the transform is modified through multiplication by an exponential 
factor e ‘° and by the addition of an integral extending over the period of the 
time lag. The equations then transform to 


[stl—nine*]D(s)+e %° [X Bu (2K+H + >)| M,(s) fe 
- ec” [Ke®- (2K+H-)| M6) 


ZAMP VI/3 
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0 


= 90) net [ olf) ee ae Ke #09 /[uolé) — we dE 


ö —1-ö 
0 
+ (2K-+H) e°° | [alé — Je" a 
1 ° 2 
+z 0° [Im + met dé, 
) 


[Jo(s) +1 + Co] Mo(s) + Fy Pls) + [Jo 5? + Los] Ko(s) 


= Jo po(0) + he) + [Jos + Co] %0(0) , 


LS) +1 +6,]M;(s) + B D(s) + [J 8? + Cs] Ky | 


das 


= F140) +++, | 


where &, and &; have been employed to denote 


[2 = =| % and [2 + 5 | Oy 

respectively. Stability analysis requires only the left-hand sides of these eq 
tions. Transient behavior of the rocket system, however, is determined by 

complete equations where the right hand sides, in usual problems, consist 
the initial conditions of the dependent variables. For systems with time | 
such as the liquid propellant rocket, equations (55), (56), and (57) show t 
in addition to initial conditions evaluated at z= 0, certain features of 

behavior of the system must be known for a period preceding z = 0 equa 
duration to the time lag. Physically this is clear, for due to the combust 
time lag the variation of chamber pressure y(z) can not be described for z 
unless the behavior of the propellant flow is known for the period — 6 < z = 
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Zusammenfassung 


Die Theorie der kleinen Frequenz-Instabilität von Raketenmotoren mit flüs- 
sigen Treibmitteln wird überarbeitet, wobei im besonderen die Methode der 
Satche-Diagramme erörtert wird, welche durch H. S. Tsren für Stabilitätsrech- 
ungen linearer Systeme mit zeitlicher Verzögerung eingeführt worden sind. Das 
Prinzip der Stabilisierung durch Benutzung einer Gegenkopplungsschleife wird 
besprochen, und es wird gezeigt, dass schon eine sehr einfache Lösung des Gegen- 
xopplungskreises die Stabilität von flüssigen Einzel- und Doppeltreibmitteln in 
Raketenmotoren versichern kann, unabhängig von der Grösse der Zeitverzöge- 
sung. Auf Grund des beschriebenen speziellen analytischen Beispiels wird gefol- 
gert, dass solche Stabilisierungsmassnahmen für eine viel grössere Klasse von 
Instabilitäten in Raketenmotoren als die betrachtete empirisch verwirklicht 
werden können. 


(Received: February 2, 1954.) 


Die Rolle des Adiabatenexponenten 
bei chemisch veränderlichen Gasgemischen 


Von IRENE SÄNGER-BREDT, Paris!) 


Übersicht 


Der in der klassischen Gasdynamik so fruchtbare Begriff des «Adiabaten- 
exponenten» als des Verhältnisses der spezifischen Wärmen bei konstantem 
Druck und bei konstantem Volumen verliert bei thermodynamischen Strö- 
mungen bisweilen an Sinn, da die in den Strömungsgleichungen vorkommenden 
“anheitlichen x-Werte sich bei Wegfallen bestimmter einschränkender Voraus- 
setzungen als durchaus verschiedenen Ursprungs und verschiedener Grösse 
erweisen, worüber man sich bei der Handhabung dieser sehr geläufigen Formeln 
nicht immer Rechenschaft gibt. 

Unter «einschränkenden Voraussetzungen» sind hier die Bedingungen kon- 
stanter spezifischer Wärmen der einzelnen Gase und konstanter Partialdruckver- 
hältnisse der Gasgemische verstanden. 


1) Arsenal de l’Aéronautique, Chätillon-sous-Bagneux (France). 
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Solange sich die Strémungstechniker vorzugsweise mit kalter oder schwac 
aufgeheizter Luft befassten, waren beide Einschrankungen berechtigt und seh 
zweckmässig. Bei hohen Strömungs-Mach-Zahlen der Luft oder bei stromende 
Feuergasen jedoch, besonders in den Expansionsdiisen von Raketen oder 1 
durch Kernenergie aufgeheizten Maschinen, trifft keine der beiden Voraussei 
zungen mehr zu. Die durch Vernachlässigung dieser Tatsache verursachten Al 
weichungen der Rechnung von den wirklichen Verhältnissen liegen bei Temps 
raturen über 2000 °K, insbesondere bei kleinen Gasdrucken, bereits ausserhal 
der Grenzen des Zulässigen. | 

Von solchen Gesichtspunkten ausgehend, veröffentlichte G. KLOBE [1]!) ve 
wenigen Jahren für übliche Feuergase mit Temperaturen bis zu 3500°K eine: 
im Strömungsabschnitt zwischen Ofen und engstem Düsenquerschnitt glob 
brauchbare — Näherungsmethode, wie sie zur Behandlung von Strémungsfr: 
gen in Raketen nach Art der A 4 verwendet wurde. Bei dieser Darstellung we 
unter anderem die Veränderlichkeit der spezifischen Wärmen vernachlassig 

In der folgenden Abhandlung wird nun versucht, den Einfluss jeder d: 
beiden einschränkenden Zusatzbedingungen systematisch und getrennt zu € 
fassen sowie anschliessend verallgemeinerte Gleichungen aufzustellen, die aue 
bei Wegfall einer oder beider Einschränkungen gültig sind und aus denen di 
klassischen Strömungsgesetze als Sonderfälle hervorgehen. Untersucht werde 
wiederum nur Strömungen idealer Gase. Es werden für differentielle Entspa: 
nungsgefälle streng gültige Isentropenexponenten abgeleitet, deren sachgemäss 
Benützung die formelle Weiterverwendung der klassischen Adiabatengleichus 
gen (und damit aller daraus abgeleiteten Strömungsbeziehungen) auch BE 
chemisch veränderlichen Strömungen gestattet. Es wird ferner gezeigt, da 
diese Isentropenexponenten nur im Grenzfall unveränderlicher Partialdruc 
verhältnisse mit dem Verhältnis x = C,/C, übereinstimmen. Endlich wird nos 
die Anwendbarkeit klassischer oder halbklassischer Adiabatenexponenten 
Fällen bestimmter, nicht im Gleichgewicht befindlicher Strömungen erläutes 

Die Ergebnisse der Untersuchungen werden an dem einfachen Beispiel eir 
nach dem Reaktionsschema X, = 2X veränderlichen Gasgemisches mit d 
Zahlenwerten des Wasserstoffs veranschaulicht. 


I. Völlig eingefrorene oder «klassische» Strömung 


In ihren Beziehungen für isentropische Entspannung setzt die klassis@ 
Strömungslehre bekanntlich temperaturunabhängige spezifische Wärmen 
bzw. C, und unveränderliche Partialdruckverhältnisse #,/ oder Molbrüche | 
der strömenden Gase voraus. | 

Unter diesen einschränkenden Zusatzbedingungen gibt es in der allgemein 
Gaszustandsgleichung drei veränderliche Zustandsgrössen: 1. den Dru 


1) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf Seite 65. À 
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1 [kg/m?], 2. die volumspezifische Masse oder Dichte [kg s?/m#] und 3. die Tem- 
ifperatur T [° K]. 


HVeränderliche angesehen werden. Ausgehend von der Zustandsgleichung eines 
lGemisches von z idealen Gasen, 


De ape Keime, (1) 


»zw. von einer einzelnen Gemischkomponente mit dem Partialdruck p;, dem 
Molekulargewicht M; und der partiellen!) Dichte o,, 


4 ee 
‘ Da (1a) 
vorin 
sig ts 2 ‘i 
b= Dd) be M= SY M, und BE ra 
4=1 Des À M, 
a 


sesamtdruck, mittleres Molekulargewicht und Dichte der Gasmischung bedeu- 
en, lautet das vollständige Differential: 
dp IN do 
SEE RN 2 
en (2) 


= 48, (2a) 


Ausserdem wird bei konstantem Partialdruckverhältnis die Differenz der 
nolaren spezifischen Gemischwärmen: 


z T T 
aes es (/ Game Car )] 
Bao iy 


Mae) © 2 
77 I, (3) 


= 25 ee > AR=AR [kcal/°kmol]. 
u 


{mkg/°kmol] bezeichnet hierin die allgemeine Gaskonstante, 
[kcal/kmol] die Enthalpie, 

U [kcal/kmol] die innere Energie und 

[kcal/mkg] das mechanische Wärmeäquivalent. 


1) Das heisst die Dichte, die das Gas hätte, wenn es im eingenommenen Raum v = M/go 
llein wäre. 


PET CL 
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N 
> 


Die Entropie eines Gasgemisches in einem offenen Kessel bei konstant blll 
bendem Kesseldruck p beträgt: 


D,T,e p,T,e DA S; 
2 - : 
0 0 T dn, M, D'r; M; j 
Al El 3 
worin : 
? Par “dp ; 
S,2 SPC, | SAR 1 ae (4 
0 = 
5 "AT Fa 1 
Gas | i Q ° A 
= SG 4 Cu] et R | 22 [kcal/°kmol] @ 
d ù 0 5 
ist1). | 
Hierin bedeutet der Index 0 den «Basis»-Zustand bei p; = 1 at, T = 298,2° | 
und 0; = M;/24,79 kg s?/m*; worin M; das Gewicht der Gaskomponente a 


(kg/kmol] bezeichnet. Unter 


Sous = So _ ARIn(ER) 


a 


ist die Integrationskonstante verstanden, das heisst der konventionelle Ent} | 

piewert für ideales Gas im «Basis»-Zustand. | 
Die Bedingungen, unter denen die Entropie konstant bleibt, ergeben si 

durch Nullsetzen des totalen Differentials von Gleichung (4), also | 


tor (ral | 
i=1 } 
| (| 
DE | 
Arr PL de 2 
i=1 


1) Die molare Entropie S; jedes einzelnen Gemischbestandteiles 7 würde — bei gleichen - 
standsgrössen p, T und 9 wie die des Gemisches - für sich allein 


P a 
Re AT ip DO er d 
5. = S D ioe 3 "Gas Q. i 
S Oy God er a nn 
0 0 


betragen. Gleichung (4a, b) berücksichtigt die bei Vermischung unter Konstanthaltung des * 


x 


samtvolumens vor und nach der Mischung, > v, = v, auftretende zusätzliche Gemischentren | 
i=1 


z h 
As* = — AR J'n;lnn,. | 


4=1 
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der 


(Sb) 


tne [CS (a) 
i=1 (50) 


yn 
ea 


ANT 
DM; 
i=l 


enachdem man (2, T), (0, T) oder (p, @) als unabhängige Veränderliche wählt. 
Jie Bedingung konstanter Gemischentropie ds = 0 enthält ohne weiteres die 
edingung adiabatischer Zustandsänderung dQ = dU + AdA=0, welche - 
llein betrachtet — nicht unbedingt reversible Prozesse vorschreibt. In den 
rleichungen (5a) bis (5c) betrug die differentielle Zunahme der inneren Energie 
ro Kilomol des Systems: dU = C,, dT; die differentielle Enthalpiezunahme: 
H — C, dT und die bei einer differentiellen Zustandsänderung pro Kilomol 
eleistete reversible Arbeit da = p dv = — (RT/M) do/o; dQ ist die dem System 
ro Kilomol zugeführte Wärme. 

Aus den Gleichungen (5a) bis (5c) folgen die Beziehungen: 


ap _ Cy | AT 


gr we) 

d CHAT 

DIE SUN (eb) 
ind 

d Creed 

cae co 


z 2 
wenn man die Ausdrücke C, = In, C,, und C,= Sn, C,, als mittlere spezi- 
1 ech 
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fische Warmen des Gemisches pro Kilomol einführt. Diese drei Differential 
gleichungen lassen sich im Fall konstanter spezifischer Warmen integrieren, 5 
dass man unter Verwendung von Gleichung (3): 


pT- #01) const, 7 

e T -U&-0 — const 2 

und | 
po “= const 7 


daraus erhält. 
Dabei hat man für das Verhältnis der spezifischen Wärmen 3 
(OHOT), TS am ee : 


p 


BU esos  C, : 


die Abkürzung x eingeführt. Man pflegt x, da es die Beziehungen zweier Zu 
standsgrössen bei adiabatischer Zustandsänderung bestimmt, als den Adiab= 
tenexponenten zu bezeichnen. Alle adiabatisch isentropen Zustandsänderunge 
zwischen # und T, o und T sowie zwischen p und o sind reine Funktionen vd 
x, wenn sowohl spezifische Wärmen als auch Partialdruckverhältnisse in di 
Gasmischung für konstant angesehen werden können. à 

Diese Art von Strömung dürfte unter Gleichgewichtsbedingungen nur by 
tiefen Temperaturen, bei denen die Veränderlichkeit der spezifischen Wärme 
vernachlässigbar wird, und bei gleichzeitig hinreichend hohen Drucken, EF 
denen die Dissoziation verschwindet, verwirklichbar sein. Sie ist auch dam 
vorhanden, wenn eine Entspannung so schnell vor sich geht, dass weder dW 
veränderliche Anteil der spezifischen Wärmen noch die Dissoziation den ZU 
standsänderungen zu folgen vermögen. In diesem Fall sind die im Kessel her} 
schenden spezifischen Wärmen für die Entspannung verantwortlich. Die Str 
mung ist jedoch unter diesen Umständen zwar noch adiabatisch, jedoch n#; 
scheinbar isentropisch, da die Differentialgleichungen (5a) bis (5c) dann nt 
noch ein Rechenverfahren darstellen, das eine Zuordnung verschiedener Z 
standsgrössen bei verschiedenen Entspannungsstadien ermöglicht, die wir 
lichen Entropiedifferentiale aber entsprechend den späteren Ausführungen d 
Abschnitts III gebildet werden müssten. 


II. Strömung mit eingefrorenen chemischen Gleichgewichten und | 
veränderlichen, trägheitslosen spezifischen Wärmen i 


Wenn nur die erste der beiden eingangs genannten einschränkenden Zusaf | 
bedingungen hinfällig wird, das heisst, wenn man temperaturabhängige spez#| 
sche Wärmen mit ständiger, unverzüglicher Gleichgewichtsanpassung annimri 
so kann man unter Benützung der Planckschen Zustandssumme Z bekanntla} 
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2], [3] die molaren freien Energien F, freien Enthalpien G, Enthalpien À, inneren 
Snergien U, Entropien S und damit auch die spezifischen Wärmen C, und C, 
er einzelnen Gemischkomponenten 7 als Funktionen ihrer Zustandssumme 
_husdriicken: 


FE — (Fox = -ART InZ;; (8a) 
G— (GE) og = ART (nZ,— 1) =AE+ ART; (8b) 
De (U) ger = ARTE [ee], : (9a) 
H,— (Hoo, = +ARTIT| Ad] +i AU,+ ART; (9b) 
2 0(T InZ, 
5; — (SS oo = +AR [ST 1, | 
[ a(InZ,)] | FU 10) 
N n£; ee : 
= ARnZ;+T | IT esr ro | 
Skowie endlich 
4 f[o(nZ)1 , [oT [adn Z,)/OT}o} ] | 
Co, = ART || = OT |, 1 [ DIR |} (11) 
ind 
; at {f { o(lnZ,) 0{T[d(InZ;)/0 To} | a er e 
Abc. art ],+ | Be J+1}=c.+4ar. 02) 


lin diesen Gleichungen beziehen sich die Konstanten (F/*)ox, (GP*)o-x » 
AUS) x, (HSS)-K und (SF®)yx auf gasförmigen Zustand bei T = DRREESTÉ 
unthalten also unter anderem die gesamten Umwandlungsenergien vom festen 
auf den gasförmigen Zustand. 

Die Bestimmungsgleichungen (6a), (6b) und (6c) für isentrope Zustands- 
ılinderung können mit Hilfe der Gleichungen (11) und (12) dann in folgender 


PR FIN LE Et EAP EEE 


PES 
a = Sin il 2 le [ce ere || — (14) 
und 
i Den = n, If ci r{| aoe 1. en [ee geen Ih N eh : 
i bins Em if [ u + [Benz] | due (>) 
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Beispielsweise für ein einheitliches, zweiatomiges Gas mit vollangeregter Rc 
tation, einer einzigen Normalschwingung und mit vernachlässigbarem Beitra 
der Elektronenanregung zur spezifischen Wärme, dessen Zustandssumme als 


2-222- [ll een)” "A 


e OslT so I M jr ‘| 
~ [eSsT —4 Il Ly h? Ny gNi/ e@ 
wäre, lauteten im besonderen die einzelnen Entropieanteile der Schwingungs- 
Rotations- und Translationsfreiheitsgrade: 


S e9s/T 0,/T | 
S = AR noe + ar) (164 
R (ON 
> ee | 16 
S=-AR nF +1) (161 

und 


7 (2x M/g)3!2 (e R)>2 = 
S,= ARI à + FT mp] 16 


in Druckabhängigkeit bzw. 


Tr 2nR)®(eMjgr ‘3 
$,= AR {ins an InT — Ing} 


— 
er 
a 

FPT VER 


Pere NT TUE 


in Abhängigkeit von der Dichte dargestellt. 
Damit schrieben sich die Gleichungen (13) bis (15) in diesem Sonderfall: 


PN 9,12 eur ar ONE | 
Pp 5 + (era) Cor Qe ae = Donn ae us) 
s ) 
5 2 9/T 5 : 
dg _ eX | Er e aT SN 2 a) (144 
0 2 IR (e@sIT _ 1)? a 2 ah AR ; 
und 
(a Cond Tomas 
dp _ 7° (TJ GARE ER (15% 
p 5 @,\2 Le ST Da Soul 4 
+7) or ee Sane ' 
. Ro. Zur ae 


In der Zustandssumme bedeuteten: 
M das Molekulargewicht des Gases, 
h das Plancksche Wirkungsquantum, 
N die Zahl der Gasteilchen pro Kilomol, 
e die Basis der natürlichen Logarithmen und 
Or bzw. Os die charakteristischen Temperaturen für di 
Rotations- bzw. Schwingungsanregung. 


bol. VI, 1955 Der Adiabatenexponent bei chemisch veränderlichen Gasgemischen 43 


Die Gleichungen (13a) bis (15a) sind integrabel: 


S 
Inp — n(T") +7, = const, (13b) 
Ss 
Ing — In(T®®) + |°- = const (14b) 
ind 
| N 
| Inp — In(o"*) — 2. => = const ; (15b) 


ledoch lässt sich T nicht mehr explizit darstellen, und die dem Poissonschen 
fiesetz, Inf — x Ing = const, entsprechende Beziehung (15b) hat ein gemisch- 
les Zusatzglied : 
| Sue LE 
Spin ethos, 
#chalten. Die klassischen Adiabatengleichungen (7a) bis (7c) lassen sich indes 
formal weiterverwenden, wenn man — von den Differentialgleichungen (13) bis 
115) ausgehend — 


SER LS 1 


Zr {| oT oT 


O(In Z,) | | | O{T [o(InZ,;)/à To} i} 


zZ 
Zur oT oT 


efiniert und der Verlauf von x; über T bzw. über p/o für ein betrachtetes 
|fasgemisch zahlenmässig bekannt ist. Für die Schallgeschwindigkeit im ru- 
henden Gas gilt dann beispielsweise weiterhin streng: a?— x7 p/o, während 
i ie Entspannungsbeziehungen (7a) bis (7c) mit Mittelwerten x7,r, zu benützen 
ind, die im Iterationsverfahren bestimmt werden müssen. 

| Die Strömung mit veränderlichen spezifischen Warmen, aber noch völlig 
bingefrorenen chemischen Gleichgewichten, die von E. SANGER und dem Ver- 
hisser bereits in früheren Arbeiten [4], [5] behandelt wurde, ist um so eher ver- 
#virklicht, je rascher eine Entspannung — von völligem Gleichgewicht im Kessel 
usgehend — erfolgt. In der Raketentechnik ist sie bei Kurzdüsen am ehesten 
tu erwarten. Überall da, wo diese Art von Strömung unter Nicht-Gleichge- 
richtsverhältnissen auftritt, gilt bezüglich ihrer Entropie eine entsprechende 
Aussage, wie sie am Schluss von Abschnitt I für die völlig eingefrorene Strö- 
hıung vermerkt war. 

' Die Gleichungen (9) bis (12) liessen noch erkennen, dass die mittleren spezi- 
schen Wärmen C,or = H/T und C,or = U/T nicht mehr gleich den örtlichen 
hVerten C,r und C, 7 sind. Man muss deshalb bei allen Strömungsbeziehungen, 
Insbesondere beispielsweise bei der Zeunerschen Gleichung für die Ausström- 


(17) 


tr = 
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geschwindigkeit w, aus einer Düse, den Unterschied zwischen mittleren ur 
örtlichen spezifischen Wärmen sowie zwischen den aus ihnen abgeleiteten «| 


ist. Hierauf wurde bereits an anderer Stelle [6] ausführlicher eingegangen. 


III. Chemisch veränderliche isentrope Strömung 


Diese Art von Strömung, bei der sowohl die Veränderlichkeit der Partid| 
druckverhaltnisse aller Gemischbestandteile als auch die Veranderlichkeit ihr: 
spezifischen Warmen beriicksichtigt werden miissen, tritt überall auf, wo Ene 
gieinhalt der inneren Freiheitsgrade und chemische Gleichgewichte sich unve 
züglich den wechselnden Zustandsbedingungen anpassen können. Sie erfordes | 
die allgemeinste Form der Strömungsgleichungen, von der die in Abschnitt 
und II dargestellten Gesetzmässigkeiten als Sonderfälle ableitbar sind. | 

Wir beschränken uns in dieser grundsätzlichen Abhandlung der übersich | 
lichen Schreibweise zuliebe auf die Darstellung von homogenen Systeme | 
idealer Gase mit nur einer möglichen Reaktion, 


vr Xi + Wo zn. Xi 
ka ia 


mit « Komponenten im energieärmeren Zustand vor der Reaktion und w Kor 
ponenten nach aufgenommener Reaktionswärme. Grundsätzlich lassen sich ; LA 
doch alle weiteren Rechnungen auch durchführen für Systeme von Gasen mi 
mehreren möglichen chemischen Reaktionen, seien es Moleküldissoziationes 
Rekombinationen oder Ionisationen, wenn man ausser den Molbrüchen n, db 
einzelnen Gase noch die Atomdruckbilanzen!) in die Rechnung einführt. D 
einzelne Reaktion sei gekennzeichnet durch: 

die Gleichgewichtskennzahl 


Ink, = D}v;ln pi — vn py, (18% 
i=1 k=1 


die maximale Molzunahme (das heisst Molzunahme bei völligem Umsatz) 


Av an ee, (18 4 
i=1 k=l x 


die Reaktionsenergie?) 


AU =W, = J'y, U, wo: U, EM, (18h | 
i=1 = 


1) Über den Be griff «Atomdruck» siehe E. Scumipt [7], Se 487. 


2) Hierin bedeutet W o die nach erfolgter Reaktion bei O°K vom System pro Zr M, aufe|§ 
nommene Reaktionswarme. 
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sie Reaktionsenthalpie 


AH 


W, = >»; H- Nr Hy + Wo = AU + Av ART, (18c) 
i=1 k= 


ie Reaktionsentropie 
= : ra 
AS = 3,9 Se — Dr Se ASE SA i ia ARInK,, (18d) 
i=1 k=1 0 


ie freie Energie der Reaktion 


[07 x 


AF =) F- u Fe= AU T AS (18e) 
i=1 = 


nd die freie Enthalpie der Reaktion, 


wo 23 


AG = J); G; — 3% G, = AF + Av ART; (18f) 
1 k=1 


x 
orin D} jedesmal Summierung über die ursprünglichen Reaktionsteilnehmer, 
1 


N‘) über die nach erfolgter vollständiger Reaktion vorhandenen einzelnen Gase 
= 
edeuten; », kennzeichnet die Molzahlen der einzelnen Gaskomponenten nach 
‚er Reaktion, v, die Molzahlen der vor dem Umsatz vorhandenen Gase. Diese 
lolzahlen stellen gleichzeitig die Höchstwerte (N;/Nz) ma, dar, die das betref- 
ende Einzelgas im reagierenden System erreichen kann. 

Vor einer näheren Untersuchung der Strömungsgleichungen unter den somit 
‚beschriebenen Verhältnissen ist noch zu bemerken, dass die Bedingungen kon- 
tanten Molvolumens dV = 0 und konstanter spezifischer Masse do = 0 bei 
eränderlicher Gemischzusammensetzung nicht mehr gleichbedeutend sind, 
ie dies bei der Behandlung einheitlicher Gase oder eingefrorener Gemische 
er Fall war, weil nun Tezlchenzahl pro Volumeneinheit und Masse pro Volu- 
ieneinheit nicht mehr einander konstant verhältig sind. Es gilt vielmehr wegen 


"= /m)lge: DE 
of, e  df(m) 
v ee (19) 


ür ein Gemisch, worin /(”,) eine später genauer erörterte Funktion des Mol- 
ruchs n, bezeichnet. Bei isentropischen Strömungsbetrachtungen interessiert 
ie volumenspezifische Massenänderung, also die partiellen Ableitungen nach do 
zw. bei konstantem o. In gleicher Weise versteht man unter Reaktionsprozes- 
en bei konstantem Volumen solche, bei denen sich das Volumen pro Massen- 
inheit nicht ändert. 

Betrachten wir zunächst wieder die allgemeine Gaszustandsgleichung (1). 
{Sie hat bei chemischer Veränderlichkeit der Gase eine weitere Variable, das 
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mittlere Molekulargewicht M= Zn, M,, erhalten. Da dieser Ausdruck jedoc 
t=1 


mit Hilfe des Massenwirkungsgesetzes und des van’t-Hoffschen Gesetzes 
zusätzliche Bestimmungsgleichungen — dargestellt werden kann in Abhang 
keit von nur je zwei der übrigen, in der Zustandsgleichung vertretenen, ver 


5500 Fe 
5000 KISS PN Ian | 4 
4500 KX NSN INS + ll 
{|| Rs 1 È SS » : ae : 
4000 + TR I x fil 
3500 = STS 
> Hl a > N STE ~ ‘We 
19000 KE +5 + : 2 
à Sr RER 
d oo} a == 44 
82309 TT 5 - T 40 
2000 2.0% 
7500 \H- TT 8 
KINN N N 
2000 | + I il | 
500 TES ANT LIT Te 
re 16 
100 10 7 QI Druckplat] GO 9001 
Figur 1 


Linien konstanter mittlerer Molekulargewichte M (voll ausgezogen) und Linien konstanter Er 
pien S (punktiert) in Abhängigkeit von Druck und Temperatur, für Wasserstoffgas. 


derlichen Grössen p, T und o, so bleibt die Zahl der unabhängigen Veränc 
lichen auf zwei beschränkt. 

Figur 1 zeigt die Veränderlichkeit von M in Abhängigkeit von p und T 
ein reagierendes Gasgemisch vom Charakter X, = 2 X am Zahlenbeispiel 
Wasserstoffs. 


Die Veränderliche M kann wegen der Massenkonstanz 


AM Zap M; a M,=0 
k=1 


t=1 
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ich dargestellt werden in der Form M = My (N/N;), wobei Mo = Sy, My 
k=1 


as Gewicht der undissoziierten Ausgangsmasse, N/N, die veränderliche Mol- 
ıhl?) der Gesamtmasse bedeuten. Die Molzahl N/N, lässt sich immer als Funk- 
on F des Molbruchs n, = N,/N eines geeignet ausgewählten Einzelgases A des 
emisches darstellen, da bei einem System von z veränderlichen Komponenten 
e z Bestimmungsgleichungen für die z verschiedenen Komponenten, das heisst 
er die z Molbrüche, immer auf eine Gleichung z-ten Grades für den Molbruch 
‚ zurückgeführt werden können, dem alle übrigen Molbrüche eindeutig zuge- 
dnet sind. Allgemein gilt also: 


ME Ka fn,). (20) 


Wenn im gesamten Gassystem nur eine Reaktion möglich ist, lautet die 
unktion F insbesondere: 


N = 
No Fin) = = —, (20a) 
een 
V2 
id man erhält 
Mo (1 L = nm) 
f(n;) > : (20b) 
2’ 
k=1 


obei n, alle Werte zwischen Null und »,/ &'v; annehmen kann. Es folgt weiter- 
ni 
n: 


df(n,) en; fn,) : (20) 


dn; Vz 


Mittels dieser Beziehungen kann man nun die allgemeine Gaszustandsglei- 
lung in der Form 


ro 
P= fn) Sa 
hreiben. Ihre partiellen Ableitungen lauten dann: 
de] _ ,efr [fm)T, 4) e [T{Oms/0T]p 
Résine (ere eee tape ED 
90) __, ef, [of(x)/0p1r _ _ @ fPlon/oplr _ 
ee a ? (6 fo, p (a) = 1) p Ny 1}, fe 


1) N bedeutet die Zahl aller jeweils vorhandenen Gasteilchen, N; die Zahl der jeweils vorhan- 
nen Teilchen der Gasart À, bei konstant bleibender Gesamtmasse. 
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op D [of( (2 )/OT}o a P T{on,/OT]e 1 Da min Wi 
lah ae fp, T (a) 1} est Denn = h 

Op 2 [0f(n3)/001r | pb [elonydolr |, 
ale 0 le nn ; es ee 1}, @ 

oT Tg Lof(,)/0el, T { elom/Oely | 4) ie 
lol, aa 0 le ÎT,e (%2) 1} leas —n,' J 7 

und : 

oT T {, [Of(%)/OP]lo T [ plon,/Oplo Al. 

ke = us ? NCA 1) De en 1}. 4 itmola 


(and wort 
Sie gehen für 


y= [260-2 (= = = Pal 


“ in die klassischen Grenzfälle 


ON ie 3 
Le), = IE? 2 
oe) ee 2 
E ls Pa 3 
nf 
0 | 
ae + = (4: Lune 
Op] _,® 1 
Eolas ÿ Ci (A 
HV A 
a 4 
und N. 
ANrieben 
srl bag (Nun Ja 
Op (2 P i) 7 
(0,7 
über. Aus den Gleichungen (21) bis (26) folgt ferner: 
dp _ do | af (nj) 1 
P @ ° f(r) ~ 


Für Reaktionen mit unveränderter Molzahl Ay = 0 kann die Zustandsgleich# 8 
wie bei einem chemisch unveränderlichen Gasgemisch behandelt werden. I 

Ahnlich wie die Gaszustandsgleichung lasst sich auch die Entropia 
(4) als Funktion der vier Veränderlichen p, T, o und n, auffassen: 


s- Spl) S À 3 
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Mworin wieder 


b 15 Pi 
s-S®+/c,7 - AR [2 (28a) 
0 0 


+ lc an je (28b) 


N; vr 
N; Eu 
) DURE og VE (28c) 
à f(n;) AUS (1 2 oe n,) 
À 


Venn À eine der w Gasarten darstellt, die sich nach erfolgter Reaktion bilden, 
) gilt für alle #; zwischen (2 — w) und z: 


Vv; 
N; — Er N,, 
Va 


‘ährend für die Molbrüche der restlichen « Gasarten, die wir zwecks Unter- 


eschrieben werden muss. 


Nun lauten die Ableitungen der Entropiegleichung, in Funktionen von 
>, T), (0, T) oder (p, o) ausgedrückt: 


Sy p= py ES Si + gilt) ER aT 
(29) 
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bzw. 
ne ae na | 
| 
_ Mie as S.+ qua [5p' | dé. | 


Hierin sind die partiellen Ableitungen der molaren Entropien einzel 
Gemischkomponenten, [0S,/0x],, weiterhin gemäss den Ausführungen in All 
schnitt II für reine Gase mit veränderlichen spezifischen Wärmen zu behandel} 
Man erhält entsprechend: 


Ba er {| 0(nZ,;) + [PE Zee ee 1} | 


oT Ip oT 
= + = : | 
a, mp a 
DS] ur ja Rene à | | 
(30 
HET 
Bee (00 
ee > 4 
und 
El = LL =: a a1 À 


Jeder der Ausdrücke [09; (n,)/0x], in den Gleichungen (29) bis (31) la 
sich auflösen in ein Produkt: 


dy;ln,) 2] 
dn, dx 


wobei 


dgi(m) _ __ gel) 2.1 sel 
dv An cs 2 Æ | 
7a (1 ea à) Ny Moo (1 — a ) 
Va LA 
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ZW. 


dei) _ "Kei 


dn, (1 Av i (32b) 


vird. Von den méglichen Varianten des zweiten Faktors [0n,/0x], in obigem 
rodukt kann man die isothermen Änderungen des Molbruchs 1, mit Hilfe des 
fassenwirkungsgesetzes (18a) — in der Schreibweise: 


&,(n,) = ES pe = (33 a) 
der 
“5 Gr 0 — Ap 
&.(n;) a 1 ee ? (33b) 
yorin 


= & (m,) [F(n9)] , — 


rfassen. Dann wird: 


ea eu [05 (72) /Op\r ÉD (22) . A v (34) 
OP Ir L[o&,(n,)/dn;]r ds,(n)/anı p 
nd 
[32] _ _[0&,(n,)/Oolr Scln) Av (35) 
00 Ir  L[o&.(n;)/dn;]r ds,(n)/dn, e 


Die Molbruchänderung in Abhängigkeit von der Temperatur wird unter zu- 
itzlicher Anwendung des van’t-Hoffschen Gesetzes: 


OK, an An 
sz |,= D ART? 
der 
OK, AU 
= |= ART?’ 


‚nachdem Druck oder Dichte während der Änderung konstant bleiben sollen, — 
stimmt zu: 


Hal = [oz], orl, te Zar (36 


; 
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ey pea % &,.(n,) AU (35 


On 
Hz], = CR PAT dE,(n3)/dn; ARTE 


In den Gleichungen (34) bis (37) beträgt dabei 


CE j 

e wo 2% 
dE, (n;) ea) D v; 4 k=1 (384 
d 4 N. o u : 
2 win V3 2, vi TA & 
i=1 x 
bzw. i 
& 3 
o D> Ye : 
dE,(n;) | v; Bel Av = 
an, Felt) ma D; au œ ie v,/Avy— nz {~ (389 

5 Va DE V, — Ny 
i=1 


Die beiden restlichen partiellen Ableitungen von n, endlich lassen sich m 
Hilfe der Gleichungen (25) und (26) auf die Beziehungen: 


4 ere [az], a 

de Ie eae Work 5 | | (vil — 3) | 

bzw. | 
On, 1 br, | 

Ba ve 14 7 [52] Joan) 4 


zurückführen, in denen [0n,/0T], und [0n;/0T], aus den Gleichungen (36) un 
(37) bekannt sind. 

Man erhält so — unter Benützung der Gleichungen (38) bis (40) — für ise 
tropische Entspannung eines chemisch veränderlichen, homogenen Syste 
idealer Gase mit nur einer möglichen Reaktion und mit veränderlichen spe 
fischen Wärmen die folgenden Differentialgleichungen. 

1. Für die Beziehungen zwischen Druck und Temperatur gilt: 


a a} HA TR [571,)@7 | 
LEE po, s+ ns Jar = 
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a a z 
V3 — V;N3) vn, Av vr Vy Vy, n; Cy. 
AAA k À k 2 D; 

k=1 i=1 


(41) 


LT ALAS HE ket dT 
5 “TART ' My(va— dvn 11 
La Ayn)? Jr, 00 (72 a) 
t=1 
ia (= rum) ram 4v va nÜnAR IF 
= a a Fog ee p 
w Te Avn,) | P 
Mo (va — Avn,)® ri | 
t= 
(> — v;n,) Van, Av D,» 
ni a" ) Ex pe AH (AH — AG) 
w ö ART? 
| Mio (va — Av nj) Di 
Vy Vr, eee 
| 12 EAM Ce | ar 
Mo (v; — Av n;) 7, 
( o a 
V3 — V; N3) van Av Dd », 
| a 2" ) 13 Av 2 Me Av (AH — AG) 
= nm) 3 GO 
| MS (v3 — Avn;) N »; 
i=1 
x 
V1 2, », AR 
| = i | ap 0 
Rate P 
ierin beträgt die Enthalpie pro Kilogramm: 
oO [4 
(»,— In) van, Av Dr 
\ i=1 Fa AH 
dh=c,dT = oa ‚dp (41a) 
| Mo (v, — Av ny) Dr; | 
i=1 
it 
a z [03 À a 
va D x DM Co, (a- Zn) van, Av D 3 
4 k=1 i=l f i=1 ES „Ar (41b) 
> ~ “Mo (v, Avn,) ART? 


oo 
Mo (71 — Av n,)* Jr 
= 


1) Wegen H—G=TS. 
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und ferner die reversible Arbeit pro Kilogramm: 


Da der Anteil der Reaktionsarbeit an der reversiblen Gesamtarbeit unté | 


anderm auch temperaturabhängig ist, gilt bei chemisch veränderlichen Sys 


men nicht mehr: 
OH 05 
(sr),= Tr) 


Nachdem man überall durch das mittlere Molekulargewicht 


a 
V3 Diy 
k=1 


u eRe 6 on 


gekürzt hat, lässt sich Gleichung (41) auch in der Form 


[42] 
(», =n, 7 2 n, Av 


i=1 AH AS = 
ce © D SAT = ae Cy, 
yo — N A 2 y. Fe a 
pm (¥, — #3 Ay) er aT | 
zen u (41° 
p \ IR | 
(mm! vi) m Av 7 


= AvAS+AR 
(v4 — my An)? In, 
i=l 
schreiben, und ist so unmittelbar mit den Formeln (6a) in Kapitel I b 
(13 > in Kapitel II vergleichbar. 


2. Für die Beziehungen zwischen Dichte und Temperatur gilt: 


ds = a get ES Si + Pin) 5. \ar | 4 
+ (End [221] s, + pr) [2 aoe | 
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oO eg 
(:- EN 2 vin Av 2% | 
t=1 k= ve Le M 
| Mo (71 — #3 Av) BER Av)? Dur + nm Xi) ny A 1) 


i=1 


N, Av Ir 


u 
N 
ee a 


| Mo (V3 — #3 Av) re Av)? D ar ce N, on Na A?v | 
i=1 / 


t=1 


| (42) 


— 
en 
rz 
SS 
S 
S 
Ms 
=< 
w Le 
= 
SS 
S 
S 
D 
= 
18 
= 
5 


i=1 t= 
a & 
v v n,C,, 
AU(AU — AF) ao ES | aT 


Are user An | is 


| nm Sy 2) rar dv Ir 


2 


[ar (v1 — 7 Ar) man: Sv i + (mom x» /) m4] 


t= 


a 
v v, AR 
Av(AU — AF) a 20, 


IP Mo (71 — #3 AP) @ 
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Bei der Ableitung dieses Ausdruckes wurde die Beziehung U — F = TS be 
nützt. In Gleichung (42) beträgt: 1 


[2] x 
(»,- n, D ju) v;n, Av À v7; 
\ SE 


due Cds — = Ä 
Mo (93 — #2 Av) CCE DE + un: 2'v; ) nr] 
ei 
X nd, 
Q | e 
mit 


a z 
Va >, Yk An; Cy, 
(Sa ST 
Mo (73 — % AY) 
[0] & 
(2 — N, > van, Av D 
st p= au 
> oO wo 
Mo (va — #3 Av) os — na Av)? Div, + ( nn, Zn) n, A®v 
i=1 i=1 
Ferner ist: 


a 
v v„AR 
un | RAR gy 


M — E Mo (m Ar) 0 


o a 
(=m, Zn) Va N72 Av BAT 
1 t=1 k=1 h 
re ; SARL (42% 
. Moo (1 — #3 AP) CE Av)? 


Il LA 
- & 
a! 
LEE 
= 
ES 
S 
> 
= 
= 
RE 
S 
= 
> 
D 
i 
4 
eee 


i 


AUdT dg | 
ART? 09 it 


Im übrigen gilt in Analogie zu dem bereits unter 1 Erwähnten, dass bei chemise 
veränderlichen Systemen wegen der Temperaturabhängigkeit der reversible 


Reaktionsarbeit : 
[OU \ os 
(or), * T (SF), 


x AF ( 


wird. 
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In der Form: 


V;— MN v;) nm, Av 
| i no ) À AU AS a: 
ART ar vi 


[0] [0] 
(vy, — n3 Av)? Soy, + (— Ny Fr) n, A®v 
Q i=1 \ i=1 


/ wo 
(» — ny Zn) n, Av 
De 


£ 2 : 
(v, — #3 dv)? Dy; + (a Ny 2) n, A?» 
i=1 i=l 


AvAS+AR 


‘die Beziehung (42) wieder ohne weiteres mit den entsprechenden Ausdrücken 
b) in Kapitel I bzw. (14a) in Kapitel II vergleichbar. 

3. Fiir die Beziehungen zwischen Druck und Dichte bei isentropischer Zu- 
ındsänderung ergibt sich aus den Gleichungen (41d) und (42d) durch Elimi- 
tion von dT /T der Ausdruck: 


+ { dp;(n,) [ On, | aS, 
2 > on Ba Sit pin) Er IR: 0 be | 
: d A ) 0 À ñ > OS; Q 
ai ee Set palm) Fall P 


(» —n; >» ) n, Av M 
a ites 
By = CARD A 
(v, — n3 Av)? 3», 2 


1=1 


3 za @ \ 
( = mz vi) n, Av 
ei 


[07 [4] 
(vy, — 1, Av)? Nov; + (an; Ir) n, Av 
i=1 t=1 


wo 
(am DE N; A?» AS 
i=1 


‘ [0] / @ +AR 
(va — n3 Av)? Dd’ vy, + (am 3», n, A®v 
> i=1 Er . do 
o 0 À 
CE Zn) n, Av AS 
i=1 = AR 
(va — n Av)? N»; | 
t=1 


it dessen Hilfe man gemäss der Beziehung dp/dp = a? unmittelbar die Schall- 
schwindigkeit im ruhenden, chemisch veränderlichen Gasgemisch bestimmen 

nn. Gleichung (43) entspricht den Ausdrücken (6c) in Kapitel I bzw. (15a) 
Kapitel II. 
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Die Gleichungen (41d), (42d) und (43) sind nicht mehr ohne weiteres ints 
grierbar. Wenn man bei endlich grossen Zustandsänderungen in chemisch ve: 
änderlichen Gasgemischen die klassischen Adiabatengleichungen (7a) bis (75 
formal weiter anwenden will, so hat dies mit Mittelwerten zu geschehen, die 1: 
Iterationsverfahren bestimmt werden können, wenn der Verlauf der örtliche}! 
Werte im Koordinatensystem der Zustandsgrössen p, o und T zahlenmässi 
bekannt ist. i 

Ausserdem sieht man es den Gleichungen (41d), (42d) und (43) ohne w 
teres an, dass Gase, die bei unveränderter Molzahl reagieren (das heisst Ay =€ 
hinsichtlich aller Entropiebetrachtungen wie chemisch inerte Gasgemische à 
Sinne des Abschnitts II behandelt werden können, das heisst wie Gasgemisch} 
für die dn, > 0. 

Definiert man die Grösse e dp 


Pr Ph ee 


ten re) ee 


als den differentiellen Isentropenexponenten — analog zur Grösse x im Poisson 
schen Gesetz — und halt man die Analogie zu den klassischen Adiabate: 
gleichungen auch für die Beziehungen zwischen Druck und Temperatur som 
zwischen Dichte und Temperatur aufrecht, indem man 


TAPER OT | 
PAT — op7—1 - 
und j 
Tao _ 1 : 


Q (eho 7 CR 1 
setzt, so ergibt sich: 


oO 
vn »,) n Av 
(» à dvi) AHAS | Cy, 
ae LIT on 
(vy, —, Av)? Dv, 


t=1 


Op,o | Er. 
(» — 1; 3) n, Av 


— 


a @ = ART ie 
(va — 1, Av)? Dr; + (», — N Zn) n, A?v 
el 


i=1 


(nr > n, A?v AS 
ET + AR 


[0] 


(v1 — ny 49)? ri En (in à DE ;] ra 


Kar ee 


+ AR 


(vw; — 2, Av)? )2 Se | 
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Va— nN, DY» i) Na Av 
b = le AH AS 


) BANK A RT + mn, 
sz IP (v4 — M3 Ho 
OT |p ra 
Ee a vo : (45) 
=e T + ee. p 
al Eee m Sin) maa JU AS > 
i=1 ZU ZN * 
oT F 2 i Co, 
(va — n Av)? J'y, 
t=1 
W. 
Os Os 
_lorl.?- bel, 
DT [52] 
00 r° 
Y,— Ma vi) n, Av 
(» AV) Pe AAS) & 
wo oO ; A RT a Cy; (46) 
(vn — 24 Av)? Dv, + (nm i) mA 
En 
> = CT = o | HT mt 
Vin n, Av 
=>» R PL : AU AS pitas 
ai @ SPER cane ew 
(v, — nz; Av)? ROBE + (un 4% ] 
3 ist 
Pp, @ p,T OpT — Tre 


ie Isentropenexponenten o,,7,0,,r und o, , für die Beziehungen zwischen je 
vei Zustandsgrössen sind also nicht untereinander gleich. Insbesondere sind 
e auch verschieden von dem Verhältnis der örtlichen Gemischwärmen 


Ow 


Co Fa 
OT le 
[0] 
(» mL ) ar VE 
@ ARTE +2 N; Cp, (47) 
(va — 2, Av)? Jr; aS 
a t=1 r 
N .\n, Av 
(» 12) À AU ip 
5 7 ‘ARTE À 2 Co 


(nm Do + (nm Dr) m 4% Fa 
i=1 


t=1 
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Für dn, > 0 streben jedoch alle demselben Grenzwert 
m Cy, 
i=1 


2 
m Co 
i=1 


zu. 

Unter Verwendung der bisher gewonnenen Erkenntnisse erhält man fü: 
spezielle Beispiel eines nach dem Schema X, = 2 X reagierenden Gases 
Wasserstoff, also mit 


[0] a 
Ber, Bell, De ian is AN Mh ee, 
t= RE 
sowie 
N,=Ng; My =My,, AH=AU+ART=2H,+M-H,, 
AS =2 Sy — Sy,: 
Ny (l—n AHAS ‘ 
=a "GET + Nu Cop, + (1 — my) Coy. 
fees 2 
p,e ny(l—ny) AUAS 
43mg ART + MH Coy t Ar) Cop, 
( 
ny (1 — ny) 
ne 
RITTER NR 
(2 — nz)? 
Ny(l—ny) AHAS 
“Gong? ART + Cont (nn) Coy, ( 
à le 5 Le 
as Ny(l—ny) AUAS É 
Cons ART te hey C geet Ce 
nn (ln) AHAS 
dan ART te PRICE NN 
Or — = —— — —— —-—— -- —— - 
0, nn(1—ny) AUAS 
1 aS aan “ART ROSE 
und 
Apr (1 — y) ACE , 
(2 = md ARTE tr Gr or 
dt Nyy (1 — np) — AU ; RON ( 


(4—3%y) ART? RCE 


In den Figuren 2 bis 5 sind in Abhängigkeit von Druck und Temper 
die drei verschiedenen Isentropenexponenten 6, r, 0, r und o,, sowie 
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ao ENS SCRE 
116 III | | 
i SS | 
5000 alas N | | 
ire RES | (RE 
«00 NR es SING 
goo NE U OS 
a NS Ab | | 
\5500 118 OH Sar inne 
s BEINN À il 
À an NE ITN. 
zu | nt I N + 
à h Lt ~ ! 
2500,24 INS 
130 ~ a 
2000 Ver : 
Hyd} | Pye he ta 
134 — it | 
7500° 1 li een = 
186F Te mr 
1000 ag - LE 4 ZELLEN ZE 
500 Pe et Ti tt) Sian, 
U. F 
700 10 / OI Druck plat] oot 0,001 


Figur 2 
ı konstanter örtlicher Isentropenexponenten OT (voll ausgezogen), Linien konstanter ört- 
Isentropenexponenten OT (soweit sie von On T abweichen: gestrichelt) und Linien konstanter 
ntropien S (punktiert) in Abhangigkeit von Druck und Temperatur, für Wasserstoffgas. 


ältnis der örtlichen spezifischen Gemischwärmen x; und das Verhältnis 
nittleren spezifischen Gemischwärmen 


t=1 


lissoziierendes Wasserstoffgas eingetragen, um die Unterschiede zahlen- 
sig zu veranschaulichen. Punktiert wurden ausserdem in allen Abbildungen 
en konstanter Entropien gezeichnet, längs denen Zustandsänderungen ent- 
chend den Voraussetzungen dieses Abschnitts zu erfolgen hätten. 

ie dargestellten örtlichen Isentropenexponenten zeigen zunächst die zum 
erheblichen Abweichungen untereinander sowie vom Verhältnis der spe- 
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Figur 3 


Linien konstanter örtlicher Isentropenexponenten Cho voll ausgezogen) und Linien konst 
Entropien S (punktiert) in Abhängigkeit von Druck und Temperatur, für Wasserstoffgas 


zifischen Wärmen bei konstantem Druck und bei konstantem Volumen im 
eines chemisch veränderlichen Gasgemisches mit Gleichgewichtseinstelh 
Wegen ihrer starken Veränderlichkeit über $ und T sind sie von praktise 
Wert vor allem bei der Berechnung von Zustandsänderungen innerhalb e 
Bereiche von Druck und Temperatur unter Verwendung der üblichen S 
mungsbeziehungen — besonders also zur Bestimmung der Schallgeschwin 
keit im ruhenden Gas bei trägheitsloser Gleichgewichtseinstellung beisp 
weise. Auch bei zwar endlich grossen, aber noch geringen Zustandsänderur 
kann man mit Hilfe derartiger Auftragungen, wie sie hier für Wasserstof 
vorliegen, für irgendein chemisches Gleichgewichtssystem die klassischen, : 
übersichtlichen Strömungsbeziehungen weiter anwenden, wenn man für x 
weils die richtige Beziehung einsetzt und aus dem betreffenden Diagra 
dafür einen Mittelwert längs der betrachteten Zustandsänderung bildet, ähn 
wie dies bereits in Abschnitt II vorgeschlagen wurde. Bei Zustandsänderun 
über weitere Druck- und Temperaturbereiche kann man mit geeignet gewäh 
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5500 140 SSSSSSRENERSS 3 8 
seh | LP S NE 
LEN N . 1% 
5000 yoy CNRS 
ANR MING. 
ARR | Ken 
4000 124 HIN 28 
su Wee SS RTE 
à 24 1200 + NON RE 2 
N 3000 ” Lan = nn 
N 126 allen re u 
% 128 | 
S 2500 ? I 
S 130 116 3% 
N / 
LS 132 
2000 132 R 
104 
1500 ; 
136 
7000 138 
500 H 7 | ME THT HE = aly 
„io RE 
700 0 7 01 Druck plat] 401 200 
Figur 4 


ı konstanter örtlicher Adiabatenexponenten *7 (voll ausgezogen) und Linien konstanter 
ntropien S (punktiert) in Abhängigkeit von Druck und Temperatur, für Wasserstoffgas. 


slwerten zwar noch zu Näherungsergebnissen gelangen; doch ist bei sehr 
n Änderungsbereichen meist die Anwendung von kombiniert graphisch- 
ıerischen Verfahren unter Verwendung des Entropie-Enthalpie-Diagramms 
Versuch vorzuziehen, auf die hier dargestellte Art auch Tafeln für mittlere 
ropenexponenten zu entwerfen, die immer nur sehr spezielle Verwendungs- 
keit haben könnten, da sie nicht nur stoffabhängig sind und von der Be- 
emperatur der dargestellten Temperaturspannen abhängen, sondern auch 
den Bezugsdrucken der dargestellten Druckdifferenzen. 


IV. Anwendungsbeispiele 


um Schluss soll noch am Beispiel einiger besonders häufig benutzter Strö- 
‚sbeziehungen gezeigt werden, welche Werte an Stelle des klassischen x 
n müssten, wenn die Beziehungen auch in den Fällen chemisch veränder- 
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Figur 5 


Linien konstanter mittlerer Adiabatenexponenten x, (voll ausgezogen) und Linien konst 


Entropien S (punktiert) in Abhängigkeit von Druck und Temperatur, für Wasserstoffga: 


licher Gleichgewichtsströmung anwendbar bleiben sollen. In der klassist 
Gleichung für die Schallgeschwindigkeit zum Beispiel müsste, wie bereit: 
wähnt wurde, x durch den örtlichen Wert o, , ersetzt werden: a? = 0,,P 

Die Zeunersche Gleichung für die Ausströmgeschwindigkeit w,, aus « 
Düse mit linearen Strömungsverhältnissen: 


2, = 2 2 x“ Po h 7 Kae 


/ LE Se = : ” = : = 
D. — % nu ran Pe: Do |: = X0 Tm : #0 Fr (fo) (20 wm 0m 1) /220m 00: 
#0 To #0 Tm 1 Pm 


zu schreiben, worin der Index 0 die Zustände im Ofen, der Index m die in 
Düsenmündung bezeichnen. 
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Die Bestimmungsgleichung für die Geschwindigkeit w, im Düsenhals einer 


aldüse: . 
on uk VE o 


de 


00 \Pa 


Berücksichtigung der verschiedenen x-Werte lauten müssen. Hier bezeich- 
der Index v überall die Zustände im engsten Düsenquerschnitt. 

Die durch Gleichsetzen der Geschwindigkeiten in (48) und (49) sich erge- 
le klassische Beziehung für das Verhältnis der Drucke im Ofen und im 
ten Querschnitt: 


Bene en N fé - = 
ia NR = 1) v es té Po y (6 Pow eon 1)/ Pow ov | 


Po _ (x +1\#(x-1) 

eS so 
ste bei Ableitung aus den Gleichungen (48a) und (49a) genauer 
Po Spon t 1 "org *oT, — 1 \ 05000 (00 00% 1) 

[2 ( 2 or, "or! | son 


sen. 
Jie klassische Gleichung endlich für das Verhältnis von engstem Quer- 
itt /, zu Düsenmündungsquerschnitt /,,: 


ee oe ta 


ste genauer 


_ (2e) "From 00m (tes +1 % eR 1 a ace ae 
Po 2 %7, “oT, 1 


(51a) 


x / of 4 ‘lee #0 Tm er ODE k (Be) From on roman 
o —1 Zu 2 


x 
Pv, ev DT, Olen 0 


hrieben werden. 
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Summary 


The notion of an adiabatic exponent-as the ratio x of the specific heats a. 
constant pressure and at constant volume-which had been so productive in clas. 
sical gasdynamics, gets unfit for thermodynamic flow, if the suppositions of cor 
stant specific heats and of constant partial pressures can no longer be a he 
for the different gas components. 

In these cases, the heterogeneous origin of the different, only apparently uni 
form exponents, which occur in the flow equations, becomes evident and thei. 
numeric values begin to differ from each other. For dissociating gases, e.g., th 
adiabatic exponent is no longer identical with the ratio of specific heats. 

In the present paper, the influences of variable specific heats and partid 
pressures on the adiabatic exponent are taken separately into account. With new 
appropriately determined exponents o, generalized équations for isentropic flos 
are established, from which the classical formula can be derived as a limit case 


(Eingegangen: 8. Februar 1954.) 
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Zum Stromrauschen von Halbleitern 


Von WILLY BAUMGARTNER und Hans ULRICH THOMA, Zürich!) 


Verschiedene wichtige Ergebnisse der Rauschmessungen an Halbleitern habe 
bis jetzt noch keine Erklärung gefunden, die auf Ad-hoc-Mechanismen verzichte 
kann. So ist die Grösse des Rauschquadrates nicht verständlich, ebenfalls nich) 
seine Frequenzabhängigkeit (zum Beispiel f*!-Spektrum, das bis zu tiefen Fri 
quenzen läuft)?). Nimmt man an, dass speziell für letztere das Spektrum unkok 
reliert aufeinanderfolgender Einzelereignisse massgebend ist, so muss schon da 
Einzelereignis selbst eine grosse Ablaufdauer aufweisen. Die sonst plausible Gsi 
solfsche Theorie’) scheitert in dieser Hinsicht an der zu kurzen Dauer der freie # 
Bew dr eas der Elektronen und Löcher. 


) Abteilung für industrielle Forschung des Instituts für technische Physik der ETH. 
4 A. VAN DER ZIEL, Physica 16, 359 (1950). K. W. Borer, Ann. Phys., 6. Folge, 14, 87 (195% 
D. K. C. McDonatp, Rep. Prog. Phys. 12, 56 (1949). 
8) J. H. Gisorr, Physica 15, 825 (1949). 
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Es liegt nun nahe, den in der Theorie der Photohalbleiter und Phosphore wohi- 
ekannten Vorgang des Einfangens in Haftstellen zu berücksichtigen. Das Einzel- 
‚reignis hatte dann folgenden Verlauf: 

. Bildung eines Elektron-Loch-Paares (thermisch oder optisch). 

. Wandern des freien Elektrons (das Loch habe vorerst die Beweglichkeit 0) 
während einer gewissen Zeitdauer. 

. Das Elektron wird eingefangen. In diesem Zustand soll keine Rekombination 
mit Löchern stattfinden. 

. Reemission aus dem eingefangenen Zustand und Weiterwandern des Elektrons. 

. Vorgang 3 und 4 mehrfach wiederholt. 

. Rekombination des freien Elektrons mit einem Loch. 

Da die Verweilzeit im eingefangenen Zustand bekanntlich grosse Werte er- 
jeichen kann (> 1 s) so besitzt das oben beschriebene Einzelereignis die geforderte 
kıngfristige Dauer. 

Die Rechnung ergibt für den besonders interessierenden niederfrequenten 
nteil des Stromrauschens: 


4 N, ue? 1 5 


0? 
W = Se reed mn Ex, 
L? B+e 1+w2a?(1+ 0/8)? 


Dabei ist 


oo 


7 = Powerspektrum, das heisst 4 W df = 1?; 
ö 


«= Anzahl freier Elektronen im Parallelepiped mit Länge L cm; 

) = Kreisfrequenz; 

= Elementarladung; 

= Feldstarke; 

« = Beweglichkeit des Elektrons; 

— mittlere Lebensdauer des Elektrons in den Haftstellen a>ß, 0; 

— mittlere Lebensdauer des Elektrons im Leitungsband, falls keine Rekom- 
bination auftritt; 

— mittlere Lebensdauer des Elektrons im Leitungsband, falls kein Einfangen 
auftritt. 

Für die entsprechende Rauschziffer R ergibt sich 


PIEPER: des Ta ie mi. 2 
Ree Bo 1+? «a? (1+ 0/f)? 2 
it 
Bar We 
oF =40V-1, = 102cm2/Vs, E= 10? V/cm 


lgt 


R HUE 


wo=0~ 
‘ir erhalten also wohl die bis zu tiefen Frequenzen gehende Änderung des Rau- 
hens, aber nur mässig grosse Werte der Rauschziffer. Haben aber die Löcher 
ine Beweglichkeit y, + 0, ist also während der Haftdauer eines Elektrons 
ufend ein Stromtransport durch entsprechende (Ladungsneutralität!) Löcher 
öglich, so folgt als Rauschziffer: 


en“ B+e, 1 2 
x AVI ß PER a a W 
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was mit den oben angeführten Daten ergibt (4, = 10° cm?/Vs) 


R,_0— 41%, 


also sehr grosse Werte. 

Selbstverständlich kann eine Ladungsneutralisierung auch durch ein in dus | 
Nähe des Elektrons ebenfalls en Loch erfolgen, so dass dieser We» | 
nur als obere Schranke zu lesen ist. 

Auf die einleuchtenden Beziehungen mit Ankling- und Abklingzeiten dé | 
Photostromes in Photohalbleitern?) und der Phosphoreszenz von Luminophore 
sei hingewiesen. So besteht die Méglichkeit, durch Annahme einer kontinuierliche 
Haftstellenverteilung, wie sie GARLICK?) zur Deutung des Abklingens von ZnS- -Cà 
Phosphoren verwendet, eine Frequenzabhängigkeit oc] Fite ss 
zu erklären. 


Summary 1 


The wellknown trapping of electrons and holes seems to give an explanatié 
of the current noise in semiconductors. It is pointed out how especially th 
magnitude and low frequency dependence of the noise power can be understoon 
the possibility of a strong correlation between low frequency noise and phot 
conductive properties of semiconductors is emphasized. 


(Eingegangen: 10. Oktober 1954.) : 


Vibration of Isosceles Triangular Plates 


By Hucx L. Cox’) and BERTRAM Kern), Los Angeles, California | 


1. Introduction 


Frequently in the analysis of structures it is necessary to determine t 
lowest natural frequency of flexural vibration of a triangular plate. The approk},, 
mate solution presented in this paper is based essentially upon the method. 
collocation, i.e. for an assumed deflection function, which satisfies the bounde: 
conditions, the governing differential equation for the plate is satisfied at a fin | 
number of points. Comparisons are made for certain cases with other kno™, 
solutions, and the agreement appears to be satisfactory. 


2. Simply Supported Plates 


Let x and y be coordinates in the middle surface of the plate as shown in * Plex 
lower part of Figure 1. The static differential equation for a uniform plate si) 
jected to a uniformly distributed lateral load is 


DV? V2 w=4q, Th 


1) Über einen experimentellen Befund in diesem Sinne vgl. R. L. Petrirz, Proc. IRE 40, I 
(1952), speziell S. 1451. 

2) G. F. J. Garrick, Luminescent Materials (Clarendon Press, Oxford 1949), S. 33. 

3) Research Engineer, T. Y. Lin and Associates. 
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Figure 1 
Vibration Coefficients for Triangular Plates. 


vhere 
| D = plate stiffness; 

w — deflection of plate, positive downward; 
q lateral load per unit length squared. 


{the term q in the above equation is replaced by an equivalent inertia load when 
he plate is vibrating, there results 3 


I 


2 
DV?p?w = a w, (1) 


vhere 
© = natural frequency; 
g = gravitational acceleration. 


The boundary conditions are 


(2), = (0), 4 (amy 0: (2) 

d?w d?w 02w d?w 
een is = Da % rer a 
(os qe ot? Be sm OL? Nidhi 24 (3) 
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where # is the normal direction to the lines 


a 
4 = =E I DAS J 
and ¢ is the tangential direction of any line. Along a rectilinear edge the tern 
d?w/0t? is equal to zero. 


& 
The deflection function : ji 
N 2% 
w CARE - de EE | a3 Fa) cos À Pi . ee “ y a ( | 
where 
; IE RE VE EVEN LATE EVE = TV SIT 
= 25a 7A BG sin 25) in BE, = 2sin 2h 277 


x = generalized coefficient; À = odd integer 


satisfies equation (2) exactly and the condition 


nranpasurongaeubnlises er 


| d?w | a 
On? Jx= + (ay : 
from equation (3) at some point in the region h/2 < y < 3 h/4; the condition th 


d?w 
—_ =) 
| Oy? a 


is satisfied exactly only when x = 0. Selected points for collocation will be 
the line x = 0; therefore, no serious error should result from not satisfy 
completely the boundary conditions. The first term of the deflection functi 
given by equation (4) appears physically to have the shape that one might exp 
for a triangular plate vibrating in its fundamental mode. 

It will be necessary to differentiate the deflection function given in equati 
(4) and substitute the proper derivatives into equation (1). 

Let 


africains 


u 


Fly) =F, + mA + oF. 


kore en Bere 


Equation (4) may be written as 


ZU TT ET 
= Fly RZ: —. —., 
w (y) cos an D 
Derivatives of wat x = 0 are: 
(w),-9 = Fy), 
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7 d#w | gor ken: lé yee) hk? 72 tad OF (y) 
ed CRE Vc UE A Os = VE | 
21 
SR ac UN? GE 
2 ya (=) (y) 
The derivatives of F(y) are written as 
a TT my 2x y 
LÉO Ze + : 
1 h [cos i cos —, ir ] 
IE — (F) [sin 281) 7 sin | £ 
ae LATE TT y 2ıh 
F (5) [sin i 8 si = | : 
Z TT ZN 3 nr y y 
Ey = = |2 = res a - 
2 h [ cos —, N, z COS | ; 
RAT ELA te Pee as A OC EX 2 1 a y 
Fy = i) [ 4 sin 2 sin h 3 sin h | : | (12) 
NA us) 81 37) y 
= (5) [16 0 PET aR a ey | 
: & Ed, 2 uu uy 
Fy h E cos I — 2cos ae 3, | ‘ 
fe LA 2 J 3 UY ; 4 7 y 2za2y 
FP; (| 9 sin h + 8 sin h + 2 sin ik 


vith Dee LENG mk SC ey EY PEAY 
F; = (5) [s1 sin h — 128 sin h 8 sin à Je J 


f equations (12) are substituted into equations (7) through (11) and the resulting 
erivatives are substituted into equation (1), there results 


h 
Ao, + Ba Con = 0) am, 


Jum+Ea4+Fa= 0, Bee (13) 


Go+Ho+T o=0, are 
"here 
h\4 h\2 
En: (r N + x? + 22-004 90 (r 2) — 0101328, 


2 
394-7860 — 21-5740 (2 à j (14) 


h\4 h\2 
= —n? (r =) — 799-4416 — 179-9193 (x = sey Wicd OS 2TEE 
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— 
I 


\4 h\2 
2:34221 (4 =) + 44-41342 + 5-26442 (# =) — 0:07599 B, 


\4 2 
E = —2-34211 (2 2) — 81:42461 — 41-131 84 (4 *) + 0:07599 6B, 


h\2 
F = —592-1790 + 21-78418 (% —) 5 
DES (1: 
h\4 h\2 
7 0233332 (2 = + 85-93610 + 1-77300 (2 2) — 0:12230 ß, 
h\4 h\2 
HH = — 3-328 09 (4 = — 444-04924 — 60-454 76 (3 4 + 0°:17296 B, 
: 2 RG h\2 
I = 2-35332 {k nl + 644-247 98 + 123-31292 (2 4 — 0:12230 B | 
and where 
BA 
B ED (1: 
Values of £ for various ratios of h/a may be determined from the condition 
ARE CN] 
J 2 0, (16 
CH 


Figure 1 shows in graphical form, on semilog paper, the relationship between 
and h/a for a practical range of h/a values, y = ß!”. For the particular case of 
right isosceles triangle, from equation 16, y = 24-028. The second mode of vibre 
tion of a square plate corresponds to the fundamental mode of a right isoscel 
triangle. The exact answer for the second mode of a square plate is y = 24-6743 
Thus it is seen that the above solution is in error by 2-61 percent in the case of 
right isosceles plate. | 


3. Clamped Plates 


Consider the plate shown in the lower part of Figure 1. The boundary co: 
ditions are 


Ow Ow 
(2) y-4= Los = Oy i) eee =0. 1 
Che Ce Ce 


The deflection function 


w = (0, F, + oF) F,, (1 
where 
Fo sin sided NEWS u Se 
h h 
3 h x\2 TNT 
E = |1— |—. ns — + — 3 
3 | (-, *) | cos a. wae 


1) S. TIMOSHENKO, Vibration Problems in Engineering, 2nd edition (D. Van Nostrand © 
New York., 1937), p. 423. 
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atisfies the boundary conditions. It is necessary to differentiate equation (28) 
nd substitute the proper derivatives into equation (1). Let 


F(y) = a, R= ty Fy. (19) 

Jerivatives of w at x = 0 become 
(&),_0o = Fly). 
2 h\2 1 : Ra 

Ox? JE Zen (=) y? [ Eu 4 | 
CSA (h\t R222 FL 
Öx: hoe = F(y) 2 ) yt E 16 | “ (20) 
pu) _ OF (y) 
Oy? /z-0 =e Oye. À 
Er) Le 0*F(y) 
dy* /x-0 | Oyt 


ot | “| dF(y) 1 E al dF(y) + aa 
Ox? dy? x=0 | = 


- (oF a) 22} 


he derivatives of F(y) are written as 


| : % LS 2ay , aps 2 ] 
Dar a, ST HAN MATE z 
24 2° 2ayY TER 
, eS Di Es „2 we a FT J 
ee =4 ysın ñ he y= cos £ 2sm Se 
| 27 y x? 2x y at 2 x y 
br 2 9 ee x = S 
+ cos ñ 32 js 7 sim ñ 8 pa 20 I 
E _ 7. y 3x y +[-#s By, Sx =] 
: = y [cos i € ñ 2 „5 = = ‘ 
A & à (21) 
443 4 = A = av TE 
= - [-sin =, + 3sin A + |cos eos | 
y? x? ay 525] 
u (- "2h ) DT 9 cos ik à 
E- 6x ay, y = = Rial ge x] 
RE > Ty +] 


‘equations (21) are substituted into equations (20) and the resulting derivatives 
e substituted into equation (1), there results 


2h 
© Pu+tQ0u=0, aty= À: Rau+Sm=-0, aty=——, (22) 


L 
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where 


h\4 h\2 
P= 118433 (7) hk? T — 42-052 + 39-478 (=) W — 0-25000 £6, 


Q = 1736-350, 
h\4 h \2 | 
R = 49-965 (.) k2 T + 627-583 + 19-742 (.) W — 0-33333 ß, 
a 
h\4 h\? 
5 = —49:965 ( ) 52 T — 1130-014 — 93-761 (.) W + 0333338 | 
a 


and where 


q ANT 


er oe 2 4 1 = À 1 i 2 2 2 
= Wer 4 T = '12.0:20362% 
Values of £ for various ratios of h/a may be obtained from the condition } 
|? 2 
Or 
(PRESS, 


Figure 1 gives of y, where y = ß!!2, for practical ranges of the parameter h/a. 
the case of an equilateral triangle 


y = 72-41. (2 


In order to check the above value, the lowest natural frequency for an equ 
lateral triangular plate is determined by the finite difference method. An eq 
lateral triangular mesh is used1). The difference equations that result from writi 
equation (1) in difference form may be written matrically as 


(A-AI)W=0, (2 

where ! 
A = matrix of coefficients of 7? V2 terms; 
I = unit matrix; 

9q w? (s/n)* | 

PE ID) 
s = length of side of triangle; 
n = number of subdivision points along a side of the triangle. 


If one symmetric point is taken, n = 4, and the value of y is found to be 42:3); 
If eight symmetric points are taken, n = 10, and the value of y is found to L 4 
65.85. Interpelation for a better value gives 


CORP (4? 2 ’ 
Go) 107 Fr a 4 


There is about 3 percent difference between the above value and the value give’ 
by caus (24). The true answer should be between 72.41 and 70:34. 


Vi == 


1) V.P. Ir NSEN, Analyses of Skew Slabs, Eng. Exp. Sta. Bull. No. 332, University of Illinoyl 
p- 53 (1941). 
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It is seen that the solutions presented in Figure 1 appear to be quite reasonable 
nd the simple curve should enable the engineer to determine rapidly the lowest 
atural frequency for clamped or simply supported isosceles triangular plates. 


Zusammenfassung 


Es werden Näherungswerte für die tiefsten Eigenfrequenzen gleichseitig drei- 
ckiger Platten mit eingespannten und einfach gelagerten Rändern berechnet. 
ie Resultate sind für den praktischen Gebrauch graphisch dargestellt. 


Xeceived: June 22, 1954.) 


Durchgang von Explosionswellen durch unterkühlte Wolken 


Von RAYMUND SANGER!) und FRITZ SPRING?), Zürich 


Die Verfechter des Einsatzes gewöhnlicher mit einem Sprengkopf versehener 
aketen zur Bekämpfung der Hagelbildung schreiben deren hagelverhindernde 
Virkung zum Teil den vom Explosionsherd ausgehenden Schallwellen zu. Durch 
ie Erschütterung, die die unterkühlten Wassertrépfchen einer Wolke beim 
Jurchgang der Schallwelle erleiden, soll diese das Gefrieren der unterkühlten 
rôpfchen veranlassen und dadurch die Vereisung der Wolke erzwingen. Die 
atensitat einer von einer Explosion ausgehenden Explosionswelle nimmt aber, 
rerstärkt durch die auftretende Absorption, mit der Entfernung rasch ab, so dass 
ie Einleitung der Vereisung höchstens in der Nachbarschaft der Explosion allfällig 
twartet werden könnte. Nach den heutigen Kenntnissen ist aber die Vereisung 
iner unterkühlten Wolke in erster Linie durch Zahl und Art der vorhandenen 
ktiven Gefrierkerne bedingt, so dass die der Explosionswelle zugeschriebene Wir- 
ung nicht schlechthin verständlich wäre. Da schliesslich nur das Experiment 
atscheiden kann, wurden einige abklärende Testversuche durchgeführt. 

In einer ersten Gruppe von Versuchen, die im Schiesskanal der Werkzeug- 
ıaschinenfabrik Oerlikon Bührle & Co. ausgeführt worden sind, ist in einer 
Xühltruhe durch Einhauchen von Atemluft eine unterkühlte Wolke von — 15° er- 
eugt worden und hierauf Sprengkörper, bestehend aus einem Hexogon-Trotyl- 
emisch (85/15) mit nur gasförmigen Verbrennungsprodukten, im Abstand von 
m und erhöht gegenüber der Truhe zur Explosion gebracht worden. Bei allen 
rei Versuchen konnte man jeweils eine lebhafte Bewegung der Wolke beob- 
chten, die sich aber rasch beruhigte, doch waren nicht die geringsten Anzeichen 
iner Anreicherung der in einem Lichtstrahl gewöhnlich nur vereinzelt aufleuch- 
enden Eisteilchen wahrzunehmen. Erst nach 4-6 Minuten trat eine klar erkenn- 
are Zunahme der Eisteilchen ein; diese Erscheinung kann aber ihre Erklärung 
arın haben, dass die Abgrenzungen des Schiesskanals stark mit dem vom 
Nugelfang herrührenden Quarzsand verseucht sind. Durch die Explosionswelle 
‘ird aber mindestens zum Teil der Quarzstaub in Bewegung versetzt, und nach 
blauf einiger Minuten könnten tatsächlich Quarzteilchen bis zur Truhe gewan- 
ert sein, wobei zu bedenken ist, dass Quarzteilchen ähnlich wie Ag] schon bei 


1) ETH. 
2) Werkzeugmaschinenfabrik Oerlikon Bührle & Cie. 


Cae 
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verhältnismässig hoher Temperatur sich gefrierkeimfahig zeigen. Bei zwei weiteren 
Versuchen wurde dem Sprengsatz noch Silberjodid in Pulverform beigegeben | 
zunächst verhielt sich die unterkühlte Wolke wie bei den ersten Versuchen, doch 
trat nach etwa 10 Sekunden unversehens ein starkes Anwachsen der Anzahl den 
Eisteilchen in Erscheinung, ein Zeichen dafür, dass aktiv sich erweisende Ag] + 
Teilchen die Kühltruhe erreicht haben müssen. Die geschilderten en; 
sind in einem Film festgehalten worden. 

Da das dem Quarzstaub zugeschriebene nachträgliche Auftreten vereinzelte‘! 
Eisteilchen eine Unsicherheit in die Beweisführung der Untersuchung bringt 
sind in einer zweiten Gruppe die Versuche im Freien auf dem waldigen Vorge 
lände des Gaslaboratoriums der EMPA wiederholt worden. Die unterkiihlt » 
Wolke wurde zunächst gegen die infolge der allgemeinen Luftbewegung auftre 
tende Randturbulenz durch Überdecken der Kühltruhe mit einem dünnen Tuch 
geschützt. Sofort nach der Explosion ist jeweils dieses durch eine Glasplatte, die 
die Beobachtung erlaubte, ersetzt worden. Die Beobachtung allfälliger Eisteil 
chen erfolgte in einem Lichtstrahl unter etwa 45° Neigung zur Kühltruhenôffnunÿ 
und mindesrens während 10 Minuten. Die äussern Abmessungen der Truhe sine; 
30x35x95 cm (Höhe). Während der Messungen herrschte leichter Westwind be 
einer Lufttemperatur von etwa 15° C (11. August 1954). f 

Bei den ersten drei Versuchen erfolgte die Explosion in einem horizontalen 
Abstand von der Truhenmitte von rund 900 cm bzw. in einer Überhöhung gegem! 
über dem Truheneingang von etwa 330 cm; beim vierten Versuch von 280 cra! 
bzw. von etwa 390 cm. Die Temperatur der unterkühlten Wolke war beim erste?) 
zweiten, dritten bzw. vierten Versuch —18, —19, —14 bzw. —19°. Die zugehörige 
Angaben der Sprengkörper sind: 10 g Hexogen-Trotylgemisch; 10 g desselben. 
25 g eines üblichen Hagelraketensprengsatzes (26,3% Al, 73,7% KCIO,), bzw. 2° 
desselben. Trotzdem mindestens 10 Minuten beobachtet wurde, konnten keine Eibr 
teilchen über das gelegentliche Auftreten vereinzelter Partikel festgestellt werdeñi 
Die Messungen bestätigen damit die zu Anfang ausgesprochene Mutmassung, da 
die von einer Explosion des Sprengsatzes einer Rakete ausgehenden Schallwelle 
unterkühlte Wolken nicht zur Vereisung bringen, auch nicht in der Nachbarschal 
des Explosionsherdes. 


Summary l 


The passage of sound-waves through supercooled clouds was experimental 
examined; no influence on the supercooled water droplets could be detected. 


(Eingegangen: 15. November 1954.) 
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Grundlagen der Elektronenoptik. Von W. GLASER (Springer-Verlag, Wie 
1952), 699 S., 444 Abb., sFr. 124.-. 

Die Elektronenoptik ist ein junger Wissenszweig der Elektronenphysik, bi 
dessen Aufbau seit Anfang der dreissiger Jahre Prof. GLASER durch seine umfars| 
reichen theoretischen Arbeiten massgebend beteiligt war. So können wir dM 
heute vorliegende Werk Grundlagen der Elektronenoptik als eine Rekristallisatic? 
der seit über zwanzig Jahren geleisteten Arbeit betrachten. In der Tat konn! 
sich der Autor in der Darstellung seines Buches weitgehend auf eigene Origin # 
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arbeiten stiitzen. Wir treffen auch hier eine klare und scharfe Prazision der Be- 
4zriffe und eine konsequente Durchführung der Gedankengange. 

Das Buch zerfallt in drei Hauptabschnitte. Der erste Abschnitt, der die Hälfte 
{des Buches umfasst, beschäftigt sich mit den Abbildungsfeldern und der Gauss- 
schen Dioptrik. Ausgehend von den auf die Elektronen in elektrischen und magne- 
%tischen Feldern ausgeübten Kräften werden die Elektronenbahnen und ihre 
Eigenschaften behandelt, wobei von Anfang an der Anschluss an die Methoden 
der gewöhnlichen Lichtoptik über das Prinzip der kleinsten Wirkung gesucht 
wird. 

| Im zweiten Abschnitt des Buches wird der Boden der Gaußschen Dioptrik ver- 
4lassen und die Abbildungsgesetze dritter Ordnung, die Seidelsche Dioptrik be- 
handelt. Unter Heranziehung der Wirkungsfunktion (Eikonal) werden zuerst all- 
gemeine Integralausdrücke für die Bildfehlerkonstanten des rotationssymmetri- 
schen Feldes abgeleitet, um dann einzelne Bildfehler eingehend zu diskutieren. 
Anschliessend werden zwei Kapitel der Berechnung der Kaustik gewidmet. Die 
beiden letzten Kapitel dieses Abschnittes beschäftigen sich mit den Ablenkfeh- 
4lern und der Fokussierung der kreisförmigen Elektronenstrahlbündel. 

Im dritten Abschnitt widmet sich der Autor der Behandlung der Strom- 
lichteverteilung bei der elektronenoptischen Abbildung, insbesondere der Be- 
aandlung von Beugungs- und Interferenzerscheinungen, wozu manallein an Haı 
Adler wellenmechanischen Auffassung des Elektrons gelangt. Der Ausgangspunt 
qist die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung in einer verallgemeinerten 
Form, welche, mit dem Erhaltungssatz für Teilchenzahl kombiniert, sehr an- 
schaulich zu der Schrédinger-Gleichung fiihrt. Durch die Integration der Schré- 
linger-Gleichung fiir die paraxialen Strahlen wird die Méglichkeit einer objekt- 
ftreuen Abbildung auch wellenmechanisch nachgewiesen, um hierauf auch die 
4 Seidelsche Dioptrik wellenmechanisch zu begründen. Abschliessend folgt noch 
cine eingehende Behandlung des Auflösungsvermögens des Elektronenmikro- 
skops. = 
Es ist dem Autor glänzend gelungen, die Methoden der theoretischen Elek- 
tronenoptik ausführlich darzustellen, was in dem Vorwort als ein erstes Ziel des 
Buches angegeben wird. Der zweite vom Autor ersehnte Zweck, dem Techniker 
sin Nachschlagewerk für die Dimensionierungsfragen der Elektronenstrahlgeräte 
“u bieten, ist nach der Auffassung des Referenten mit geringerem Erfolg erfüllt. 

Für ein ernsthaftes Studium der theoretischen Elektronenoptik ist das Buch 
wärmstens zu empfehlen. E. B. Bas 


Elektromagnetische Strahlungsfelder. Von H. Zuurt (Springer-Verlag, 
Berlin 1953). 473 S., 170 Abb., DM 53.50. 

Dieses Buch behandelt vor allem die fiir die Nachrichtentechnik interessanten 
Fragen der Theorie der elektromagnetischen Wellenausbreitung. Es beginnt mit 
den Grundgleichungen der Elektrodynamik, führt über die Wellengleichung in 
verschiedenen Koordinatensystemen, optischen und energetischen Betrachtun- 
dzen zu einem eingehenden Studium der heute bekannten Antennenarten. Diese 
werden von der Theorie her dargestellt und berechnet, die Berechnung jedoch 
So weit getrieben, dass sie auch fiir die Bediirfnisse des Praktikers unmittelbar 
frutzbringend ist. Die letzten Kapitel sind der Erfassung von allgemeineren Aus- 
Jhreitungsbedingungen gewidmet (Erdkrümmung, Einfluss der Atmosphäre, Hin- 
fdernisse). Ein ausführliches Literaturverzeichnis ist bis 1952 nachgeführt. Für die 
jsonsequente Anwendung des Giorgischen Maßsystems dürften dem Verfasser 
speziell die Studierenden dankbar sein. 
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Das Buch hat vor allem den Vorzug, Antennen- und Ausbreitungsfragen de 
verschiedensten Frequenzbereiche einheitlich und theoretisch sauber zusammen 
zufassen und gleichzeitig eine weitgehende Einführung in die mit einzelnen Wel 
lenlängen verknüpften Spezialdisziplinen zu bieten. Dem wissenschaftlich inter 
essierten Hochfrequenzingenieur dürfte es bald unentbehrlich werden. T. Stut 


Tensor Analysis, Theory and Applications. By I. S. SOKOLNIKOFF (Johı 
Wiley & Sons, New York, 1951). 335 pp., 43 Abb.; $6.-. 

Dieser in der von I. S. SOKOLNIKOFF herausgegebenen Sammlung «Applie 
Mathematics Series» erschienene Band ist aus Vorlesungen hervorgegangen, di 
der Verfasser während mehrerer Jahre an drei verschiedenen amerikanische: 
Universitäten gehalten hat. Das Buch kann Studenten der angewandten Mathe 
matik, Physikern und Ingenieuren als Lehrbuch zur Einführung in die Theori 
und Anwendung der Tensoranalysis sehr empfohlen werden. Es zeichnet sicl 
durch eine geschickte und übersichtliche Darstellung aus; die Begriffe werde: 
sorgfältig eingeführt und die gewonnenen allgemeinen Ergebnisse auf einfache 
instruktive Beispiele angewandt. Jeder Abschnitt enthält Übungsaufgaben un« 
gelegentlich Literaturhinweise für ein eingehenderes Studium. Auch die Aus 
stattung des Buches ist vorzüglich. 

Das erste Kapitel enthält eine knappe Einführung in die lineare und quadra 
tische Algebra und Matrizenrechnung, während das zweite sich mit der Tensor 
algebra und der Tensoranalysis befasst (es wird die übliche Schreibweise und nich 
die Kern-Index-Methode verwendet) und bis zum Riemannschen Krümmungs 
tensor vordringt. Die vier folgenden Kapitel sind den Anwendungen gewidmet 
Zunächst wird ziemlich ausführlich die Flächentheorie (innere und äussere) in 
E, behandelt und, soweit erforderlich, die Riemannsche Geometrie im R,. Als 
dann folgt eine gute Darstellung der analytischen Mechanik, einschliesslich ein: 
ger Hinweise auf die Potentialtheorie. Im fünften Kapitel geht der Verfasse 
kurz auf die relativistische Mechanik ein und leitet hier die Schwarzschildsch 
(statische kugelsymmetrische) Lösung der Feldgleichungen ab, um die Perihe 
drehung einer Planetenbahn zu berechnen. Das letzte Kapitel vermittelt noc 
eine Idee von der Anwendung der Tensorrechnung in der Mechanik der Kor 
tinua. Es wird der nichtlineare Fall dargestellt und sodann der Übergang zu 
klassischen Elastizitatstheorie und Hydrodynamik vollzogen. E. Roth-Desmeule 


Die Laplace-Transformation und ihre Anwendung. Von P. FUNK 
H. SAGAN und F. Serıc (Deuticke, Wien, 1953), 106 S., 18 Fig.; sFr. 10.-. 

Es ist das Ziel der Verfasser gewesen, eine kurze Einführung in die Theor: 
und Anwendungen der Laplace-Transformation zu schreiben, die eine Mittelste 
lung einnehmen soll zwischen den für Mathematiker und den für Ingenieur 
geschriebenen Büchern. Diese vermittelnde Darstellung ist vorzüglich gelunge 
und sehr zu begrüssen, da einerseits die mathematischen Monographien der Le 
place-Transformation für den Techniker oft zu schwer lesbar sind und andere’ 
seits die mehr auf die Anwendungen zielenden Lehrbücher — häufig noch von de 
alten Heavisideschen Operatorenrechnung inspiriert — es oft an mathematische 
Strenge fehlen lassen. 

Hervorgehoben seien die mathematisch einwandfreie Darstellung des Uni 
kehrintegrals und der Asymptotik der Laplace-Transformierten sowie die knaÿ 
pen und das Wesentliche treffenden Einführungen in die Anwendungsgebie? 
(Elektrische Schwingungskreise, Wärmeleitung, Regelvorgänge, Stabilität). 

E. Stief 
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Mathematical Aspects of the Quantum Theory of Fields. By K. O. 
"RIEDRICHS (Interscience Publishers, Inc., New York, 1953). 272 pp., $5.00. 

Der Autor sagt in der Einleitung, dass dieses aus fünf Teilen bestehende, auf 
lorlesungen im Seminar über mathematische Physik an der New York University 
asierte Buch «in erster Linie an Mathematiker gerichtet sei, die mit den Grund- 
egriffen der Quantentheorie eines einzelnen Teilchens vertraut sind und die 
nen wollen, welche mathematischen Begriffe in den einfachsten Problemen der 
'eld-Quantentheorie verwendet sind.» 

Es ist klar, dass das selbst für einen theoretischen Physiker, der Spezialist in 
er Feldquantisierung ist, schwierig lesbare Buch nur auf einen sehr kleinen Kreis 
on Lesern rechnen kann. Obwohl das Buch nicht beansprucht, einen Fortschritt 
ı den grundsätzlichen Fragen der Feldquantisierung zu bringen, muss dem Autor 
ugestanden werden, dass es hinsichtlich mathematischer Strenge eine gewisse 
ücke in der bestehenden Literatur in nützlicher Weise ausfüllt. Dies gilt insbe- 
mdere hinsichtlich der konsequenten Vermeidung der Einführung eines Hohl- 
wmes von endlichem Volumen mit Hilfe einer direkteren Verwendung der be- 
annten Darstellung der Feldoperatoren von V. Fock. Ausser der üblichen «Teil- 
ıendarstellung» der Feldoperatoren werden noch andere mathematische Dar- 
ellungsmöglichkeiten für diese Operatoren angegeben, deren physikalische Be- 
sutung vielleicht noch zu prüfen wäre. 

Das Buch beschränkt sich auf den Fall linearer Feldgleichungen, wo noch 
ine wesentlichen Divergenzschwierigkeiten auftreten. Uber den kräftefreien 
all hinausgehend, werden hierbei insbesondere auch noch die Felder gegebener 
uellenverteilungen behandelt mit Berücksichtigung der Divergenzen der Stö- 
ıngstheorie bei kleinen Frequenzen («Ultrarotkatastrophe »). W. Pauli 


Physikalisches Wörterbuch. Von W. H. WeEsTtpHAL (Springer-Verlag, 
erlin 1952). 1628 S., 1595 Textfig.; DM 148.-. 

The book represents an encyclopedia in one volume covering the fundamen- 
ls of physics, together with related fields of mathematics, astrophysics, and 
igineering. It is a completely new work continuing the tradition of the Hand- 
örterbuch by BERLINER and SCHEEL, the last edition of which appeared some 
venty years ago. The book is mainly intended for physicists as a means of rapid 
formation on subjects outside their own special field. There is no doubt that the 
örterbuch will satisfy a definite need in this respect. 

The bulk of the material is arranged alphabetically in encyclopedic fashion. 
addition, a concise history of physics is given in an appendix, followed by a 
imber of tables of units and conversion factors, dimensional relations between 
e various electromagnetic systems, atomic weights, etc. A brief account of the 
ore important astronomical numbers is also included. Finally, a list of physicists 
given. It is obviously very difficult to select such a list and even within the 
ated selection rules there are inconsistencies, for example, WENTZEL and Wic- 
R are not included. Such a list of names and birth dates does not seem to be 
any use and could well have been omitted altogether. 

Any review of the large amount of material in the book, consisting of some 
‚000 headings, will obviously be weighted by the interests of the reviewer. In 
neral, the impression is very favorable indeed. The text is mostly clear and 
heise, the many illustrations excellent, and the information has been brought 
to the date of the printing (1952) with the help of a short addendum. Thus, 
ent work on V-particles, the use of Cherenkov radiation for counting purposes, 
» is included. Experimental techniques are well described and technical details 


| 
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often given. The ever increasing field of electronic measuring methods seems 
adequately covered. | 
It is clear that a book of this scope cannot be complete, and that certai| 
omissions and some shortcomings in special fields will have to be tolerated. Moy 
serious omissions noticed by the reviewer are the following: The grand can 
nical ensemble and its use in fluctuation theory is not mentioned. The centr | 
limit theorem of probability theory, the generalized harmonic analysis of WIENE 
et al. are missing, and the Dale information concepts of SZILARD a 
SHANNON are not sufficiently covered. The discussions on the ergodic hypothes 
on the H-theorem, and on determinism could be extended and deepened. D} 
heading ‘Thermodynamics’ does not do justice to the subject; to judge tl 
merits of kinetic theory, statistical mechanics, and phenomenological therm) 
dynamics in a general way is fruitless and very much time dependent. Compan 
with other sections dealing with hydrodynamics, the section on ‘Turbulen 
seems too brief and incomplete. Very little is included on non-linear vibration al 
especially a general concept such as limit cycles is missed. In some cases it is fe. 
that the presentation could be improved by a combination of several subject 
under a single heading: for example, the classification of differential equation 
into elliptic, parabolic, and hyperbolic types is not given in the section ‘Parts 
Differential Equations’, but separately. The concept of GREEN’s function appeei 
under the separate heading of ‘Sturm-Liouville Differential Equations’. - 
would seem more economical and direct to combine the contents of these separa) 
sections into an article on partial differential equations, with back referend 
under the more specialized sections; this has been done in other subject matte’ 
such as, for example, ‘ Ultrasonics’. HM 
Compared to the scope of the work this and similar criticism which can, 
raised appears, however, quite minor and unavoidable in a first edition. Papi 
printing, etc. conform with the known high standards of Springer. A wide disté 
bution, which the volume most certainly deserves, is probably only hampered « 3 
the necessarily high price. HSM Liepma 


) 


Leitfaden der a Von W. MEYER ZUR CAPELLEN (Spring, 
Verlag, Berlin, 1953), 178 S., sFr. 20.10. 

Im ersten Teil dieses Werkes werden die theoretischen Grundlagen der Nom 
graphie entwickelt, im zweiten sind sehr zahlreiche instruktive Beispiele und & 
wendungen zusammengefasst und zum Teil bildlich dargestellt. Diese für + 
Lehrmittel der praktischen Mathematik etwas eigenwillige Gliederung wird dus 
gelegentlich schon im theoretischen Teil eingestreute Beispiele aufgelockert. 
_ Es ist dem Verfasser gelungen, in knappen 92 Seiten einen recht umfassend 
Überblick über die in der Nomographie angewendeten Methoden zu geben, 
den die Bezeichnung «Leitfaden» beinahe zu bescheiden klingt. Eingehender © 
üblich werden auch Fragen der Genauigkeit erörtert. Dem Praktiker wird 
tabellarische Zusammenstellung zahlreicher Funktionstypen mit den zugehôriMf 
Nomogrammformen wertvoll sein. 

Zum vollen Verständnis des Werkes sind elementare Kenntnisse der Di) 
rentialrechnung, der analytischen und projektiven Geometrie notwendig. AM 
die gelegentlich knappe Darstellung setzt eine gewisse Vertrautheit mit mat 
matischen Gedankengängen voraus. Das neue Buch gehört deshalb in erster Li 
in die Hand des Akademikers technischer Richtung, der es als Einführung © 
als Ergänzung zu einer Vorlesung schätzen wird. E. V@ 
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iscrete Approximations to Elliptic Differential Equations’) 


By WoLFGANG Wasow, Los Angeles, California?) 


1. Introduction 


There exist many methods for the numerical solution by finite difference 
ethods of DIRICHLET'S problem for linear second-order elliptic differential 
uations. Most of these use square grids and finite difference operators involv- 
g four or eight neighboring points at each net point. But rectangular, trian- 
ilar, and hexagonal grids have also been employed |1], [2]?). In more than 
wo dimensions the number of grid systems that could be used, at least in 
cinciple, is even larger. The emphasis on simple geometric patterns is natural 
om a computational standpoint, but this simplicity is by necessity destroyed 
»ar the boundary C of the given domain B, unless B is a very special type of 
lyhedron. The various techniques proposed for interpolation near the boun- 
ary all amount to a modification of the regular grid in some manner that 
épends on the given domain [1], [2], [3], [4]. 

It is therefore desirable to develop the theory of such approximate solutions 
¢ DIRICHLET'S problem in a way that is sufficiently general to contain most 
casonable discrete schemes as special cases. The essential tool for such an 
ivestigation was developed by PETROWSKY in [5]. In fact, PETROWsKY’s 
pproach is so general it includes also certain approximation methods which 
bre not based on a fixed system of discrete points, such as statistical sampling 
Monte Carlo’) procedures using random walks that are not bound to the points 
f any grid. 

PETROWSKY showed that his ‘generalized Dirichlet problem’ possesses 

unique solution which approaches the solution of the ordinary Dirichlet 
roblem, but he was not interested in the size of the error involved. Whe shall 
all this error—which is the generalization of what is commonly called ‘trun- 
ation error’—the discretization error. 

The first purpose of this paper is to study the discretization error ina manner 
hat sheds some light on the comparative value of the various approximation 


1) The preparation of this paper was sponsored (in part) by the Office of Naval Research, U.S.N. 
2) Institute for Numerical Analysis U.C.L.A., National Bureau of Standards. 
%) Numbers in brackets refer to References, page 96. 
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schemes which have been proposed. This will be done by a generalization of - 
method first used by GERSCHGORIN [6] and later modified by CoLLATz [7]. ° 

In section 5, these results are applied to an investigation of RICHARDSON " 
scheme for the improvement of approximate solutions by means of a lines 
extrapolation from two results obtained with two different mesh lengths [& 
This method has proved its usefulness in numerous numerical applications [& | 
[9], [10], [11], but its validity in problems involving curved boundaries does né 
seem to have been investigated mathematically. It will be shown that, excey | 
for domains with very special boundaries, the benefit to be expected from q 
use of RICHARDSON’S idea in the numerical solution of DIRICHLET’S proble} | 
depends decisively on the interpolation formula employed near the boundary € 


2. The Integral Equation 


Soe nn St ad 


Let x, y, etc. denote points of n-dimensional Euclidean space E. Then à | 
discrete approximations to DIRICHLET’S problem considered in this paper a | 
special cases of the integral equation problem 


doi dE(y,2), x€B, | | 
| f(x) MC | | 


I and below the Stieltjes ne is formed with respect to the first hé | 


On F Fl y, 3 the followin’ fingarente| condition is imposed: | 
Condition I. F(x, y) is a cumulative distribution function in B, with resp 

to % It is Lebesgue integrable in x and y combined for x € B, y € B. 
The function /(x) is supposed to be bounded and Borel measurable. | 

This formulation is somewhat more special than that of PETROVSKY [X | 
who uses as kernels F(y, x) distribution functions over the whole space E. F | 
practical purposes this means that our theory does not include discrete approx | 
mation schemes to DIRICHLET'S problem which involve points outside of | | 
Also excluded are random walk (Monte Carlo) schemes in which the movi] 
point can jump into E — B. A more general formulation including these posi | 
bilities would introduce no serious new difficulties, but as it would make thi 
arguments somewhat involved, we shall limit the discussion to (2.1). 
The problem (2.1) contains as a special case all practically used fini | 
difference approximations to elliptic differential equations of the form 


1 n FR 
Lul=> 2 ara) eh er An > bi(x) = = (2. 


i,k=1 
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here x; (1 = 1, 2, ..., n) are the coordinates of x. If a term in « itself is present, 
Men the theory of this paper would have to be modified by dropping the 
ndition 


lac. Se 


the coefficient of # is nowhere positive, this modification would be quite 
sy. It is, of course, possible to approximate equation (2. 2) by finite difference 
-pressions whose coefficients vary in sign in such a way that condition I is not 
tisfied. But the convergence and stability of such approximations is doubtful, 
nd they do not seem to have been used in practice. To any equation of the 
pe (2. 2) a difference approximation satisfying condition I can be found. This 
sult is contained in [12]. 

It should be noted that in the formulation (2. 1), the solution U(x) is defined 
Qi all points x, even if the Stieltjes integral reduces to a sum of terms correspond- 
g to regularly spaced net points. For instance, if LAPLACE’s equation in two 
imensions is approximated by the simplest finite difference expression the 
irst equation in (2. 1) reads 


Kin, Untha tf Uk a)+, Ul mth | 

(2.3) 
ire U(%, 42 — h), | 
N 


here x,, x, are to be considered continuous variables. In other words, every 
Moint x = (x,, x) generates here a square net of which it is a net point. 

9 In [5] Perrovsky proved that problem (2. 1) possesses a unique bounded 
olution provided condition I and the hypothesis below are satisfied. 
Condition II. Let 


Rly, x) =F(y, 2), En(y,2)= | Fn-ily, )dF@ 2), m=2,3,..., 


B 


hen there exists a positive integer m and a positive number c <1, both independent 
f x, such that 


[alo Wee. eB (2.4) 
B 


lf F(y, x) is interpreted as the transition probability of a random walk, then 
{condition II means that a particle starting from x has a positive probability of 
fleaving B on the m-th step (cf. [13]). 


84 WOLFGANG Wasow 


In the study of the discretization error in the next section we shall n 
few results concerning the operator 


Liv] = fe ) dF(y, x) — v(x) . 


In writing x € B, etc., below, we always mean ‘for all x in B’. 
LEMMA 1. (Maximum Principle). If condition I 1s satisfied, then 


ste foe ) dF ly, x) -0(x) + 6>0, ~EB,CB, 


implies 
sup v(x) < sup v(x) . 


By B-B, 
Prooj. If the last inequality were not true we would have, for all x i 


v(x) < sup v(x x) [ dE (y, x) + sup v(x ) | aF( (y, the — Ô, 


a B, B-B Gp, 


which is a contradiction. 
LEMMA 2. Let F(y, x) satisfy condition I, and let K, be a constant such t 


[Clo] SK fore By Gib. 
If q(x) is a nonnegative function in B such that 


Æ[9] ho PE 
then 


sup |v(x)| < K, sup q(x x) + sup | v(x) ies 
185 B B-B, 


Proof. Let K > K,. From (2. 6) and (2. 7) it follows that 


£ltv-Krg]>K+—K,>0, 


and therefore, by Lemma 1, 


sup (+v— KŸ q) < sup (v — K*g)<sup|v|. 
P P 


By B-B, BE. 
Hence, 
sup |v| < sup |v| + K¥ supg, 
By Bb: B, 


and (2.8) is obtained from this by letting K* tend to K,. 
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LEMMA 3. If in addition to the assumptions of Lemma 2 the three conditions 


Pelolk= h6 46.8 = Bie (2.9) 
eh) =Oy, HEC (2510) 
[Ft neh lern (2.11) 
satisfied, then ; 
Kol ee sup g(x) + Ky) . (2.12) 


B 


Proof. The inequality (2. 9) implies that 


lv] </ |o(y) | dF, )+K,, xO B—B,. 


B 


vending on whether | v(x) | is larger in B, or in B — B,, application of (2. 10) 
(2. 11) to this inequality leads to 


sup |v(x)| < k sup |v(x)| + K, (2.13a) 
B-B, B; 

sup |v(x)| < À sup |v(x)| + Ky. (2.13b) 
BB: BeBe 


inequality (2. 8) and, on the other hand, (2.13a) or (2. 13b) constitute in 

1 case a pair of simultaneous inequalities for sup | v(x) | and sup |v(x)|, which 
B, BB, 

easily be solved. We omit these short calculations, which in each case lead 

requalities that imply (2. 12). 


3. Bounds for the Discretization Error 


Let # be the solution of the problem 


i & DEM < Ou > 
Her rai) HR, 0 pew € By | 
ik=1 0 j=l J 


me). eG | 


assumed that the domain B and the boundary function /(x) are such that 
problem possesses a unique solution. The difference 


w=U—4u4, (322) 
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where U is the solution of problem (2. 1), satisfies the integral equation p 
w(x) = | w(y) dF(y, x) + g(x), xE€B; w(x)=0, xEC, 
B 


g(x) = | u(y) dF(y, x) — u(x) . 


u 


B 


From lemmas 2 and 3 of the preceding section we know that the discret 
error w(x) is small, under suitable assumptions on F(y, x), provided 
small. Our problem is then to find functions F(y, x) which make (3. 4) 
In all applications F(y, x) is considered to belong to a family F(y, x 
kernels chosen in such a way that g(x) tends to zero as u > 0. 

It is quite easy to find functions F(y, x; «) such that g(x) is as smal 
please in any es closed subdomain B, of B. For instance, if Liu] =. 
may take as F(y, x; u) a kernel for which, in B,, 


[ v(y) dF(y, x: 1) 
ë 

is the mean value of v(x) on the #-dimensional sphere of radius u abot 
center. Since (x) is harmonic in B, the two terms in the right member c 
will then cancel for x € B,, provided x has been taken small enough [cf. 
4e)]. Hence g(x) = 0, for x€ B,. This example illustrates the fact tl 
main difficulty of our problem resides in a narrow strip near the bo 
C of B. 

Accordingly, we divide B into two disjoint subregions, B = B, + B 
that different properties of F(y, x; u) are required, depending on w 
x €B, or x € B,. The domain B, is bounded away from C. The assun 
which we introduce now are devised so as to apply at least to all those a 
proposed finite difference techniques which use interpolation rather than 


polation at the boundary. 
et 


p 
u(y) = Ply, x) + or | de (y; — sp u(x), x,YEB, 


be TAyLor’s expansion, to terms of degreee $ — 1, of u(y) about the p 
The function P(y, x) is a polynomial in y, (j = 1, 2, ..., 2), of degree p 
most, for all x € B. Also, 


The symbol x is to be treated as a variable in performing the indicated d 
tiations and then to be replaced by a certain point on the segment joi 
and x. 
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ondhtion III. (a) There exists an integer p > 2 such that for the solution u(x) 
roblem (3.1) the corresponding function P(y, x) defined in (3.5) satisfies the 
al equation 

Per) =} Ply, 4) (Pr; u) = 0, xeB,. 


B 


b) There exist constants M and «> 1 such that 
a JP —x,|) arm SM, xe By. 


ondition IV. For x € B, a statement similar to that in condition III is true 
the constants p, M, « replaced by q, N, B. Of q and B only the inequalities 
0, B> 0 are required. 

n practical applications the kernel F(y, x; u) is defined in such a way that 
preceding conditions are satisfied for all solutions of L{u] = 0 defined in B. 
n particular, L[u] = Aw the conditions are usually satisfied if P(y, x) is 
harmonic polynomial of degree p — 1 in the y; (j = 1, 2,..., n). 

"he next condition is regrettably restrictive, but it is essential for our 
10d, and has been used in all previous work along these lines ([1], [2], [6], 
. The condition can probably be relaxed, if entirely different methods are 
, but the necessary arguments might be rather difficult. [See, e.g., [14] for 
mewhat related problem.) 

ondhtion V. The p-th and the q-th derivatives of the solution u(x) of problem 
) are bounded in B. 

Jn the basis of these assumptions we immediately obtain bounds for the 
tion g(x) of (3. 4). Let A, be a bound for the numerical values of all 7-th 


ial derivatives of u(x) in B. Then (3. 4), (3. 5), and (3. 6) imply 
2] MAN BEER 


| (3.7) 
| YA, , xEB,. | 
( 


CIE 


n order to apply lemma 3 to the integral equation (3. 3) for the discretiza- 
error, we need two more assumptions. 
Condition VI. 

Le. foi) SEX re Be 


e k is independent of u. N 
ondition VII. There exists a function Q(x), nonnegative in B, such that 


LQ] Sm, eB. (3.8) 
may depend on u, but must be bounded as u > 0. 
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We shall not attempt here a general discussion of the existence and constr 
tion of such functions Q(x). If the conditions of PETROWSKY [5] are satisfie. 
which is the case in all applications known to the author, the existence of — 
nonnegative bounded function satisfying (3.8) with the equality sign ws 
proved in [15]. This function is the u-fold of the mean duration of a rands 
walk in B with transition probability F(y, x; u). If the operator 2 approxi | 
LAPLACE’S operator, as u — 0, then, as was proved in [15], this particular ch 
of Q(x) satisfies the inequality | 


jou] <a re) rfi Heim]. EN 


where V is the volume of B and m the dimension. The function £(y) tends 
zero with w. An explicit construction of a function Q(x) satisfying (3. 8) 
the other requirements of condition VII can be found in [1], provided 
belongs to a special but important class of difference operators in a square m» 
in two dimensions. If this operator approximates LAPLACE’s operator, then t# 
corresponding function Q(x) is numerically not greater than the square of 4 
radius of the circle circumscribed about B. This bound is larger than the L 
term of (3. 9), but it is valid for all u. See also [19]. 

We now apply lemma 3 to the discretization error w(x). Thanks to (3. 
(3. +), and (3. 7) and the conditions imposed, all hypotheses of this lemma 
satisfied. In particular, g(x) = u! Q(x). Hence we have proved 

THEOREM 1. If conditions I to VII are satisfied, the discretization error 
of the generalized Dirichlet problem (2.1) satisfies the inequality 


1 = à 
w(x)| SI Az * supQ(x) + N A, #)- 


B 


If no details are known about the relative sizes of M, N, A Rope A: | 
sensible, in most applications, to use functions F(y, x; u) for which a — 1 4 
There is not much point in using, as is sometimes proposed, a very accura 
approximation in B, unless it is matched by an equally accurate interpolatie 
scheme near the boundary. i 

The usefulness of theorem 1 is limited by the fact that u(x) is not know 
This drawback is shared by the work of GERSCHGORIN and of CoLLATZ of whik 
it is a natural extension. In spite of interesting results by ROSENBLOOM [1 
Wazse and Younce [17], [18], and oth-rs, no really practical appraisal in t 
of the data alone seems to exist, except for very special regions. 


4. Examples N 


It is not the purpose of this section to add to the approximation scher 
suggested in the literature. The examples below are all quite wellknown. 


| 
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are inserted here in order to illustrate the preceding theory, and also as a prepe- 

ration for section 5. In all of them » = 2, and I(x) = Au. 

(a) GERSCHGORIN [6]. Let B, consist of all points x such that the four points 

| 6 + À, x), (x. xs + À) are in B. For x £ B, we define Fly, x) by 

| U(y) &F(v, x) = - Un + & x) + U(x, — à, x) | 

: xc B, - (4.1 
+ Un. 22 + À) + U(x, x — A]. 


or x € B, = B — B, let S{x) be one of the points of C nearest to x and define 


| Uly) F(v. D =UË, xc Bi; 
5 
hen assumptions I to VII are satisfied, with 
u=ht, p=4 M, 2=2 g=1 N=1, B=4. &=0. 
e mequality of theorem 1 becomes 
w| = _ A, max Q(x) — 4,4- 
(@) Cozzarz [7]. The only change from GERSCHGORIN’S scheme concerns the 
finition of Fiy, x) in By. If x € B, then at least one of its four ‘ neighbors” 
%, + A, x), (x, X + A) hes in E — B. On the segment jomme one such point 
70 x let x! = x!(x) be a point of C having a distance 4, < à from x. If ths == 
t is extended by a distance À, = & beyond x a point x? à reached, which = 
ather the first intersection with C on this side or the nearest net point of the 
lattice, whichever comes first. Then F(v, x) is defined in B, by 
hale br. 


2 UC) 
oh | 


[ u Ft, » = x Be (4.2) 


B 
In other words, we use linear interpolation between x, x! and 2°, Here we have 


q=2, N=1, B=1, k=3. 


anand eae eon 
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four points x’ (j = 1, 2, 3, 4) with respective distances h; from x are obtaine 
Let the numbering be done counterclockwise. Then we define 


Ë d'est IN 1 U(x) 
J 06) 6, ) = (+ =) [ an | a 
% CB, (A 
À Le Tee las) U (xt) — 
halle + hs) halhz + hy) haha + M) | À 


and find 


= 3 3 
DS, N= 62 [sae Re |w 


< + AymaxQ(» + 2 4,18 
6 B 3 
(d) BickLEy [20], MIKELADZE [21], MILNE [2], etc. The “weights’ defini 
the step function F(y, x) in B, in the previous examples can be illustrated 
a self-explanatory manner, by the symbolic pattern 


ce 
Ney 


» 


| 
ö 


4 


(sometimes called a ‘stencil’). The stencil i 


h?, p=8, a=4, M = 0-000622. 


The definition of B, has to be changed now so that it contains only thos 
points of B for which all eight neighbors of the stencil above lie in B. The us 
of this complicated F(y, x) in B, is justified only, if it is coupled with a def? 
nition of F(y, x) in B, which contributes a similarly small error term. Suc 
definitions can be given in many ways, but they always involve considerabil 
numerical work (see [2], page 150) 
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(e) In B, let 
! T 1 € Tr 
/ U(y) dF(y, x; u) = San | U(s) ds, 
B Ky 


here K,, is a circle of radius y about x. This choice of the function F(y, x; 4) 
as mentioned in section 2. Here B, is to be defined as the subdomain of B 
aose points have distance greater then u from C. The first right-hand term 
(2. 21) can here be replaced by zero. But since any definition of F(y, x; u) 
B, which gives good accuracy near the boundary is necessarily complicated, 
ıe advantages of this kernel for Monte Carlo or other numerical procedures 
re probably illusory. 


5. L. F. Richardson’s Extrapolation Procedure 


Let U(x, u) be an approximate solution of a problem whose true solution 
) = U(x, 0). If U(x, u) is differentiable with respect to wat u = 0, ie., if 


U(x, u) = u(x) + u(x) u + o(u) , (Sai) 
hen a knowledge of two approximations 
U(x, fy), ‘0%, u,) with, pip = 0 py, OS O <1 (5.2) 
jan be used to construct the approximation 


U(z, oz Hy) = u(x) — o(u) , (5.3) 


which is an improvement, as far as the order of magnitude of the error is 
-oncerned. 

RICHARDSON, in [8], recommended this procedure for use in connection with 
the solution of differential equations by finite difference methods. It does, 
indeed, lead frequently to striking improvements of the numerical results (see 
8] and [11}). All these successful applications of the extrapolation are, however, 
concerned with problems in domains so simple that the problem of interpolation 
yf the boundary values does not occur. The domains in question are almost 
ilways intervals or rectangles. 

In order to understand the decisive role of the boundary in this problem let 
us analyze in detail two extremely simple illustrative examples. 

Example 1. Consider the technique described in section 4, example (a), in 
the one-dimensional case. Let B be the interval | «| < 1, and let the prescribed 
boundary values be f(1) = 1, /(—1) = —1. The differential equation problem 


wu" =0, |x|<1, u(—1)=—-1, „Del (5.4) 
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has the obvious solution u(x) = x. The corresponding finite difference proble 
is here 


Ue +h) 2 UGS do, MEME | | 
5 (5. 


Ur) =1,, l= hoe ei, Uni 1. 2a, | 


This formulation is the one used in our preceding general theory, but it‘ 
more complicated than is necessary in this simple example. The natural proc 
dure here is to consider, from the outset, only values of h, for which 1/h is q 
integer. In this case x could be limited to points of grids symmetric to tl 
origin and having net points at + 1. But let us assume, for purposes of illustr 
tion, that the grid chosen, although symmetric to x — 0, has a net point ¢ 
1— 6, with 0<6</h. Then the corresponding solution of (5. 5) has the vali 


LS = Uae Wis PORT N 
U(x) = U(x, h) = es xh + O(h?) 04 
at the points of this grid. 

Now apply the extrapolation technique to this solution, setting successive 
h=h andh=h, = 64d, with corresponding values 6 = 6,, 6 = dp. If h, ar: 
h, are chosen so that the same point x is a net point of both grids, formu’ 
(5. 6) is valid in either case, and we obtain 

Ulak) 0.00%, tah Re We 
1 = = —.K ee = hy ) x Ns SE O(A}) < 

Thus, the order of magnitude of the error is not changed by the extrapolatioy 
In fact, for many choices of h, and h, the error will even have been increased 

We mention, incidentally, that the explicit solution of problem (5. 5), fe 
all x and is i 


- 2 [1 ART —f1 = xfh] 
En eta er a 


where z) denotes the integral part of z. This expression can be used for a mon 
detailed study of the error term. 

In domains in more than one dimension with curved or irregular polygons 
boundaries some interpolation of the boundary values is unavoidable, and th 
preceding example forces us to the conclusion that there is no benefit in th 
extrapolation technique, if the treatment of the boundary is no better than in exampl 
(a) of section 4. ; 

The same statement can be made with regard to the improved boundary treatmen. 
in example (b), section 4. This cannot be illustrated by the example (5.4: 
since the discretization error is strictly zero in this case. Since two-dimensiona 
counter-examples would be too involved for explicit treatment, we choose agai- 
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one-dimensional problem, which, although it is no longer a special case of 
‘oblem (3. 1), illustrates well the situation that must be expected in general. 
e boundary difficulties are the same as those encountered with problem 
. 1) in more than one dimension. 

Example 2. We set, for abbreviation 


sinhl=a, coshl=b. 


gether with the continuous problem 


à à de Lei AR PEL re 
Hu =O, lei, xl) = u(—1) +. (5:7) 
consider the discrete problem 
U(x +h) + 5 U(x—h) —U(x)- À vey =0, |alsı-r, (6.82) 
ER ey (5.8b) 
+h 4 hth a 2 mt : 
ho UE h E re TP = 
eg Uet =p US ONU Sel th. 6.80) 


ere 1 — h, and h, — 1 are the right and left end points of the largest interval 
at can be fitted into |x| < 1 so that x as well as those end points are grid 
ints of a net of mesh length h. 

In analogy with example 1 we restrict ourselves to a special grid, symmetric 
the origin, with a net point at x = 1 — 6, 6<h. Because of the antisym- 
etry of the discrete problem and the symmetry of this grid, 


U(x) =—U(—») 
points x of the grid. All solution of (5. 8a)'with this property are of the form 
U(x) =—esinhp x, |x| 21-5, (5.9) 
lere 
h? 2 
coshph—1+-; 5 (3.10) 


e now determine the constant c in (5. 9) in such a way that (5. 8b) is satisfied 
"the grid points in 1 — h< x <1, i.e., for the one point 1 — 6. For reasons 
symmetry (5. 8c) is then automatically satisfied. With the notation 


Kan 


e value of c turns out to be 


c= * {(1+y) sinhp (1 — yh) —ysinhp[1 — (y +1) A]}-2. 6.1) 


a 


94 WOLFGANG Wasow A 
As (5. 10) implies 
= h? 4 
p=1— 5, +04), (5.1 


we find from (5. 11) and (5. 12), after a short calculation, 


yb 1 
24 4 + 2 


c=1+| y (14 ”)| h? + O(h4) . (5.1 
Insertion of (5. 12) and (5. 13) into (5. 9) followed by an expansion in pow 
of h? leads to 


U(x) = sinh x + [A (x) + B(x, h) | h? + O(h4) , 6.2 
where | 


A(x) = 4 (sinhx —coshx), Blx,h) = (2% + 5 + y)y) sinhx 
The first right-hand term in (5. 14) is, of course, the solution of problem (5. 
If x + 0, the quantity B(x, k) in the first error term is a discontinuous functi 
of h without limit as a — 0 because of the presence of the ‘sawtooth’ expressil 
y. It follows, ey as in example 1, that no improvement can be expect 
from RICHARDSON’S extrapolation. $ 

If the interpolation at the boundary is made more accurate than COLLAT! 
method used in the preceding example, an affirmative statement can be ma 
concerning RICHARDSON’S extrapolation scheme. | 

THEOREM. Let B be a two-dimensional bounded domain with boundary C, a 
let u(x), u,(x) be the solutions of the problem 


Au=0-in B, u=fonC, | | 
5 
1 tu du \ . (5.1 
Au, = 5 (a u=OonC, | 


respectively. Assume that u and u, possess bounded sixth and fourth derivativ 


respectively, in B. Denote by U(x) the solution of the finite difference probly 
(2. 1), with F(y, x) defined by (4. 1) in B, and by (4. 3) in B,. Then 


U(x) = u(x) + u(x) h® + w1(x, h) RB, 54 


where w,(x, h) is uniformly bounded in B, ash —0. 
Proof. Insertion of (5. 16) into (2. 1) leads to 


w,(x, h) = fat, h) dF(y, x) + G(x, h) (34 


B 
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ith 


B 


(ie, h) = h-* | [ u(y) dF (y, x) — ua) | 
(5.18) 


+h-} | 6) dF(y, x) — “6 =h-* Qu]+ 4-1 Ou]. 


B 


yith our choice of F(y, x) this becomes, for x € B,, 


G(x, h) = 


h ( a 


ji 
eee a, + 2 Au, + 0(h3) = 0(h3), xe By, (5.19) 


cause of (5. 15). 
For x € B, it follows from (4. 3) and Au = 0 that 


iel Un. ee Be 
'e also see directly from (4. 3) that 
Pal O69), ee Be 
isertion into (5. 18) produces 
CL == 0) ee CB (5.20) 


hanks to (5. 19) and (5. 20) and the properties of F(y, x) stated in section 4(c) 
€ function w(x, h) satisfies the assumptions of Lemma 3 in section 2, with 
‚and X, independent of h. It follows that w,(x, h) is indeed bounded as # + 0. 

The preceding proof shows also that the largest contribution to the third 
sht-hand term of (5. 16) — at least in order of magnitude with respect to h— 
iginates in the boundary strip B,. 

It is clear that the technique used in the proof of theorem 2 could be applied 
‘numerous problems: other differential equations and other discrete approxi- 
ation schemes could be treated; if u(x) has sufficiently many derivatives in 


and if F(y, x; u) depends sufficiently smoothly on u in By, the formula 
. 16) could be replaced by an expansion to more terms. The author doubts, 
ywever, the numerical usefulness of such investigations. 

Summarizing the meaning of theorem 2, we can state that the order of the 
ror term in the solution of DIRICHLET'S problem can be increased from 0(h?) 
 O(4%) by an extrapolation using two values of h, provided the boundary 
terpolation described in 4(c) is used. Since this interpolation formula is fairly 
mplicated, it is quite possible that one calculation using COLLATZ’s scheme 4(b) 
id a smaller value of A will yield the same accuracy with less labor. This 
iticism does not apply to applications of RICHARDSON’s extrapolation to 
oblems on line segment or rectangles. 
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An extension of the methods of this paper to boundary-value proble 
second and third kind would be of interest. Some of the results of BAT 


LET in [22] go in this direction. 
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Zusammenfassung 


Jer Fehler, welcher entsteht, wenn man das erste Randwertproblem für 
ire elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit endlichen Diffe- 
enmethoden löst, wird mittels einer Methode abgeschätzt, die so allgemein 
lass sie fast alle in der Praxis auftretenden Netze und Interpolationstechniken 
ekrümmten Rändern umfasst. Diese Abschätzung wird dann benützt, um 
von L. F. RICHARDSON empfohlene Methode zur Verbesserung der Nähe- 
slösung durch Extrapolation mathematisch zu analysieren. 
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On the Stability 
of the Equilibrium of a Linear Mechanical System 


By OENE BOTTEMA, Delft!) 


Ir 


n some papers H. ZIEGLER?) discussed the stability criteria for mechanical 
ms. In particular he drew attention to the fact that for non-conservative 
ms one has to be very careful with the application of other criteria than 
xinetic one. Moreover dealing with such systems he encountered some phe- 
ena which at first sight show a more or less paradox character. We mention 
mstance his discussion of a certain non-conservative system with two 
ees of freedom, for which the condition of stability changes in a disconti- 
is way when we pass from the case in which the friction is very small to 
where it is wholly neglected. In what follows we add some remarks 
1e problems in question. We consider the general linear dynamical system 
two degrees of freedom and discuss stability under the conditions just men- 
d, meeting 7. a. ZIEGLER’S result and answering the question when the 
discontinuity exists. Moreover we state another theorem in the same field, 
h shows that the collaboration of a non-conservative force (a circulatory 


Technische Hogeschool. 

H. ZıEGLER, Stabilitätsprobleme bei geraden Stäben und Wellen, ZAMP, 2, 265-289 (1951); 
tabilitätskriterien der Elastomechanik, Ingenieurarchiv 20, 49-56 (1952); Linear Elastic Sta- 
ZAMP, 4, 1-50 (1953). 
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force in ZIEGLER’S terminology) and a gyroscopic force is fatal for stabil 
an equilibrium however strong it seems is ruined by such a combinat 
however small the participants may be. At last we prove that the same theo: 
holds for a system with three degrees of freedom but for certain exceptions 


2. 


We consider a holonomic scleronomic linear system with two degrees 
freedom, the coordinates x and y of which are chosen in such a way (whic 
always possible) that the kinetic energy is 


Lee oF 
T= (4979. 


We confine ourselves to small displacements from the equilibrium configurat 
x — y= 0. Hence the Lagrange equations are as follows 


K+ ay X + Go Y + by x +d,y =0, | 


Ÿ + An X + Goo Y + by, % + Dog y = 0, | 


where a,, and b,; are constants. | a,,|| is the matrix of the forces depending 
the coordinates, ||6;; that of those depending on the velocities. If | a, ; 
symmetrical, there exists a potential energy function 


1 
V = (ar x? + 2 412 X Y + 0%?) 


if it iS antisymmetrical, the forces are circulatory. When the matrix || 8,5| 
symmetrical, we have a non-gyroscopic damping force, which is positive wl 
the dissipative function 


1 £ A : 
2 (Oy, 4°? + 2 bis % + by Y ©) 


is positive definite. If | b;;| is antisymmetrical the forces depending on 
velocities are purely gyroscopic. 

|a;;| and | b;;| can both be written uniquely as the sum of symmetrical < 
antisymmetrical parts: 


41. Me) lan a | jet p| 


| 11» 
| Any Ass a Gal, || —p 0 


where 


1 1 
an = ay = 2 (a2 + 4x), P= 2 (a12 — 4x) ; 
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here 
1 1 
by = bs = (O42 + Oy), w= 2 (O12 — by). 


e can simplify our equations by a suitable transformation 
X = X1 COSP — Y1SiINP, y= X1SiN + y, cosg, 


hich does not alter (1), leaves the type of equations (2) the same (only trans- 
rming the coefficients) and for which p and w are invariant; we can choose 
in such a way that either af, or b*, vanishes, reducing the potential energy 
the dissipation function to a sum of squares. 

We take the first of these possibilities and writing again x, y, dis, ... for 
, V1, 0, etc. we get the following set of equations of motion: 


X + An X + D y Æ bn x + (be + &w) ÿ =0, | 5 


V — PK + dos y+ (Oy, — ©) 4 + Deny = 0. | 


ie system has a potential energy function when p = 0, it is purely circulatory 
r dy, = ay, = 0, it is non-gyroscopic for = 0, and has no damping when 
= Dig = 09 = 0; if damping exists, we always suppose that it is positive. 


Sie 


In order to solve the equations (3) we put x = C, e*!, y = C,e*' and we 
tain the following equation for the frequencies A: 


A+ by A+ ay, (bi + ©) À + p 
| 0 (4) 
| (12 — ©) À — p A? + Dos À + 9 | 
Co At + ¢,A8 + €, À? + ce À + ci = 0, 
1ere 
Gy Ak, 
Cy = by, + bee, 
Cy = Ay + Goo + (dur die — die) + w?, (5) 


C3 — Ay Dan + A9 On + 2p, 
Ca = An Ang + P?. 


r the equilibrium to be stable all roots of (4) must have real parts which 
> = 0. For the latter condition it is necessary that c; = 0 (¢ = 1, 2, 3, 4). 
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If c, > 0, we have moreover the necessary and sufficient Routh-Hurwi| 
condition | 

N EU | 
| 
i 


C1 C3 


If c, = c, = 0 the equation has two pairs of opposite roots and the condi | 
reads | 


Ce ANG Car 


If, however, c, = 0, c; + 0, the sum of the roots is zero; it is therefore al | 
that they cannot have all a non-positive real part unless they are all pure) | 
imaginary, but that is impossible in view of c, + 0. 4 

That means: for c, = 0, c; + 0 the equilibrium is always unstable. (M | 
same holds of course for c, + 0, cz = 0). a 


We consider some special cases. ; 


M 
(i) Suppose that the field force is conservative (p — 0) and that there is i | 
damping (0), = by, = by. = 0). Then 


EET Eee nen, 


= 0, Co = dy + do + D, Sg=0, = aid 


ai 


so that we must make use of (7). If for © = 0 the equilibrium is stable (a,, > 1 
4g, > 0) it remains stable when gyroscopic forces are added. If it has où 
unstable degree of freedom (41, < 0, a > 0) it remains unstable under gym 
scopic forces, because cy < 0. If both degrees of freedom are unstable (a,, < i 
Ao, < 0), the system can always be stabilized by a gyroscopic force, the co 
dition being | w| > Vale PER 5 

All these results are special cases of wellknown theorems, concerning u 


stability of conservative systems with an arbitrary number of degrees | 


freedom). A 
(ii) If the field force is conservative (p = 0) and if there are no gyYrosCOpI 0 


forces (w = 0), then we have in the case of damping 
Cy= by tes Co = Ay, + Goo + (Dy, dee — di), C3 = Am Dag + Abi, Ca = ayy ay 


Hence c, + 0, cz + 0 and supposing a1, by + doo by, > O the inequality ( wr 
reads: 


(ayı Dep + Aye By1) (Dy, + po) (bir Begg — 5%) + Dis das (411 — a)” > 0. 
1) W. THomson and P. G. Tair, A Treatise on Natural Philosophy, Vol. I, Part I (Cambridis f 


1879), p. 370-415. — H. J. E. Bern, On the Stabilization of Instable Equilibrium by Means of Gyw 
scopic Forces, Phil. Mag. 49, 447-450 (1925). a 
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hat means that if the equilibrium is originally stable (a,, > 0, ax > 0), it 
mains stable when damping is present. If it is unstable, it cannot be stabilized 
the damping forces; for if 4,, < 0, dg, > 0, we have c, < 0, and if a,, < 0, 
bs — 0, we have c, < 0. 

(ti) If we have the same condition p = 0 as in (ii), but gyroscopic forces as 
ell (w + 0) the coefficients (5) do not change but for c, which increases. 

ence stability or unstability are not affected by the gyroscopic force. If the 
stem is originally stable (a,, > 0, Ay, > 0) the situation is not changed by 
roscopic and damping forces; if it is originally unstable, it may be stabilized 
7 a gyroscopic force as seen in (i), but if a damping force is added, however 
all it may be, the equilibrium is again unstable!). 

(iv) We now suppose that the field forces are non-conservative (p + 0). If 
amping is absent (b;; = 0), then 


4 
ond 


C= 0, Cg=Ayt+ a+ ow, Co=2PW, Cy = ay Ay + p?. 


le have seen above that for c, = 0, c, + 0 the equilibrium can never be stable. 
herefore: In a frictionless system there can be no stability if a non-conservative 
rce and a gyroscopic force (however small they may be) are acting together?). 

(v) Suppose that we have a non-conservative system (p + 0), with damping, 
ut without gyroscopic forces. Then: 


Cy = Dy + Dog, Co = yy + Gap + (bir der — dir), 
C3 = Ayı Dog + Age O41, Ca = Aux Goo + P?. 
ssuming that 4,, > 0, ax > 0 the condition for stability reads 


(411 22 + Gee O1) (O11 Yen — bie) (by, + bo) (011 + Doe)” 
Diy aig) 422 Pay Z pe Ma tube) ng 
( 11 22) | by, Dos ? by, Den ( ) 


‘Puppose now that the damping force decreases in a uniform way, that means 
ake bı = eb, bis = € diy, bog = € b,, where b',, bi,, 5, are constants and 
+> 0. Then for the inequality (8) we get 


(an — Gog)? > & with g, = (bia + We p?. (9) 


ut if there is no damping, we have to make use of condition (7), which gives 
(au — 4»)? > gu Where gy = 4 p?. (10) 


1) W. Tuomson and P. G. Tarr, L.c., p. 391: ‘Gyroscopic forces cannot convert instability 
ito stability if there is any dissipativity’. 

?) If w and p are both small, the real parts of the roots are + © p/(a,1 — dy) for a4, # gy, 
Had + p/(2 Vas) for 41] = 42 ; in all cases there are roots with a positive real part. 
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Obviously 


(bi — d22)? pa 
m ES) 
öl 80 a dos ? = 


That means that in all cases where b,, + ba, we have a discontinuity in o 
stability condition, such that the equilibrium may be stable if there is 1 
damping, but unstable if there is damping, however small it may be. 

This is the result which ZIEGLER found in a special case. | 

(vi) If the field is non-conservative and there is a gyroscopic force and 
damping force as well, we have the general case. It is to be expected that he 
stable and unstable systems exist depending on the values of the RARES 
This is confirmed by an example. Take 


An = 4» =A >0, Dy = de =b, bis —0. 
Then we have 


(=2b, G=2a+bt+o, c=2(ab+po), t=a%+ f?. 


Stability occurs when 


> 
Cg=ab+poa>0 and „> 60328 3291: 


C1 C3 
which taken together gives rise to the single condition 


ab?+pob—-p?2> 0. 


As we have seen above there is no stability for 6 = 0; for small values of 
there is no stability either, but if b is sufficiently large, the equilibrium is Stal 
The condition is 


2ab> — pw +Vp4{w?+4 a), 


which is remarkable in so far that it does not remain the same if we chan; 
one of the parameters p and w into — p or — w respectively. 
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In (iv) we stated that for a frictionless system of two degrees of freedom 1 
stability is possible when there is a circulatory force and a gyroscopic force # 
well. We now ask whether this theorem also holds for a system with thr: 
degrees of freedom. If we take the kinetic energy and the potential energy + 
the conservative force as a sum of squares, then, using analogous notations à 
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bove, we get the following frequency equation 


PP +bnl +a, (By. + Ws)A+ Ps (21g — @)A— pa 


(bo, — @3)4— ps À +5 + ay (dog + @1) A+ py =O. (11) 


(Ou + @2)A+ Po (Os — @)A— py A +334 + as 


Jere a, are the components of the conservative force, p;, w; and b;; denote the 
irculatory, the gyroscopic and the damping forces respectively. If the latter 
; absent the equation reads 


dy AS + d, ri + dg 23+ dd? + d;2+d;=0, 
‘here 


3 = 2 (Py @, + Pa Wy + Ps Ms), 


d 
d 
dy = a, + 49 + 43 + Où + Où + où, 
d 
dy — pt + py + pz + a2 43 + Ag ay + Gy Ay + Ay Wj + Ay W3 + A3 OS, 


ds = 2 (dy Py @y + Ay Pa Oo + Az Pa O3), 
dg = a1 Az 43 + A, Pi + Ay Pi + As fj. 


he sum of the roots is zero; therefore, if they all have non-positive real parts, 
nly purely imaginary roots exist. This implies 
d,42+d,=0 and A®+d,A41+d4,/?+4,=0, 
ence 
> — d, dd? + d3d,d;— d}d,=0, 


yhich is not an identity. Therefore the systems are in general not stable. There 
1ay be stable ones, but then the parameters must fulfil an equation (and not 
nly inequalities). It is not difficult to construct an example where stability 
; ascertained. Take 


neh Betr = 2) 4, = Ps = 250 hy = 74200502, 


hen 
ds 24, ds=0, d=116, d,—0, d—1#4 


nd the equation is 
(A? + 2) (42 + 4) (42 + 18) = 0, 


yhich has no roots with a positive real part. 
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Zusammenfassung 


Anschliessend an die Zieglerschen Arbeiten wird das allgemeine lineare « 
mische System mit zwei Freiheitsgraden in bezug auf seine Stabilität unters 
Es werden dabei nichtkonservative Feldkräfte, lineare Dämpfung und | 
skopische Kräfte in Betracht gezogen. Die Anwendung des dynamischen St 
tätskriteriums gibt einige Sätze, welche über die schon von THOMSON und 
herrührenden Resultate hinausgehen. Es zeigt sich, dass in einem nichtkons: 
tiven System ohne Dämpfung bei Anwesenheit gyroskopischer Kräfte das G] 
gewicht niemals stabil sein kann. Dieser Satz gilt für Systeme mit drei Freil 
graden nicht ohne Ausnahmen. Ein von ZIEGLER gefundenes Ergebnis, we 
eine Diskontinuität in der Stabilitätsbedingung auftreten kann, wird allge 
diskutiert. 


(Received: February 24, 1954.) 


An Electromagnetic Difference-Equation of Importanc 
in the Theory of Traveling-Wave Tubes 


By HEINRICH DERFLER, Zürich!) 


§ 1. Introduction 


It was shown [1, p. 23]?) that the currents and voltages on a chain of: 
tical three-terminal-pair junctions (Figure 1) are interconnected by the 1 
wing difference equation: 


Vin +1) —2ch l'V{n) + V(n —1) = Zsh T'I(n) | 
-W[In +1) — 2ch II (n) + I(n —1)]. | 


The parameters 7°, Z, W can be expressed in terms of the impedance y 
meters of these junctions. 

It will be shown in this paper that 
equation (1) holds even under more 
general conditions, including inter- 
actions over long distances such as 
they occur in traveling-wave-tube 
structures, provided the parameters 
I’, Z, W are suitably redefined. 


Figure 1 


Chain of three-terminal-pair junctions. 
1) Institut für Hochfrequenztechnik der ETH. Paper supported by a research fellows! 
the Battelle Memorial Institute. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 114. 
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§ 2. The Representation of the Traveling-Wave Interaction 
by an Integral Equation 
The motion of a cylindrical electron beam under small signal conditions 


ds, by the Maxwell-Lorentz-field theory, to the following integral-equation. 
1 Al 


H®(Z) — H®(Z) = H®(Z) , (2) 
ere | 
ZZ) tim [H,(Z, R; s*)— H,(Z, R;:0)] | 
R— A -0 
PRENONS ae ee er 4 (3) 
UE 2) LR cv), | 
0 si 
WZ) = lim H,(Z, R:0) | 
R>A-0 
1 p F2 E TA al Jh ) > ANT N! 7) (4) 
re Zac) ) ETAPE | 
el 
H®(Z) lim H,(Z, R; 0) 
R—A+0 
ich may be expressed in a way similiar to H“)(Z). 
Further 
E(Z) =. lim E,(Z,R) 
R— A +0 
ich is to be determined by equation (2). 
We introduce the condition of periodicity setting 
E(Z + L) = E(Z) exp (—7 6). (5) 


vill be supposed to be real except when otherwise stated. It follows from 
that: 


nL+L]2 +00 
; - +00 Rat } - a a : . £ 
2) = er x 2? / dZ’ E(Z) = ; eg exp 1 x(Z’ — Z) 
ee PAUE _6o 
> B +00 +L/2 Ve I ) 
: 4 £ z v S eh: + 
= AN / az E(Z' mL) | HO) expia(Z'+nL 2) 
23 63 
He +00 F4 
a +. | az’ EZ’) Bere (in) | = 
L/2 09 60 
x Ra PAZ Zinn) 
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If necessary we may assure the existence of the inner integral by the int: 
duction of small losses (J 8 < 0) which, in this case, remove the poles fre 
the axis of integration exactly in the sense required by the Sommerfeld rad 
tion condition [2, p. 196]. Consequently we can apply Porsson’s Theor 
3, p. 69] with the result: 


+L/2 a 

oz) = LB faz Et V1. Al) een i (zr gy) 2" 248 

HZ) = | dz’ E(Z') DT Rt ay Pi (2 = 2) 
—~Li2 n ne 


where 


This is exactly the expansion of H“ into spatial harmonics. The kernel 


Cu PAPA) > = = po expi(Z'— 7) 2” Sr 
has the following properties: 
(a) it is hermetic: BA LEO SF: WE | 
(b) it is periodic in 0: g(Z, Z';0 + 22) = g(Z, Z’; 6), | 
(c) g(Z, Z’; —0) = g*(Z, Z’; 6). | 


The same properties will be assumed to hold for the kernel resulting from t 
field outside the electron beam. For example it may be shown by Fouri 
analysis that 

(a) for a ring-loaded waveguide (Figure 2) 


Figure 2 


Ring-loaded waveguide. 


F(Z. Lee 0) = v 1 3 Alm) Yolım B) md: FAC B) Yılmd) 
h er Pn L Jon À) Yo(% B) me Jon B) YA) ( 
x exp 1(Z’ — Z) un | 
where 
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(b) for a disc-loaded waveguide (Figure 3) 


Disc-loaded waveguide. 


oo 


{ 4 { - # 
EL, 2:0) = I mA ele BY ee | 5 
x cosna (4 + =) cosna (4 + a | 
here : : 
m=p2 (2); one Van 0 


hereby the occuring cylinder functions have to be replaced by the correspond- 
ig modified Bessel functions if the arguments become imaginary. 

A similar transformation is now applied to H*(Z). Equation (5) leads to 
1e following Fourier representation: 


2 LI2 
E(Z) — lim 1 7 JEU" dz" Dee aft) ei 
= ap n=—N 
his is introduced into ne (3) yielding 
+1 
(e)/7 2 k 2na-+5 
(2) = ee jez Jim | E(z”) az’ ZS expla’ +Z-27) "+ 
-Lj2 
PR}: sae exp (—1 Z’) 
k=1 6 
+L/2 
yd AP EO | E(Z zg ) dz” Z" 2na+% 
RAA Erd exp A 
-L/2 n- 
ra , sing, Z’ 2nn c 
x | dZ = exp il 22 0 
Pr k 
0 


o justify the last step we have to impose the condition Re : 8 < 0. We can 
tus calculate the inner integral. 


[az aie expi (= ß 1) Z = 
TR k 


1 
e2— [((2m a+ 6)/L — 1)? ; 
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Hence we have the representation 


+L]2 
HZ) = +P az, 2°; 6) EZ) az 
-£2 
where 
of) 2 es expi( (Z’ — Z) (2 not 6) /L 
ie ae) ef — [(2nx + 6)/L — 1]? 


which again, by analytic continuation, is valid for real (and complex) val 
of 6. 
Setting 
g(Z, 2’; 8) = g(Z, 2’; 6) — g(Z, 2’; 0) 
and presuming that within an elementary cell, the boundary condition is 
BIZI = UNE 122 0 


our integral equation (2) becomes: 


| [g(Z, 20) - (2, 2'0)] EZ) 2210, 


§ 3. An Equivalent Variational Principle ([4] p. 79) 


Multiply (11) by E*(Z), integrate and divide by the square of the 
integral of the conjugate-complex electric field: 


+D/2 +DJ2 
If (eZ, 2’; 0) — gIZ, 2’; 6)] E*(Z) E(Z’) az az’ 
F(6) : —D/2 —Dj2_ = En =. — = où 


E*(Z) E(Z’) dZ az’ 


We calculate the changes in F(8) with small variations of E(Z) keep 
6 = const: 


OF (6) | fig(Z, 2; 6) — g\(Z, 2’; 6)] (8E*(Z) E(Z’) + E*(Z) 6E(Z’)) az az 
ni [Eız) az: TS TRE 
| [ig(Z, 2; 6) — g(Z, 2’; 6)] E*(Z) E(Z’) dZ az” 
[E(Z) az\4 ner: 
[[ ÖE*(Z) E(Z’) + E*(Z) dE(Z)) dZ az’ 


Ne - 
[Eız ) az 4 
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s the kernel are hermetic it follows: 


2 5 5 
Be Real / 6E* (Z) 4Z | [g(Z, Z'; 6) — ¢(Z, Z': ‘) dz’ 
(6) Jew aze ® | $E* (2) az | [g(Z, 2": 6) — g(Z, 2’; 6)]E(Z") az 


[E*(Z) az [(g(Z, Z’; 6) — g©(Z, Z’: 6)] E(Z’) az’ 
[EIZ) az 4 u 


x 2 Real | öE*(Z) dZ | E(Z’) az’ 


d by (11) 

| 6F(6) = 0. | (13) 
e can thus find a good approximation for F(8) if we take as E(Z) a function 
nich is close to the rigorous solution of (11). Such an estimation may be 


ovided by a suitable electrostatic problem. Hence E(Z) will be supposed to be 
real, known function. 


§ 4. Derivation of an Electromagnetic Difference-Equation 


By defining voltage and influenced current with [1, p. 18] 


= D/2 
“De Î HO(Z) E*(2) az 
v=-(%)/#(42)47, 1=-22a "5, 
De [ E*(Z) dz 
— D2 
follows from (12) 
BA FH —iG(@)— À =0 (14) 


ere the admittance function G(#) has been introduced as: 


-D® +Diz 
[ fe. Z': 0) E*(Z) E(Z’) dZ dZ’ 
2xPA 5 -Dp 
G(8) z „a y 2 RS DE = ° (15) 
if Î E*(Z) E(Z’) dZ dZ’ 
-Dj2 -0f2 
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By the argument following equation (13) G(#) may be supposed to be a kno 
function of §. It is easily proved by (7) that this function has the properties 


G(6) = G*(6); G(6+ 2a) = G(6) | 
and ( 
G(=6) = G(@) as E*(Z) = E(Z). | 


Although § was initially assumed to be real we may expand the range 
validity to complex values by analytic continuation. Thus G(6) will be cons 
ered as a simply periodic meromorph function with the simple period 2 
Because of the properties (16) G(@) is real for the following values 


=ax+iy: 
0=x, y=0; d=ma+iy, |m|=0,1,2,.... 


The zeros 6)” of G(6) are located along these lines. Let + 6, be the zeros 
G(@) within a period strip defined by — x < x < (see Figure 4) and let th 
be arranged in such a way that 


0 < Imag 6) S Imag 6, < Imag 6, <... 0S Ref, Sa 


then it follows from (16) that 


G(+.0%)=0; +060=6,+2n2; k,|n| =0,1,2.... ( 


O=x+iy -plane 


Figure 4 
The zeros of G(8) within a period-strip. 
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he zeros 0%" will now be supposed to be of the first order except when 6, 0,7. 
AUCHY’S method of decomposition into partial fractions (5, p. 118] gives then: 


~ +00 
> oe 1 N Res | 1 1 | 
G(0) G(0) A 0-04 G(0) nt. VO — (OE + 2m 7) 0, +2nx 
+ S' Res | | 
Es e= 0, (9) + Er 6 + (0, 2n x) 0, ann 
here 
1 1 9G (6) 
Res = — Rs —— =, RE 18) 
Sue. 60) 6-0, GE)  G’(O,) (8) 00 ( 
re the residues corresponding to the zeros + 0". 
The inner series may be easily summed up yielding 
1 1 cr 1 ona sin 6), 
G(0) — G(0) ue . G’(0,) [cote 2 cos en (19) 


his representation is valid if 
f| d | 
J | G(0) 0? 

ë 


+0, 


here C is a contour extending to infinity in such a way that no zero of G(0) 
comes a point of C (see Figure 4). 
Let 


Imag 0,_; <y, <Imag0,, n>N>0 
Dr SET, Bo Real 0, 7 —90y,) ee 01200 


en a suitable contour may be defined by 


0 Xo+nn+iy, — MSYSym: 
0 tim, NMI- HS Sutnz, 
0 H-Nnntiy, MEN 
0 X—1Yn, NA-HSASHUrNnN. 


ow if 
ea +iy)|>M#+0, -o<y<-+oo, 


IG(x+iy)|>M #0, -n<ax<+nm,n>N>0, (20) 


Yn = O(n) , 2 <d<2) n>N>0, 


142 HEINRICH DERFLER Zi 


it follows 
+n + Lo +7 
Z dé eA) fi dy 2 fi dx 
By < ee — = = es x 
/ G(8) 6? = M / (X + n x)? + y? + M #27 a2 
€ -’n -H-Nnn 
=; Va 4 tna 
< eS I — e.d 
M(x +22)? ' M AAA 


We may check the conditions (20) in special cases but it seems to be extreme 
difficult to transfer them into general conditions for the respective kert 
g(Z, Z'; 6). 

Equation (14) may finally be written 


oo 


LAS es wl I 0%. sind, | 7 7 
iG(6) :iG(o) > i G’(6,) [cote 2  cosô — cos, ES 


If the electron beam is absent we have J = 0 and we get non-trivial solutio 
I’ = 0 for infinite sets of eigen-values 


6= 07 = Mr 2nn. 
We shall fix our attention to one of these sets, say 
= . (an) ! 
k= 0: = +10 +2nx. 


Treating the influenced current as a small perturbation we have 6 ~ 6!" aı 
thus very nearly 


I I 


is | Hi 
iG(0) 7 G(0) i G’(6,) | 


LL bats! eG le tg 9: sin 6, = | 
à 1616) LE 2 ~ cos6, — cost, J ° 


4 sin 6 
sr Fer pe | | 


(2 


To compare this with equation (1) we introduce 
Vu) — Vexp(-nT), I(n)=Iexp(-nT) 
with the result 


v= [Ege = # 2 
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asequently we get: 
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CA Cr à (7 sin 6, 1 
2) +2 Gre, [cote(*) | cos Fe = a, | 


nce we have proved the validity of equation (1) under quite general condi- 
ns and found a way to calculate explicitely the important parameters 
Z, W. An example of this calculation will be given in a following paper. 
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List of Symbols 


beam radius 

normalized beam radius 
waveguide radius 

normalized waveguide radius 
velocity of light in free space 
slot width 

normalized slot width 


— —1,76 - 10117»? V! sec”? specific electronic charge 


Z, R) 
 (PulA)/ + (24/4)? 
Z, R; e) 


© lus 


= or/u, 


Uolc 


2/o 


> VI/8 


axial component of the electric field intensity 
amplitudes of partial plasma waves 

azimuthal component ofthe magnetic field intensity 
length of elementary cell = slot spacing 
normalized slot spacing 

zeros of the Bessel function J,(x) 

radial coordinate 

normalized radial coordinate 

disturbing impedance 

axial coordinate 

normalized axial coordinate 

coupling impedance 

normalized electron velocity 

transfer constant for cold waves 

transfer constant for influenced waves 
normalized plasma frequency of infinite beam 
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& = e/Yl + (p,/A)? normalized plasma frequencies of finite beam 

& > 10/36 a A sec V—! m! permittivity of free space 

Ss 120 Fa wave impedance of free space 

8 phase shift per elementary cell 

x axial separation parameter 

My = +2- 107-7 V sec 4-1 m! permeability of free space 

y = VB? — x: radial separation parameter 

Oo space-charge density 

o angular frequency 

Q = Yle/m) 00/€0 plasma frequency of infinite beam 
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Zusammenfassung 


Auf Grund der Sechspoltheorie der elektrischen Nachrichtentechnik wurde 
anderer Stelle (1, S. 23] eine elektromagnetische Differenzengleichung zwe 
Ordnung abgeleitet. Dieses auf formalem Wege gewonnene Resultat ist fiir 
Theorie der Traveling-Wave-Tubes von Bedeutung. Mit Hilfe der Maxw 
Lorentzschen Theorie wird nun gezeigt, dass die genannte Differenzengleich! 
unter viel allgemeineren Bedingungen zu Recht besteht. Der gleiche Weg fü 
zu einer Methode, die auftretenden Parameter explizite zu berechnen. 
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Gibt es eine statistische Mechanik der Sternsysteme? 


Von RUDOLF KURTH, Bern!) 


§ 1 


In der Literatur über Probleme der Stellardynamik finden sich vielfache 
srufungen auf die statistische Mechanik. Fasst man sie alle zusammen, so 
heint etwa die folgende Vorstellung von der Entwicklung eines Sternsystems 
rbreitet zu sein: 

« Das System sei als mechanisch abgeschlossene Gesamtheit von sehr vielen, 
wa  gravitierenden Massenpunkten gedacht. Befindet es sich im statistischen 
leichgewicht, so bleibt es darin, abgesehen von zufälligen kleinen Schwan- 
ingen. Befindet es sich nicht darin, so nimmt dem zweiten Hauptsatze der 
1ermodynamik entsprechend seine Entropie im Laufe der Zeit mit grösster 
ahrscheinlichkeit zu, es strebt das statistische Gleichgewicht an und erreicht 

nach einer Zeitdauer von der Grössenordnung der Relaxationszeit. Es 
sitzt dann eine Boltzmannsche Energie-, insbesondere also eine Maxwellsche 
eschwindigkeitsverteilung. Ferner stellt sich Gleichverteilung der Energie ein. 

Ein kugelsymmetrisches System sollte dann wie eine isotherme Gaskugel auf- 
baut sein, und zwar mit überall unendlich kleiner Dichte; denn andernfalls 
isste es eine unendliche Gesamtmasse besitzen. Den Prozess der Ausdehnung 
nn man sich konkret als ein Entweichen der Sterne hoher Geschwindigkeit aus 
m noch in Entwicklung befindlichen System vorstellen. Auflösungsgeschwin- 
zkeit und -zeit lassen sich an Hand der Maxwellschen Verteilung berechnen. 

Rotierende Systeme nehmen schliesslich eine konstante Winkelgeschwin- 
zkeit an. Im Milchstrassensystem ist weder dieser Zustand starrer Rotation 
ch der der Gleichgewichtsverteilung erreicht; hieraus kann man sein Alter 
schätzen. » 

Die Richtigkeit dieser soeben skizzierten Meinung soll im folgenden ge- 
üft werden. 


82 
Statistik kann man nur treiben, wenn sich ein dem Problem angemessener 
ahrscheinlichkeitsbegriff erklären lässt. Für das betrachtete mechanische 
stem von n Massenpunkten ist die Wahrscheinlichkeit als eine Mengenfunk- 
n anzusetzen, die für die (messbaren) Teilmengen des (6 #)-dimensionalen 
asenraumes J" definiert ist und gewissen einschränkenden Bedingungen 


1) Astronomisches Institut der Universität Bern. 
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unterliegt {S]1!). Mit der Existenz einer solchen Wahrscheinlichkeit ist 

wesentlichen) die einer Wahrscheinlichkeitsdichte von folgenden Eigenscha 

logisch gleichwertig: 

1. Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist eine im Phasenraum J” erklärte Pu 

funktion. 

. Sie ist nichtnegativ. 

3. Sie ist normiert, das heisst, ihre Integration über den ganzen Phasenr 
ergibt den Wert eins. 

4. Sie ist ein (im allgemeinen zeitunabhängiges) Integral der Bewegungs, 
chungen. 

Der letzte Punkt ist im wesentlichen eine unmittelbare Folge aus 
Liouvilleschen Satze. Ein System muss nämlich für alle Punkte seiner B: 
kurve im Phasenraum /'dieselbe (infinitesimale) Wahrscheinlichkeit besitz 
andernfalls würde der mathematische Begriff« Wahrscheinlichkeit » allen B 
auf den allgemeinen Begriff verlieren. Nun bleibt nach jenem Satze der In 
eines Volumelements längs der Bahnkurven konstant. Also muss dasselbe 2 
für den Quotienten als Wahrscheinlichkeit und Inhalt gelten, das heisst für 
Wahrscheinlichkeitsdichte. 

Wir können also sagen: Eine statistische Mechanik für eine bestim: 
durch die Bewegungsgleichungen gekennzeichnete Art von mechanischen 
stemen ist dann und nur dann möglich,wenn sich ein nichtnegatives norn 
bares erstes Integral dieser Bewegungsgleichungen angeben lässt. Dieses Inte 
kann dann als Wahrscheinlichkeitsdichte gewählt werden. 

Hierbei haben wir den Fall betrachtet, dass für den ganzen Phasenr: 
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung definiert werden soll. Statt dessen k 
man sich auch darauf beschränken, Wahrscheinlichkeiten überhaupt nur 
einer in /" gelegenen «invarianten Hyperfläche» & zu erklären; es soll als 
dadurch definiert sein, dass ein oder einige erste Integrale der Bewegungs; 
chungen auf X konstant sind. 

Inhaltlich liefert dieser neue Wahrscheinlichkeitsansatz nichts prinzi 
Neues. Auch für ihn bleibt die obige Bedingung im wesentlichen gültig. In 
praktisch wichtigen Fällen reduziert sie diese auf die Bedingung, dass Xe 
positiven endlichen Flächeninhalt besitzt. 


§ 3 


Im Anschluss an MAXWELL entwarf HECKMANN [5] eine statistische Me 
nik gravitierender Massenpunktsysteme folgendermassen: Auf einer Hy 
fläche X, die durch die Konstanz der bekannten elementaren Integrale erk 
ist, wählte er als (Flächen-) Wahrscheinlichkeitsdichte die entsprechende 
allgemeinerung der bekannten mikrokanonischen Verteilung. Dass die 1 


‘) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf Seite 125 
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erungsbedingung erfiillt ist, setzte der Autor stillschweigend voraus. Das 
loch trifft wegen der besonderen Form des Newtonschen Potentials sicherlich 
ht zu — wie wenigstens für den Fall x = 3 bereits Poincaré gezeigt hat [9]. 
Hier tritt also die grundlegende Schwierigkeit und, wie es scheint, Unmög- 
ıkeit einer statistischen Mechanik der Sternsysteme zu Tage: Es gelingt 
ht, ein nichtnegatives normierbares erstes Integral der Bewegungsgleichun- 
ı anzugeben. Das Gravitationspotent al steigt bei wachsender Entfernung 
langsam an, die Gravitationskräfte sind zu «weich», so dass die Flächen Z 
h ins Unendliche erstrecken und unendlichen Inhalt besitzen. 


$ 4 


CHANDRASEKHAR und VON NEUMANN versuchten den folgenden Entwurf 
er statistischen Mechanik der Sternsysteme. 

Sie betrachteten » Massenpunkte innerhalb einer Kugel K des realen 
umes KR, die den Radius R besitzt. Die Ortsvektoren der Massenpunkte 
en t;, ihre Impulse seien p; (¢ = 1, 2,..., ). Alle Massen werden als gleich 
zenommen. Für die Wahrscheinlichkeitsdichte 7;(r;, p;) des i-ten Massen- 
ıktes setzen die Autoren willkürlich 


1 13 _ ppt c 
—— . +, wenn tr; € K 
4R3/3 ze VE 
T(t; Pi) = (44) 


lo, wenn r,€ MR: — K, 


const > 0; und ferner für die Wahrscheinlichkeitsdichte T in I’: 
T= ] Ir»): (4. 2) 
i=1 


rmit bestimmen sie die Verteilungsfunktion und « mittlere Lebensdauer » der 
ivitationskraft. An geeigneter Stelle wird dabei der Grenzübergang 


no, Ro mit — 70) 


N 
4 x R3/3 
lzogen. 
Jedoch: T ist für kein endliches n ein Integral der Bewegungsgleichungen, 
System ändert von Augenblick zu Augenblick seine (infinitesimale) Wahr- 


einlichkeit. lim T ist zwar ein Integral, ist nämlich Null, ist aber gewiss 
ht normierbar und daher als Wahrscheinlichkeitsdichte ebenfalls unbrauch- 


85 


Wenn auch der soeben erörterte Wahrscheinlichkeitsansatz nicht als zu- 
ig erscheinen kann, so sei es doch erlaubt, ihn in ganz einfacher Weise aus- 
yerten und das Problem so noch von einer andern Seite zu beleuchten. 
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Die Autoren fragten nach der Verteilungsfunktion der Gravitationsk 
(je Einheitsmasse), die die 7 Massenpunkte in irgendeinem festen Raumpı 
rt, erzeugen. Man kann nun eine « Statistik des Gravitationsfeldes in /’» c 
jede Rechnung aufstellen, wenn man statt der Kraft das Potential 


v=-)J'v, ea Re ( 
a” ft Ta 6] 

auf die Einheitsmasse untersucht. (G bedeute die Gravitationskonstante 
die Masse des 7-ten Partikels.) 

Für die Wahrscheinlichkeitsdichte im Phasenraum I” nehmen wir wieder 
Produktausdruck (4. 2) als gültig an, lassen aber den speziellen Ansatz (: 
fallen, indem 7;(r;, p;) nun irgendeine « vernünftige» Wahrscheinlichkeitsdi 
bedeuten soll. Die Einzelpotentiale V; können dann als unabhängige statistis 
Variablen angesehen werden. Nach dem Grenzwertsatz der Wahrscheinlichk 
rechnung besitzt (unter geeigneten Voraussetzungen über die r,) das Gesa 
potential V eine annähernd Gaußsche Verteilung: 


o(V) = —— 
wobei das Streuungsquadrat 
(V — V)? =o? 
gesetzt ist. Querstriche bezeichnen Erwartungswerte. Diese beziehen sich 
nächst auf die Verteilungsfunktion von V ; zum Beispiel: 


F =fr œ(V) av, | 
a h 
rn? -/w — V)? (V) av. | 
Jedoch gilt offensichtlich für des ere Hr): 
f= ima w(V) av 


= | AV Go; tu tal) Tri, tas PI 
G 


Durch die Schreibweise haben wir angedeutet, dass V in der oberen Zeile 


unabhängige Veränderliche, in der unteren Zeile als Funktion der Vektc 
Yo, T,, ---, T„ anzusehen ist. 


VI, 1955 Gibt es eine statistische Mechanik der Sternsysteme ? 119 


Erklären wir noch die Wahrscheinlichkeitsdichten z, und U durch 


u;(t;) = T,(t;, Pi) dpi, 


(pi) 
: + à (5. 5) 
rt) = | AR: / ed Ne NC u): 
(5) (Pn) =; 
erhalten wir aus (5. 4): 
re / = Pere) URS LNH. OS des 
(G) (tn) 
ner: 
4=1 
=>) fe med ae, 
eye 
(V—V)? -| (V;— ra) 
Fe | (5. 6) 
= DV; VW? +3 (m - Va (Vi — Vi) 
4=1 =] 
= 3 (V;—V,)? 
1=1 


= 
fe} 
° 
| | 
Be le 
CES 


Wir nehmen jetzt alle Massen m, = m an. Dann erhalten wir erstens: 
V=ny,, 


(V—V)?=n(V,—V,)?, 


s heisst: Die relative Streuung der Werte V um den Erwartungswert V(t,) 
O(1Vn), wird also bei hinreichend grosser Partikelzahl beliebig klein; das 
tential V ist für die verschiedenen Konfigurationen (r,,12,...,t,) nahezu 
nstant und nahezu gleich dem Erwartungswerte V(t,). 

Und zweitens: n m ist die Gesamtmasse des Systems. Das Produkt 


ek) = nm u(r) 
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kann als seine Massendichte im realen Raum RS gedeutet werden — das he: 
Ist B irgendein Bereich des RS, so ist 


/ ok) dr 
B 


der Erwartungswert für die in B enthaltene Masse. Für diese Massendic 
gilt nun nach (5. 6): 


> 


y wen 
V(t.) =—G | Fer dr 
Se 


der Erwartungswert des Potentials ist also so zu berechnen, als ob die Masse 
Systems über den realen Raum mit der Dichte o(r) stetig ausgebreitet w: 

Eine geringe Modifikation des Gedankenganges ergibt ein ähnliches Resu 
für das Potential, das je » — 1 Massenpunkte auf den jeweils #-ten ausüt 
Das heisst also: Das « geglättete» Potential des ganzen Systems sollte über | 
von irgendeinem Einzelstern herrührende Potential immer stark überwieg 
Insbesondere dürfte es keine « Doppelsterne» geben. Die Theorie mündet in 
gewöhnliche Stellardynamik ein. | 

In den wirklichen Sternsystemen gibt es nun aber Doppelsterne, und zı 
relativ recht häufig. Das wird im Rahmen jenes Ansatzes dann so gedeutet, d 
wegen des geringen Alters zum Beispiel des Milchstrassensystems die Dopg 
sterne noch nicht genügend Zeit gehabt hätten, sich aufzulösen [21- 

Überhaupt erscheint die Existenz von Doppelsternen mit der Unmögli 
keit einer statistischen Mechanik aufs innigste verknüpft: 

Doppelsterne scheint es (bei irgendeinem Gesetz der wechselseitigen Anz 
hung) dann und nur dann geben zu können, wenn das Anziehungspoten! 
zwischen je zwei Massenpunkten eine nach unten unbeschränkte Funktion ih 
Abstandes ist. Dann wird nämlich bei genügender Annäherung zweier Steı 
das gegenseitige Potential absolut viel grösser als das Potential, das die übrig 
Partikel auf sie ausüben. 

Sind umgekehrt die wechselseitigen Potentiale nach unten beschränkt, 
können sie als nichtnegativ mit dem Minimum Null angenommen werden. ] 
hinreichend grosser Partikelzahl n überwiegt dann aber das geglättete Gesan 
potential das gegenseitige Potential der beiden Massenpunkte so stark, di 
diese im Laufe der Zeit wohl sicherlich getrennt werden. 

In diesem Falle lässt sich mittels des Energieintegrals gewiss eine Wal 
scheinlichkeitsdichte im Phasenraum I konstruieren. 

Sind die Potentiale nach unten nicht beschränkt, so erstrecken die Fläch 
konstanter Energie sich bis ins Unendliche, und die Definition einer Wal 
scheinlichkeitsdichte wird höchstens in Ausnahmefällen möglich sein. — 
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Zu unserer Untersuchung des Wahrscheinlichkeitsansatzes (4. 2) sei noch 
gemerkt: Es ist nicht ohne weiteres méglich, in ihr das Potential durch eine 
raftkomponente zu ersetzen. Der Integralausdruck für das Streuungsquadrat 
irde nämlich divergieren, wie man aus (5. 6) ohne Mühe abliest, indem man 
n entsprechenden Ausdruck fiir den Potentialgradienten bildet. 


§ 6 


Wir wissen, eine Wahrscheinlichkeitsvertei ung lässt sich im Phasenraume 
sicherlich nicht definieren. Nehmen wir an, es ware doch möglich. Was 
irde daraus folgen ? 

Der Boltzmannsche Verteilungssatz könnte dennoch nicht gelten. Denn fiir 
1 ist die Voraussetzung wesentlich, dass die Wechselwirkungsenergie gegen 
übrige mechanische Energie vernachlässigbar klein ist. Das trifft für Stern- 
teme nun gerade nicht zu: Ihre gesamte potentielle Energie ist Wechsel- 
"kungsenergie. 

Damit wird auch die Konstruktion der isothermen Gaskugel als eines Mo- 
les für die Sternsysteme hinfällig — sie beruht wesentlich auf dem Boltz- 
nnschen Satze. 

Dagegen bliebe die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung gültig. Zwar 
sie eine spezielle Boltzmannverteilung, jedoch bleibt sie von dem obigen 
wand unberührt, weil es für die kinetische Energie keine Wechselwirkungs- 
der gibt. 

Auch der Gleichverteilungssatz würde für die kinetische Energie daher be- 
henbleiben. 

Dass er im Milchstrassensystem nicht erfüllt zu sein scheint, darf nach dem 
iheren aber nicht als Grundlage für irgendwelche Schlüsse über das « Alter » 
Systems benutzt werden. Im übrigen hätten wir bei solcher Anwendung 
haupt erst noch zu klären, in welcher Weise statistische Aussagen am kon- 
ten System interpretiert werden können [7] [8]. 

Die Rechnungen über die « Auflösung» oder « Verdampfung» etwa eines 
gelsternhaufens [1] würden durchaus bedenklich erscheinen: Das Max- 
Ische Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung gilt nur approximativ [7] [8]. 
jenen Rechnungen wird es nun aber gerade in Geschwindigkeitsbereichen 
utzt, in denen eine genügende Annäherung nicht verbürgt werden kann. 
Wie sich übrigens aus einem fundamentalen Satz der allgemeinen Mechanik 
| E. Hopr [6] folgern lässt, kann die Auflösung eines Sternsystems «von 
st», das heisst ohne die Mitwirkung äusserer Kräfte, nur ein ganz seltener 
snahmefall sein — und nicht die Regel, wie man nach jenen Rechnungen an- 
men müsste. (Damit der Hopfsche Satz anwendbar wird, muss durch pas- 
de Abänderung des Gravitationsgesetzes für sehr kleine Entfernungen r die 
gularität des Potentials für 7 = 0 beseitigt werden.) 
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Schliesslich: Die Berufung auf den zweiten Hauptsatz wäre in der in 
wiedergegebenen Weise nicht statthaft. Jedoch könnte das Gibbsche H-Tt 
rem angewandt werden. Da die genauere Erörterung dieses Punktes einen a 
breiten Raum einnehmen würde, verzichten wir hier auf sie und verwei 
auf [8]. 


§ 7 


Schliesslich werde der Begriff der Relaxationszeit T noch etwas eingehen 
behandelt. Er wird zum Beispiel so definiert: Während eines Zeitintervalls : 
der Länge 7 erreicht der mittlere Umsatz eines Sterns an kinetischer Ene: 
deren Mittelwert — oder ähnlich. Gemeinsam ist allen Erklärungen: Ge 
Ende dieses Intervalls haben die Begegnungen eines Sterns mit anderen Ein 
sternen im Mittel einen merklichen Einfluss auf seine Bewegung gewonnen 
dass nun nicht mehr damit gerechnet werden kann, dass das in der Stellardy 
mik übliche Modell einer im sechsdimensionalen Phasenraum u strömen 
Flüssigkeit brauchbar bleibt. 

Es wird behauptet bzw. als selbstverständlich angenommen: Innerh 
eines Zeitintervalls von der Länge 7 stellt sich das « statistische Gleichgewic 
her, sofern es vorher nicht bestand. Mit statistischem Gleichgewicht ist « 
Boltzmannsche bzw. eine Maxwellsche Verteilung‘ gemeint. 

Unsere vorangehenden kritischen Erörterungen haben jedoch wohl 1 
reichend dargetan: Diese Behauptung könnte bezüglich der Maxwellsc 
Geschwindigkeitsverteilung nur dann als begründet, ja überhaupt als sinn‘ 
angesehen werden, wenn im Phasenraum J" sich eine vernünftige Wahrsch 
lichkeitsdichte angeben lässt. Und das allgemeine Boltzmannsche Verteilur 
gesetz würde auf keinen Fall gelten. 

Die übliche Berechnungsart dieser Relaxationszeit benutzt die (sich 
eigentlich ausschliessenden) Grundvorstellungen von Partikel und Kontinu 
zugleich, setzt gleichförmige Dichte und Maxwellsche Geschwindigkeitsver 
lung voraus und berücksichtigt nur die Begegnungen je zweier Sterne — 
ganzen ein recht zweifelhafter Ansatz (abgesehen von dem obigen Kardi 
einwand). CHANDRASERHARS Rechnung für kugelsymmetrische Systeme 
zeitigt das paradoxe Ergebnis: Je mehr Sterne innerhalb einer Kugel : 
festem Radius, um so grösser T — um so kleiner also der Einfluss der Beg 
nungen. Das entspricht ganz den Folgerungen, die in $5 aus der Stati: 
(4. 1), (4.2) gezogen wurden. 

Mittels jener Statistik versuchten CHANDRASEKHAR und VON NEUMANN, | 
Mehrfachbegegnungen Rechnung zu tragen. Den grundsätzlichen Beden! 
von §4 und $5 fügen wir einen empirischen Hinweis von FRICKE hinzu 
Demnach liefern entsprechende und entsprechend hergeleitete Formeln für 
Relaxationszeiten in Elektronenplasmen Werte, die um Faktoren bis zu 
gegenüber den gemessenen zu gross sind. 
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Als Kern der Erklärung in $7 für die Relaxationszeit T heben wir heraus: 
gen Ende eines Zeitintervalls von der Länge T haben die wechselseitigen 
gegnungen der Sterne auf ihre Bewegungen einen solchen Einfluss gewonnen, 
ss das stellardynamische Kontinuummodell mit seinem geglätteten Potential 
nerhin nicht mehr als eine zureichende Näherungskonstruktion angesehen 
rden kann. 

Wir geben eine einfache Abschätzung von T. Sie ist zwar hypothetisch, er- 
eint aber doch wohl als hinlänglich begründet: 

Das Kontinuummodell wird durch die folgenden Grundgleichungen be- 


rieben : 
of, x Bl A 
ot TA 0x, ° du; dz,) — ? 


0 = [[ [ iu, x, t) du, du, dit, (8.1) 
3 2 
er — 47 Go 
= 0x,? 
erbei bedeuten: 
die Zeit, 
(¢ = 1, 2, 3) rechtwinklige kartesische Koordinaten im gewöhnlichen 
Raum 3, 


die zugeordneten linearen Geschwindigkeitskomponenten, 

den Vektor (x,, x, x3), 

den Vektor (u,, Us, Us), 
,t) die Massendichte des Systems im 3, 
, x,t) seine Massendichte im sechsdimensionalen (u, x)-Raum, 
x,t) das vom System erzeugte Gravitationspotential auf die Einheitsmasse. 
Wir fiihren nun dimensionslose Variable ein; sie seien durch ~ gekenn- 
chnet : 

rx, u,=x*VGori;,, t= 


: : ar” 
Hu, %, t) rs 23GVGe* fü, x, 8), 

@ (x,t) = 0*6 (£,8), 

V(x, t) = x*? G 0* V(z, à). 
x* und p* bedeuten dimensionsbehaftete Konstante; x* eine für das jewei- 
: Modell charakteristische Länge (Durchmesser, Radius oder dergleichen), o* 
= charakteristische Dichte, etwa die mittlere. 
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Führt man nun in die Grundgleichungen (8. 1) die dimensionslosen Ve 
derlichen ein, so ergeben sich für diese ganz entsprechende Gleichungen 


G = 1. Zu jeder dimensionslosen Lösung f gehört also eine zweiparamet 
Schar dimensionsbehafteter Lösungen f. 
Der dimensionslosen Zeitdauer 1 entspricht die « Zeitskala » ¢* des Syste 


1 #7 1,510? 


VGe* Ver 


t* 


[Jahre], 


wenn die Dichte in Sonnenmassen je Kubikparsek gemessen wird. 
Wenn wir nun sagen, das zeitliche Verhalten eines Sternsystems lasse : 
überhaupt durch das Kontinuummodell beschreiben, so kann das doch 


bedeuten: / bzw. f ist eine brauchbare Annäherung für ein Zeitintervall miı 
stens von der dimensionslosen Grössenordnung 1. Denn andernfalls würd 
die Anwendbarkeit des Modells unmittelbar nach dem Zeitnullpunkt aufhö 

Das heisst: Ist für ein Sternsystem das Kontinuummodell überhaupt 
wendbar, so ist die « Relaxationszeit» mindestens von der Grössenordn 
seiner charakteristischen Zeitskala. In Zeichen: 


Das ist exakt, weil ja fast eine Tautologie. Es bleiben jedoch noch z 
Punkte zu klären: 

Erstens: Unter welchen Bedingungen ist denn die Anwendung jenes Moc 
zulässig? Uns erscheint die Vermutung plausibel: für alle Anfangszustä 
des Massenpunktsystems, die sich mit hinreichender Annäherung durch « 
kontinuierliche Anfangs-« Verteilung » /(w, x, 0) darstellen lassen. 

Und zweitens: Wir haben für den Parameter die mittlere (Anfangs-) Dic 
gewählt. Man könnte doch statt dessen auch zum Beispiel die maximale | 
fangsdichte oder das 102°-fache oder auch das 10-2°-fache dieses Wertes r 
men. Wie ist die Auszeichnung der mittleren Dichte zu begründen ? 


Man führe in die Bewegungsgleichungen, die zur ersten Gleichung (8 
gehören: 


0 Free) 
3] dy, dy, dys 

die dimensionslosen Veränderlichen ein. Die dimensionslosen Beschleunigun, 

werden dann (dem Betrage nach) durchschnittlich in der Grössenordnun 

liegen, wenn 9* die mittlere Dichte bedeutet — ausser in ganz künstlichen A 

nahmefällen. Das rechtfertigt die besondere Wahl für o*. — Die theoretische 
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ung an mechanischen Modellen bestätigt die Richtigkeit dieser Überlegung 
hl ausnahmslos. 


Beschluss 


Auf die in der Überschrift gestellte Frage haben wir mit einem klaren Nein 
antworten: Bis jetzt existiert eine statistische Mechanik der Sternsysteme 
ht, und es ist auch nicht abzusehen, wie sie möglich sein könnte. 

Der Grund hierfür liegt im Charakter der Gravitation: Sie ist nicht stark 
Lug, das System auf jeden Fall zusammenzuhalten. Eine statistische Mechanik 
- Gase ist nur möglich, weil das Gas zum Beispiel in einem Gefäss einge- 
lossen ist oder durch die Schwerkraft der Erde am Entweichen verhindert 
d. Man kann sagen: Für die statistische Mechanik ist das Gefäss ein wesent- 
ver Teil des Gases, und dieses Gefäss fehlt bei Sternsystemen. 

Es ist dies im Grunde dieselbe Schwierigkeit, die uns in der Himmelsmecha- 
bei der Aufstellung von Stabilitätskriterien begegnet: Die Flächen kon- 
nter Energie und alle andern aus ihnen abgeleiteten « Hillschen Grenz- 
shen » erstrecken sich ins Unendliche. 
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Summary 


It is shown that, on account of the “‘softness’’ of the force of gravitation, 
istical mechanics cannot be applied to star systems, and that therefore all 
ılts basing upon it have no fundament. 


gegangen: 15. März 1954.) 
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Die Erregung reiner Eigenschwingungen von 
Flugzeugflügeln‘) 
Eine Anwendung der Theorie der Integralgleichungen 


Von ERNST SCHULTZE, Altenrhein?) 


1. Einleitung 


In der Flugzeugindustrie ist es üblich, nach Fertigstellung eines neuen F 
zeugtyps vor der Flugerprobung den sogenannten Standschwingungsvers 
durchzuführen. Dabei werden mit elektrodynamischen Erregern sinusför 
variierende Kräfte an einigen Stellen des Flugzeuges, insbesondere am Fli 
und am Leitwerk, angebracht. Der Zweck des Standschwingungsversuches 
die Ermittlung der Eigenfrequenzen und Eigenschwingungsformen von Fli 
und Leitwerk, deren Kenntnis dann für die Berechnung der kritischen Flat 
geschwindigkeit wichtig ist. | 

Die Bestimmung der Eigenfrequenzen ist relativ einfach: Man variiert 
Frequenz der erregenden Kräfte so lange, bis eine Resonanz (Amplitudenm: 
mum) eintritt. Schwieriger ist es, die zu dieser Eigenfrequenz gehörige Eig 
schwingungsform (Amplitudenverteilung am Flügel bzw. Leitwerk) zu best 
men, besonders, wenn eine zweite Eigenfrequenz in der Nähe liegt. Denn obw 
das Flugzeug mit nur einer Eigenfrequenz erregt wird, wird die Amplituden: 
teilung ausser der zu dieser Eigenfrequenz gehörigen Eigenschwingungsfc 
auch Anteile der andern Eigenschwingungsformen enthalten. 

Es entstehen deshalb die Forderungen 
1. nach einem Kriterium, ob in einem gegebenen Falle eine reine Eigenschw 
gungsform vorliegt oder nicht; 
nach einer Methode zur Elimination möglichst vieler unerwünschter Eig 
schwingungsformen, das heisst zur Herstellung einer möglichst reinen Eig 
schwingungsform. 

Es wird in dieser Arbeit gezeigt, dass 1. eine reine Eigenschwingungsfo 
dann und nur dann vorliegt, wenn alle Punkte mit derselben Phase schwing 
und 2. um so mehr unerwünschte Eigenschwingungen eliminiert werden könn 
je grösser die Zahl der Erreger ist, wobei die Elimination durch Verändern 


15 


1) Diese Arbeit, von der bereits ein Auszug im Journal of the Aeronautical Sciences, Au; 
1954, erschienen ist, wurde im Anschluss an Untersuchungen geschrieben, die der Autor in 
Flugzeugwerken Altenrhein gemacht hat. 


2) Flug- und Fahrzeugwerke AG. 
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raftamplituden der Erreger vorgenommen werden kann und zum Teil auch 
rch Verschieben der Angriffspunkte der Erreger. 

Die Ergebnisse dieser Arbeit sind physikalisch sehr anschaulich und ver- 
ıtlich gerade deshalb dem Praktiker zum Teil schon bekannt. Es herrschen 
er sehr oft verschwommene Begriffe auf diesem Gebiet, was daher kommen 
ig, dass offenbar noch nirgends in der ohnehin spärlichen Literatur über den 
andschwingungsversuch die grundlegenden Zusammenhänge klar dargestellt 
den sind. Insbesondere ist die eigentlich naheliegende Anwendung der 
eorie der linearen Integralgleichungen auf den Standschwingungsversuch 
ensichtlich neu. Es wird jedoch kaum möglich sein, ohne die Theorie der 
tegralgleichungen eine auch nur annähernd so einfache und übersichtliche 
rleitung der wesentlichen Gesetze zu geben. 

Der Flugzeugflügel sowie die Leitwerkflächen können idealisiert werden als 
eidimensionale ebene Flächen, die eine eigene Steifigkeit und eine Massen- 
rteilung besitzen und die längs eines Stückes ihres Randes (am Rumpf) ein- 
spannt sind. Sie fallen also unter den in der mathematischen Physik üblichen 
griff «Platte». Eigenschwingungen von Platten sind zwar in der mathema- 
chen Physik schon oft behandelt worden [1]t), jedoch nicht unter den für den 
andschwingungsversuch geltenden Gesichtspunkten, welche oben erwähnt 
irden. 

Ausserdem lässt sich mit nur unwesentlichem Mehraufwand eine Art von 
iterialdampfung berücksichtigen, die - im Gegensatz zu der sonst bekannten 
schwindigkeitsproportionalen Dämpfung — proportional zur Amplitude und 
Phase mit der Geschwindigkeit ist. Eine solche Dampfung ist dann vorhan- 
n, wenn das Material im Spannungs-Dehnungs-Diagramm eine ellipsenför- 
ge Hysteresiskurve besitzt [2] [3]. Die Beriicksichtigung dieser Material- 
mpfung ist besonders einfach, wenn man für die harmonische Zeitabhängig- 
it die komplexe Schreibweise einführt; man braucht dann nämlich nur den 
astizitatsmodul des Materials mit der komplexen Zahl (1 + 7 g) zu multipli- 
ren, wobei g eine Materialkonstante ist (für Metalle: g — 0,02, ..., 0,03). 
arakteristisch für diese Art von Dämpfung ist, dass die Resonanzfrequenz 
n der Dämpfung unabhängig ist. 


2. Bezeichnungen 


Ly = kartesische Koordinaten in der Fliigelebene; 
1, %) = Punkt auf dem Flügel; 
Pt) = Verschiebung des Punktes P in vertikaler Richtung bei einer 


Deformation des Flügels als Funktion der Zeit ¢; 
= dx, dx, = Flächenelement beim Punkte P; 
P) = Massenverteilung; 


1) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf Seite 135. 


———— 
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m(P) dP = Masse des Flächenelementes dP; 
Ô(P, Q) elastische Einflussfunktion (Greensche Funktion) 
= Deformation bei P, wenn Einheitskraft in vertikaler Richt: 
bei Q; 
v — Kreisfrequenz der Schwingung; 


V(P, à) = y(P)e"'; 

y(P) vertikale Amplitude des Punktes P, im allgemeinen eine k« 
plexe Zahl, deren Betrag die Amplitude der Schwingung ı 
deren Argument die Phase der Schwingung gegenüber 
Kosinusschwingung bedeutet; 


g Konstante der Materialdämpfung; 

À - Eigenwertparameter; 

OS Q, = Punkte des Flügels, an denen die n äusseren Erregerkrä 
K,(t) angreifen; 

K;(#), Kz(t), ..., K„(t) = vertikale Erregerkräfte, von denen vorausgesetzt wi 


dass alle in Phase mit der Kosinusschwingung sind, also 


RR ev (Borel een 
ferner: 
p(P) = Y(P)Vm(P), 


K(P, Q) = 0(P, Q) Ym(P) m(Q) , 
N; 
Vm(Q,) 


HP) =(1—ig) JA K(P, 0): 
1=1 


RL 


a, = oy K; Vx (0;) = dy k; Dx (Qi) - 
1=] 


1=1 


3. Die Integralgleichungen und deren Lösungen 


Die infinitesimale d’Alembertsche Trägheitskraft dT in einem Punkte 
des Flügels ergibt sich wegen (1) zu 


AT(Q, t) = »? y(Q, t) m(Q) dQ. 
Diese ergibt in einem Punkte P die Deformation 


dy(P, t) = 0(P, Q) dT(Q, t) = v2 ö(P, Q) m(Q) y(Q, à dQ. 
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e Integration über sämtliche Punkte Q des Flügels ergibt, nach Kürzung des 
ktors e'”‘, die folgende Integralgleichung für die Amplitudenverteilung y(P) 
s ohne äussere Kräfte und ohne Dämpfung schwingenden Flügels: 


y(P) = 2 | ö(P, 0) m(Q) v(Q) do. (8) 


e Berücksichtigung der Materialdämpfung, wie sie in der Einleitung erwähnt 
irde, erfordert die Multiplikation der Einflussfunktion mit der komplexen 
hl (1 — 7 g). Damit lautet dann die Integralgleichung 


y(P) = »2 (1 — à g) [ ö(P, Q) m(Q) »(Q) 40. (9) 


e äusseren Erregerkräfte liefern noch ein zusätzliches Glied zu dieser Inte- 
ugleichung; sie erzeugen nämlich im Punkte P die Deformationsamplitude 


D'ô(P,0; K; im Falle ohne Dämpfung, 


j-1 


(1 — 7g) N, 6(P,Q;) K; im Falle mit Dämpfung, 
j=1 


Iche zu der von den Trägheitskräften erzeugten Deformationsamplitude 
diert werden muss, um die totale Deformationsamplitude zu erhalten. Wenn 
‘nur den Fall mit Dämpfung ins Auge fassen, so lautet die (jetzt inhomogene) 
tegralgleichung: 


P) — v8 (Lig) [ LP, Q) m(Q) Q) AO + (159 I (P,Q) Ky. (10) 


Alle drei Integralgleichungen (8), (9) und (10) haben den Kern 6(P, Q) m(Q), 

‘nicht symmetrisch ist. Formuliert man sie aber für die in Gleichung (3) 
inierte Funktion p(P), so lauten sie im Falle der freien Schwingung unter 
rücksichtigung der Bezeichnung (4): 


p(P) =2] K(P, Q) p(Q) dQ, (11) 

bei 
| py? im Falle ohne Dampfung, | 
(12) 
| v®(1—ig) im Falle mit Dämpfung | 
1 im Falle der erzwungenen Schwingung mit Dämpfung wegen (6) und (5): 


HP) — 2 / K(P, Q) g(0) 40 = iR), (13) 


IP VI/9 
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wobei R : 
A=" (a ey 


Der Kern K(P, Q) dieser Gleichungen ist symmetrisch, weil die Einfl 
funktion ö(P, Q) symmetrisch ist (Satz von MAXWELL). Ausserdem ist er s 
positiv definit, was, kurz ausgedriickt, daraus folgt, dass man beim Aufbrit 
irgendeiner Belastung auf den vorher unbelasteten Fliigel immer eine posi 
Formänderungsarbeit leisten muss. 

Uber solche lineare Integralgleichungen zweiter Art existiert eine g: 
Menge von Sätzen [4]. So ist zum Beispiel die homogene Gleichung (11) 
lösbar für gewisse Werte von À, die sogenannten Eigenwerte. Diese sind we 
der Symmetrie des Kernes X(P, 0) reell, und weil er positiv definit ist, sı 
positiv. Sie seien, der Grösse nach geordnet, bezeichnet mit 


Ne 


Zu jedem Eigenwert A, gehört als Lösung der homogenen Gleichung eine re 
Eigenfunktion @;(P). (Den für einen Flugzeugflügel wenig wahrscheinlic 
Fall mehrfacher Eigenwerte wollen wir hier übergehen.) Es sei noch erwäl 
dass die Eigenfunktionen zueinander orthogonal sind und dass man sie 
normiert voraussetzen kann, also 
a | | J tur ae 
| pP) qx(P) dP = 6. = 
[Oo füri+e. 


Weil die Eigenwerte 2, reell und positiv sind, folgt die anschauliche 7 
sache, dass In 
a) im Falle der freien Schwingung ohne Dämpfung die Grössen vx =Var 
sind, die Schwingung also rein sinusförmig ist; 

im Falle der freien Schwingung mit Dämpfung wegen (12) », nicht re 
sondern komplex ist: 


= He: PE 
re = | ee = VA, (1+: 


b) 


bo 99 


). | 


Für den Bewegungsablauf hat man daher wegen (1): 


das heisst, die Schwingung ist gedämpft, wie es ja sein muss. 

Weil ferner mit der Eigenfunktion gx(P) auch die Funktion y,(P) reell 
folgt, dass bei einer Eigenschwingung der ganze Flügel mit derselben Ph 
schwingt. 

Das Wesen des Standschwingungsversuches erfordert es, die Lösung | 
inhomogenen Gleichung (13) zu den Lösungen der homogenen Gleichung 
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iehung zu bringen. Wir ziehen deshalb die bekannte Schmidtsche Reihe 
die Lösung @(P) von (13) heran: 


OP) = MEHR Zt, iD), (17) 
kml À ö 
ei 
fe — | HP) qu(P) ap. (18) 


il À bei Anwesenheit von Dämpfung nach (14) komplex ist, werden die 
ner À, — À nie Null, entsprechend der bekannten Tatsache, dass die Reso- 
amplitude bei Materialdämpfung endlich bleibt. Die Gleichung (17) lässt 
ı noch vereinfachen, wenn man /(P) und /, durch die Eigenfunktionen und 
enwerte ausdrückt. Dies wird dadurch ermöglicht, dass man in der Formel 
die nach dem Satz von MERCER gleichmässig konvergente Entwicklung 


K(P, Q) = D: Pr(P) pr(Q) 


— Ar 
setzt. Die Integration in Gleichung (18) ist dann gliedweise gestattet, und 
Formel (15) kann angewendet werden. Damit ergibt sich aus (17) schliess- 
die gleichmässig konvergente Reihe: 


pP= (ie N Ad), (19) 


r, indem man À, = »; setzt und die Formeln (14) und (3) und (5) berück- 
tigt: 


= a). 
WE) =>; ere RE (20) 


kel 


ay = om K; yx(Qj) - 
jel 
rbei wird y,(P) durch die aus (15) folgende Bedingung 
za: m(P) dP =1 (21) 


miert und mit der Dimension L!” KV? T~! behaftet. 
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Die Formel (20) sagt aus, dass bei Erregung des Flügels mit sinusförm 
Kräften gleicher Frequenz und gleicher Phase im allgemeinen sämtliche Ei, 
schwingungen (im eingeschwungenen Zustand) im Schwingungsbild des 
gels vertreten sind, und zwar mit verschiedener Phase. Allerdings wird, w 
die Erregerfrequenz » gerade gleich einer Erregerfrequenz »,, ist, der Ko 
zient des zugehörigen y,,(P) wegen der Kleinheit von g bedeutend grösseı 
die andern Koeffizienten, so dass dann im allgemeinen die betreffende Ei; 
schwingung vorherrscht. Es kann jedoch unter Umständen passieren, dass 
Koeffizient a,, viel kleiner ist als die anderen Koeffizienten a,, (k + m), S0 
die Eigenschwingung y,,(P) doch nicht richtig zur Geltung kommt. Ausser: 
werden die Knotenlinien einer vorherrschenden Eigenschwingung durch 
andern Eigenschwingungen verwischt. Es lohnt sich deshalb, die Möglich 
der Elimination unerwünschter Eigenschwingungen zu untersuchen, 


4. Erregung einer reinen Eigenschwingung 


Zunächst wollen wir beweisen, dass, wenn der erregte Flügel in je 
Punkte mit derselben Phase schwingt, eine reine Eigenschwingung vorliegt. 
Formel (19) und (14) folgt wegen À, = »?: 


Das nach Voraussetzung von P unabhängige Argument der komplexen 7 
p(P) sei mit « bezeichnet. Dann gilt: 


Im [p(P)] — tga Re[p(P)] = 0, 

also 
v ay [ve Seo al Vi ve) EC) = 
“org Pa) 
Die Koeffizienten von @;,(P) in dieser unendlichen Reihe sind von P unabh 
gig. Weil die Reihe (22) gleichmässig konvergent ist, ist es auch die Reihe (: 
Infolgedessen darf man sie, auch nach Multiplikation mit der stetigen Funkt 
pi(P), gliedweise integrieren. Dies ergibt unter Beriicksichtigung von (15): 


a,[v? g + (v2 — v2) tga] = 0 für mia 


Der zweite Faktor kann bei festem » und « höchstens für ein i verschwin 
(sagen wir für 7 = m), und zwar auch dann nur, wenn die Bedingung 


g Yn 
tga 5 | 
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die Phase « erfüllt ist. Somit hat man 


RZ abe ae, (25) 


1 die Reihe (20) degeneriert zu einem einzigen Gliede: 


P) a, e!*sina 

2 m 6 D 
; me ey? Wnt) ? 
m 5 m 


; heisst, der Flügel schwingt in einer einzigen Eigenschwingung; was zu 
veisen war. 

Obwohl man theoretisch mit endlich vielen Erregern nicht unendlich viele 
‚enschwingungen eliminieren kann, ist es doch in der Praxis möglich, reine 
‚enschwingungen zu erhalten. Denn beim Standschwingungsversuch interes- 
+ man sich nur für die untersten paar Eigenschwingungen, so dass man bei 
 Erregerfrequenz nie über eine gewisse Schranke hinausgehen wird. Aus der 
nvergenz der Reihe (20) folgt dann, dass von einer gewissen, genügend hohen 
Inung an keine Eigenschwingung mehr stören wird. 

Mit n Erregern kann man mindestens n — 1 Eigenschwingungen eliminieren, 
in man hat die Bedingungen a, — 0 für À + m, welche ausgeschrieben fol- 
dermassen lauten: 


Ay Yu + Ko Vie ste ae Va =0 


= r 
Ki Vo + Ko ya er Ren =0, 
K, Von —1,1 ate Ky Ym-1,2 ee, Kr mn 0 ) 
Ky Vm +1,1 ale Ky Vm +1, 2 HT Ke Ym+ln = 0 ’ 


Ky Ynı Ir Ky Yn2 RH ee Kr Ynn = 0 ; 


7 7 ze 
a Vy PR Te pin Vaan 0s 


bei y}(Q,) = y,, gesetzt wurde. Setzt man zunächst einmal Q, als gegeben 
aus, so hat man ein lineares homogenes Gleichungssystem für die Unbe- 
inten K,, Ky, ..., K,. Nach den Regeln der Theorie der linearen homogenen 
ichungssysteme existiert eine bis auf einen konstanten Faktor bestimmte 
ung (K,,..., K,), welche mindestens n — 1 der obigen Gleichungen befrie- 
t. Dies bedeutet, dass man bei festgehaltenen Erregerstellen Q, durch geeig- 
e Wahl der Kraftamplituden Kj, ..., K, mindestens n — 1 Eigenschwingun- 
‚ eliminieren kann, 
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[= Rang der Matrix Y = (y,,)], der kleiner als # — 1 ist, so lassen sich weit« j 
Gleichungen erfüllen. Dadurch werden dann mehr als n — 1 Eigenschwingung®) 
eliminiert. Eine Verkleinerung des Ranges lässt sich aber immer durch geeignull 
Wahl der Erregerstellen O, erreichen, zum Beispiel dadurch, dass man sämtlie 
Q; in die Knotenlinie einer Eigenschwingung legt; dann wird diese Eige! h 
schwingung von selbst eliminiert. Um diese Tatsache auszunützen, wird ma 
also die Erregerstellen in die Schnittpunkte von Knotenlinien verschiedei 
unerwünschter Eigenschwingungen legen. : 
Es leuchtet deshalb ein, dass man mit wenigen Erregern praktisch genüg 
reine Eigenschwingungen erzielen kann, wenn man sowohl die Grösse 
Kraftamplituden als auch die Angriffspunkte der Erreger variiert. 
Abschliessend sei noch der Fall einer stetigen Verteilung der Erregerkri 
angeführt, der dann von Interesse ist, wenn man den Aufwand sehr vieler 4 
reger nicht scheut. Dabei werden wir auf eine andere Methode zur Herstellt: 
reiner Eigenschwingungen geführt, welche praktisch schon verwirklicht wore’ 
CARE 3 
Die Erregerkraft pro Flächeneinheit sei bezeichnet mit K(Q), und entsp | 
chend zu Formel (5) sei i 


Be. 


sas 


sx 15 AS 


a 


Si 


R 


HO) ee (| 

Vm(Q) | 
Formel (6) geht dann über in : |, 
HP) = (1— ie) | K(P, Q) RQ) 40 ap 
und Formel (7) in | N 
ax = | (Q) œx(Q) 40 = | K(Q) 3110) dQ. Eh 


Deshalb lautet die Bedingung (25) für die Erregung einer reinen Eigenschw , % 
gung, dass k(Q) zu allen @,(0) orthogonal sein muss ausser zu Pm(Q). Nina 
(| 


man daher 
k(Q) proportional zu @,,(Q) 


, io 


so ist a, = 0 für À + m. Aus (26) folgt wegen (5a) und (3): 
K(Q) proportional zu y,,(Q) m(Q) “| 


als Bedingung dafür, dass nur die m-te Eigenschwingung erregt wird [6]. 
Gehen wir wieder zu dem praktisch allein realisierbaren Fall endlich vie 
(aber sehr vieler) Erreger über, so wird näherungsweise dann nur die | 
Eigenschwingung erregt, wenn ; 
KW; 


J 


unabhängig von 7 u 
m(Q) »,(Q)) 56 ae | 
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M. Dazu sei erwähnt, dass Lewis und WRISLEY [5], die offenbar durch prak- 
he Erfahrungen mehr gefühlsmässig auf die Bedingung (28) gekommen sind, 
e Apparatur entwickelt haben, die für jeden Erreger eine zur Verschiebungs- 
plitude y(Q,) proportionale Kraftamplitude X, liefert. Es lassen sich damit 

reinen Eigenschwingungen beinahe automatisch herstellen. Ausserdem 
#ibrigt sich das Verschieben der Angriffspunkte Q; wegen der Vielzahl der 
reger. 
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Summary 


The steady-state response of airplane wings due to externally applied sinusoi- 
shaker forces is theoretically examined by means of the theory of linear 
egral equations of the second kind. Damping is accounted for, and emphasis 
aid on the problem of exciting pure natural modes. The following items are 
ved: 

Equal phase at every point of the vibrating wing is shown to be a criterion 
for the presence of a pure natural mode. 

n shakers allow to eliminate at least # — 1 natural modes by variation of the 
exciting amplitudes. By displacing the shakers still more natural modes can 
be eliminated. 

The experimental method of Lewis and WRISLEY is based on the application 
a considerable number of shakers. However, according to (2) it is possible 
xcite sufficiently pure natural modes with relatively few shakers. 


igegangen: 26. Februar 1954.) 
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On Stresses of an Isotropic Elastic Disc in the Form of a Card 
Rotating Steadily in its Plane 


By DEBENDRANATH MITRA, Kharagpur!) 


1. Summary: Two dimensional problems of elasticity have been solvec 
STEVENSON?), by expressing the stresses and displacements in terms of. 
complex potential functions. Cases of disc in the form of a circle and of an ell 
rotating steadily have also been solved by him. In this paper the metho 
MUSKHELISHVILI*) has been adopted and the equations giving the stress-funct 
have been transformed into integral equations by means of the mapping func 
which represents conformally the region included by the boundary of the dis 
a circle. The stress functions are then determined by solving the above inte 
equations using function-theory. The case for a cardioid is solved as an exam 


2. A disc is rotating steadily about the origin and the problem is treatec 
one of plain strain. Let D, denote the displacement and ©, ® the stress comb 
tions be expressed as 


D=u+i0, ( 
O=42%+ 7%, (: 
D=H#Y—Pyt+2inry. (. 


From the stress-strain relations it is deduced, 


D oD 
à = : HU 4 
(1 2 n) © 2 a (a. N N ( 
oD 
®=4 u ae (2 
where 


the bar placed over a function, denoting the conjugate of the function. ©, ® 
easily expressed in terms of 2’(z), w’(z) which are analytic functions of z ot 


ow 


2@ = 2) + QE) ANG a (2 
—26=20"%) + WW) — y¢ = (2 


where 0W(z, 2)/0z is the body force and y, the elastic constant is given 
y= 2(1—2%)/(1— n) and dashes over a function indicate derivatives w 
respect to the argument of the function. 


1) Indian Institute of Technology. 
2) A.C. Stevenson, Phil. Mag. 34, 766-793 (1943). 
SENT MUSKHELISHVILI, ZAMM. 13, 264 (1933) 
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Denoting the directions of the tangent and the normal at a point on the 

unding curve of the disc by n, s respectively we get using (2.6) and (2.7) 
wv) 02 

92) os 


4 (am Li = { Q(z) + 2 22) + BZ) —-»oW} (2.8) 


the angular velocity of the rotating disc be 7, 


Iso since the boundary of the rotating disc is unstressed, An — S$ = 0, and from 
.8) the boundary condition in the form given by STEVENSON?) is obtained 


Q(z) + 2 BZ) +0 — y QW = 2erfazdz. (2.10) 


3. We now adopt MUSKHELISHVILI’S?) method. Let the mapping function which 
presents conformally the region bounded by the boundary of the disc on the 
it circle be ; 

== Ti) (8241) 


itting Q(z) = Q{m(£)} = Q(E) and €=1/E on the unit circle, from (2.10) we 
ve on the unit circle, 


mid) 96) 


+ = 
im’ (é) m’() 


22 wie ees v2 [ mie) m(E) m’(e) acl cu 
= R(£) say. 


The functions 2(¢), w(£) can be determined by evaluating the two following 
tegral equations obtained by multiplying (3.2) and its conjugate by 


id integrating on the circumference, c of the unit circle. 


raz | 20) m(.) ae 2 rai | me) a(=) ay 


nf) gat | FO MONET | 
fe | 
| (3.4) 


tere 


c 


ere o is any point within the unit circle. 


1) A.C. Stevenson, Phil. Mag. 34, 766-793 (1943). 
?) N. I. MuskneLisuviLı, ZAMM. 13, 264 (1933). 


{ 
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4. As an example, we work out the case for a steadily rotating disc ini 
form of a cardioid. The formula transforming the cardioid on the unit circle 


z=m(}) a(1 — ¢)?, (4 
1 = OZ — 1)8 
FG) ay ERA Se + ac a | 
(4 
-4oras (eu 22 Ser 10s ~ + 5 logt) | 
4 3 > T > Gi SE , 
1 fee ge deere dé 
ee | 
: 
= -20rrat |-% (ot 70% + 210 — 350 + 35) (4 
1 23 20 (lire) | 
4 4 a) 2 1 | jl 5 - el — i 
\4 o 12 = 50 0 5 log ( | 
1 Bel dt 2 F 
aaa oo Fate ac, [the constant term in w’(£)]. (4 
On the assumption of the Q(£) in the form of a power series, 
A axe as a r Az os ee (4 
when the constants are to be determined, 
1 Peete UN 1 "(1 TE 
Ze à | | 
€ © (4 
ph 
= 24.20) aa le He Seas} | 
The equation (3.3) with (4.3)-(4.6) gives | 
Gi] 2a,—34 i Co © 
Q(o) = 1 2 LEE RAA 
(9) ig ame 126 Solas | 
[= 4 5 471 3 5 m2 L 
epee (1/4) y (¢ fale Ru 350 35 o) (4, 
(1 — 0) 
Mo (23/3) a4 + (80/3) 05 — 60 o? + 40 © + 20 (o — 1) log (1 + 6)} 
(1 — 0) 
Since 2’(0) = a, 2"(0) = ag, Q"(0) = az, we have from (4. De 
/ 35 ; 
3.4, — 4a, +340 + 297% a (— 7 y + 20), | | 
Ai + A3 — 3 a3 = —¢,+ 20 pr? a, (4 
2 63 
as — 104= —3 6) -+ -— OF are | 
The equation (3.4) is evaluated and the following results obtained, 
1 —/1 ac 
un 2 RE SS eee 
prt] Az) #10 22 = 248 ; 
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f 1 de 1 — 6)? 9° + 2a, 2 
2120 #0) = „Le ntm “|, (410) 
1) Gs, © a a ; 
c 
1 at 
cer i w’(€) Æ — = @’(o) (4.11) 
E 
—/{1 act 1 
Le SEP TN ER PR RE EN ees ye 
Dent) 2a | or a (o 70 1607-55) | 
€ (4.12) 
—4o0r? a {o?—o—5+5(1 0) log (1 + 0) }] | 


Do) 24 a, + à [= CT RE eS ER 
| Ci o? a | 
—2agr2at % (= 70? + 216 — 35) (4.13) 


tting o = 0 in (4.13) we get 


SZ 44,34 c Dor as — ANN (4.14 
3 2 1 0 “4 


e values of the constants are now obtained from (4.8) and (4.14) 


: [240 45 287 955 
Cy Ole) or a> ( ions +.) ; | 
| \ (4.15) 
— 120 + 231y\ | 


dy = grad (—— - i 


Fein! ; 


ans 
2 era 2 


nce (4.7), (4.13) together with (4.15) give Q(c), w’(o). The hoop stress on the 
undary given by 


1 (2’(c 
2 \m’(o 


Lean 
) 
chen easily calculated from (4.7). 


The author has also worked out the case of an inverse of an ellipse by the 
ve method. 


Zusammenfassung 


Die zweidimensionalen Elastizitatsprobleme wurden von STEVENSON (1943) 
6st, indem er die Spannungen und Verschiebungen durch zwei komplexe Po- 
tialfunktionen ausdrückte. In der vorliegenden Arbeit wurde die Methode von 
ISKHELISHVILI angewendet, um die Gleichungen, welche die Spannungsfunk- 
nen liefern, als gleichwertige Integralgleichungen darzustellen. Hierzu muss 
Formel, welche den vom Umfang einer Scheibe eingeschlossenen Bereich auf 
em Kreis konform abbildet, bekannt sein. Die Spannungsfunktionen sind dann, 
‘ch die Lösung der obigen Integralgleichungen mittels der Funktionentheorie 
tgelegt. Der Fall des Kardioids ist als Beispiel gelöst. 


ceived: September 29, 1954.) 


Hydrodynamisches Modell zur Darstellung von Diffusionsvor 
mit konzentrationsabhängigen Diffusionskoeffizienten 


Von WERNER KNAPPE, Darmstadt!) 
Bei der mathematischen Behandlung von Diffusionsvorgängen geht 
allgemeinen vom I. Fickschen Gesetz aus: 
S = —Degradc, 


S = Diffusionsstromdichte (gcm-? $7), 
c = Konzentration (gcm-3) 
D = Diffusionskoeffizient (cm? s>1), 


, 


Hieraus folgt durch Bildung von div ©. 


dc 


ee div = div G(D grad c), 


t= Zeit (s). 


Nur im Sonderfall eines konstanten Diffusionskoeffizienten ergibt sich d 
nannte II. Ficksche Gesetz 


DOS Te gradc= D Ac. 

ot 

Wahrend zu (3) zahlreiche Lösungen bekannt sind, gestaltet sich die Anw 
der nichtlinearen partiellen D-Gleichung (2) schwierig. Für den Sonderf: 
beiderseitig unendlich ausgedehnten Systems ist eine exakte Lösung nach 
MANN?) möglich. Bei anderen Rand- und Anfangsbedingungen ist man au 
rungsverfahren®) angewiesen. Die damit verbundene erhebliche Reche 
legt es nahe, nach physikalischen Modellen zu suchen, in welchen dem 
sionsvorgang analoge Prozesse ablaufen. Hierbei liefert die der Konzen 
entsprechende Messgrösse die gesuchten Zahlenwerte. Modelle dieser A 
schon mit Erfolg zur Behandlung von mathematischen Problemen in der 1 
eingesetzt worden‘). So:lassen sich zum Beispiel instationäre Wärmeleitu: 
gänge mit Hilfe einer Kette von elektrischen Widerständen und Konden: 
darstellen, wobei die Spannung der Temperatur entspricht. Ein im Aufba 
liches Modell auf hydrodynamischer Grundlage ist von A. D. Moor 
und von A. DoBRowsky zum Lösen axialsymme 
probleme benutzt worden’), 

Zylindrische Behälter Z aus Glas (Querschnitt = F) werden durch Kapill 
zu einer Kette miteinander verbunden (siehe Figur 1). In einem solchen : 
entspricht der Flüssigkeitsstand h der Konzentration. Die Analogie zum I 
schen Gesetz ist gegeben durch das Hagen-Poiseullesche Gesetz, welches d 


) ang 
trischer instationärer Diff 


1) Deutsches Kunststoff-Institut an der Technischen Hochschule. 
2) L. Borrzmann, Ann. Phys. Chem. 53, 959 (1894) 


®) J. CRANK und M. E. Henry, Trans. Far. Soc. 45, 636 (1949). 
4) F, BRUCKMAYER, Allg. Warmetechn. 4, 79 (1953) u.a. 
5) A. D. Moore, Ind. Eng. Chem. 28, 704 (1936). 


A. Dosrowsky, Kolloidz. 126, 1 (1952) 


6 
) 


\bfluss zu den einzelnen Behältern regelt 


: IP x r° (RER) oO PU re = 
Ome rm Mon Bn) 08 = Cpe. (4) 
lx 8 Ax 8 
Q,, = Flüssigkeitsvolumen, welches pro Zeiteinheit in den »-ten Behäl 


ter Z einströmt (cm*s7}), 
p = hydrostatischer Druck (gs? cmt), 
y = Radius der Kapillaren K(cm), 
n = Viskosität der strömenden Flüssigkeit (gs=! cm1). 


LEN 


Bun 
ee 


Figur 1 


Skizze des hydrodynamischen Modells für konstanten Diffusionskoeffizienten. 


nderung des Flüssigkeitsstandes A in den einzelnen Behältern ergibt sich zu 


enge . C C’ 12} 07h 

= 0 Rn = vn U Se) ER 
(Q, Q n—1) F [ Ah, Wins J F Ax2 D 0x2 
hung (5) stellt also das II. Ficksche Gesetz in Differenzenform für den 
en Fall dar. Das Modell liefert demnach Näherungslösungen zu (3). 

-setzt man die zylindrischen Behälter durch solche, deren Querschnitt F 
er Höhe À abhängt F = F(h) (siehe Figur 2), so geht (5) über in 


Oh, C’ Lin ~ D*(h) oh (6) 
> dx? 


5) 


dt F(h) Ax? 
fodell arbeitet also mit einem von der Höhe h des Flüssigkeitsstandes und 
- von der Konzentration abhängigen Diffusionskoeffizienten. 


Figur 2 


‚ze des hydrodynamischen Modells für konzentrationsabhängigen Diffusionskoeffizienten 


Für den linearen Fall erhält man aus Gleichung (2) allerdings eine 
abweichenden Ausdruck, nämlich 


dc 02c 0D Oc \2 
p= Do) = + Se. ( aly 

dx? Oc Ox 
Es lässt sich aber zeigen, dass bei kleinen Konzentrationsunterschiede 


gang zur Differenzenform und Ac > 0) das 2. Glied auf der rechten Seit 
gegen 0 geht als das erste. Wir können schreiben 


Figur 3 


Aufbauskizze für eine praktische Ausführung. 


Die Annäherung an (2) wird also mit fortschreitender Unterteilung der Ke 
damit kleineren Hôhendifferenzen zwischen den Flüssigkeitsspiegeln der ei 
Behälter besser. Unerwünscht hohe Differenzen treten zwangsläufig zu 
eines Diffusionsvorgangs auf. Um Fehler zu vermeiden, verfährt man am 
so, dass man die Konzentrationsverteilung für das erste Stadium des Dif 
vorgangs nach der Methode von BOLTZMANN1) berechnet und die exakter 
als Anfangswerte für das Modell verwendet. 

Ein Modell in der angegebenen Art lässt sich im Prinzip folgendermass 
stellen (Figur 3): Man unterteilt einen rechteckigen Trog durch Einbringe 
reicher senkrecht stehender Platten P in viele gleich grosse schmale 
Durch Einlegen einer entsprechend F = F(h) geschnittenen Folie G in jede 
Zellen lässt sich das Modell dem jeweiligen Problem anpassen. 


Summary 


It is possible, to get approximate solutions of the differential equat 
non-stationary diffusion (Ficks 2nd Jaw) by means of a hydrodynamic 
consisting of cylindric containers connected by capillary tubes. Solution 
a diffusion coefficient dependent of concentration may be obtained by 
containers with a cross section variable with the height. Some proposals | 
design of such a model are made. 


(Eingegangen: 30. September 1954.) 
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Eine Bemerkung zur Mitteilung von H. Wundt: 


« Über eine Funktionalgleichung aus der Wärmeleitung!)» 


Von MıkTtös Hosszu in Miskolc?) (Ungarn) 


ferr H. Wunpr behauptet in der oben stehenden Arbeit, dass die Funktion 


x 


f Int 1/t 1 
(a) = t+ B di 
I) t Int — 1 r «2 
1 
Lösung der Funktionalgleichung 
(x (vy) x—4 
1(4) A ae (1) 


\ 


— 


ID 
Er hat aber nicht näher untersucht, ob (7) die Gleichung (1) auch wirklich 
iedigt. 

Nir werden zeigen, dass die Funktionalgleichung (1) keine andere derivierbare 
ing als die triviale f(x) =c (const) hat. Wir bilden die partiellen Ableitungen 
Gleichung (1) nach x bzw. y: 

/ it ff 1 it 

/\z) 2 Tale) 2 BZW 2) E 


y 


3 


; gibt eine notwendige Bedingung?) für die Existenz einer nichttrivialen 


ung der Funktionalgleichung (1): 


LE In 0? ; F 
D5 4 In — In f(x) In f’(y) or 
Ox OY y Ox Oy A l 
Wenn z= (4 v)/(Inx/y) ist, wird diese Bedingung nicht erfüllt. Um dieses 
eigen, bilden wir 
In #/y 1/2 (% y) 


In x/y 1/y (x y) 


| weiter 


1/y2(—Inx/y x/y — 1) (Dr Ay 76) 
(—In x/y + x/y — 1)? 


1) Erschienen in der ZAMP 5, 172-175 (1954). 
2) Mathematisches Institut der Technischen Universität. 
3) P. Saint ROBERT, De la résolution de certaines équations à trois variables par le moy 


2 glissante, Mem. R. Accad. Torino (2) 25, 53-72 (1871). 


en d'une 
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Setzt man zum Beispiel x = 1, y = 1/e, dann wird 


1/e — (1 — 1/e) (—e 41) CHER) (eater e) (e — 
DIEM (1/e)? = PORTE Sal ee 12, CC 
_ (e—2)?[-e—e(e aN (Cal é)| + ele? — 2e+(e—-1)(1-e)] 
PAL Se : Mae ] 
€ 3 
= sae le) SZ era ge DE e(e— 2)3— 1] 
= ce ar P(e) #0, 


da e transzendent ist, also keine algebraische Gleichung [wie P,(e) = 0] bef 
digen kann. 


Da die Konstante f(x) = c (1) befriedigt, ist sie die einzige differenzierb 
Lösung von (1). 
Summary 


This paper shows, in connection with H. Wunpr’s paper: Über eine Fus 
honalgleichung aus der Wärmeleitung [ZAMP 5, 172-175 (1954)], that the or 
differentiable solution of the functional equation 


21>) = Ha) + 10) 
is the trivial f(x) = constant, and thus H. Wunpr’s solution 
a +1} — 1 
nN? == rs 
(HEAR Re 
1 
with 4 + 0 does not satisfy (1). 


Bemerkung zur obigen Mitteilung von Herrn M. Hosszu 


Herr Hosszu hat mit Recht festgestellt, dass die von H. Wun 
Funktion 


DT vorgeleg: 
= BER), ( 

ı ine Sing 
nicht durch ein Leiternomogramm mit drei 
den kann. Herr Hosszu zeigte zu diesem Zweck, dass (1) die Saint-Robertsct 
i i i einsehen kann, ohn 
sein, anzugeben, w: 
t man mit &, 7 rech! 


winklige Koordinaten in der Ebene, so lauten die drei Skalen des Nomogramm 


= Sk E = = = 4 2 

117548 ing * In # 
1 y 4 

'-Skal E — = q 
aise ny Sr y ( 


2-Skala E—0 
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an bemerkt, dass die ersten beiden Skalen zusammenfallen und dass die z-Skala 
radlinig ist. Die Bedingung, dass die drei Punkte (2) (3) (4) auf einer Geraden 
egen, ist in der Tat identisch mit der vorgegebenen Beziehung (1). 

Die Behauptung von Herrn Hosszu lässt sich nun ohne jede Rechnung aus 
Igendem Satz der Gewebetheorie herleiten: 

«Ein Leiternomogramm kann nur dann in ein Nomogramm mit drei geraden 
‚eitern verwandelt werden, wenn die drei Leitern Stücke ein- und derselben 
ventuell zerfallenden) Kurve 3. Grades sind.» Da die Skala (2) transzendent ist, 
ann also (1) nicht durch drei geradlinige Leitern nomographiert werden. 

E. STIEFEL 


ingegangen: 19. Oktober 1954.) 


Kleine Bemerkung zur asymptotischen Entwicklung 
des Fehlerintegrals 


Von PETER HENRIcI, Washington, D.C.) 


In einer kürzlich in dieser Zeitschrift erschienenen Mitteilung [6]?) gibt 
. ZBORNIK eine asymptotische Entwicklung für ein Integral, das auf die Form 


O0 


p(z) fette dt (jargz| < x) 


zZ 


ebracht werden kann und daher nahe mit dem Komplement des Fehlerintegrals 
erwandt ist). Im Hinblick auf einige Ungenauigkeiten in [6] sind vielleicht 
inige ergänzende Angaben am Platze. 

1. Durch einfache Variabelntransformation, Entwicklung des Binoms und 
liedweise Integration findet man unmittelbar das bekannte, mit demjenigen von 
] identische Resultat 


2) ie É Ea ees re 1) 
VE NRA 2 0 | (2 
‘esetzt ist. Der asymptotische Charakter der Reihe folgt dabei zum Beispiel aus. 
em bekannten Watsonschen Lemma (vgl. [5], S. 236), nicht aber natürlich wie 
ei [6] durch den blossen Nachweis, dass das Restglied für z > oo gegen Null 
rebt. 

2. Auch der in [6] der Fehlerabschätzung zugrunde gelegte Satz («In asympto- 
ischen Reihen kann der Betrag des Restgliedes den des letzten Gliedes der Reihe 


1) American University. 

2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf Seite 146. 

3) Das Integral war bei einer Untersuchung von H. Hösrı über den Einfluss des Windes auf 
Kaketenbahnen aufgetreten. 


AMP VI/10 
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nicht übersteigen») ist unrichtig!). Die numerische Abschätzung des Restes erfe 
dert in den meisten Fallen eine besondere Untersuchung. Im vorliegenden Fa | 
lässt sich, wie hier ohne Beweis kurz mitgeteilt werden soll, folgendes zeigen: Es} | 


—2 n—1 
plz) = < I (1/2); +4 (1/2), | 


Ve lé an | | 
mit 
er 


man findet, z = r ei? gesetzt, für |d| < (x/2) 4 
TT 2 | 
on 


|6| <1, sign(arg6) = signd, Jargd| < - 


Die angegebenen Schranken sind, jede für sich (aber nicht notwendig beide gleis | 
zeitig), exakt. Um einen möglichst guten Wert für p(z) zu erhalten, wird man æ 
das letzte berücksichtigte Glied der asymptotischen Reihe mit (1 + 2 sign #% | 
multiplizieren; der Fehler ist dann absolut kleiner als das so modifizierte Glied | 

3. Andere numerisch wertvolle Verfahren zur Berechnung des Fehlerintegr | 
wurden von SCHLÖMILCH [4] (Kettenbruch) und LaïBLe [2] angegeben. Eine Ta, 
für komplexe Werte von z ist von CLEMMOW und MUNDFORD [1] berechnet word) 


LITERATURANGABEN 


(1] P. C. CLemmow and C. M. MUNDFoRrD, Phil. Trans. Roy. Soc. London [A] 2 
189-212 (1952-1953). : 
2] T. LAIBLE, Z. angew. Math. Physik 2, 484-486 (1951). 
13] F. LöscH und F. SCHOBLIK, Die Fakultät (Leipzig 1951). a 
4] O. SCHLÖMILCH, Z. Math. Phys. 76, 261-262 (1871). £ 
15] G. N. Watson, Bessel Functions, 2nd ed. (Cambridge 1944). 5 
[6] J. ZBORNIK, Z. angew. Math. Phys. 5, 345— 351 (1954). 3 


(Eingegangen: 6. Januar 1955.) 


Internationales Symposium über elektrische Entladungen in Gas 


Vom 25. bis 30. April 1955 wird in Delft (Technische Hochschule), Nie 
lande, ein internationales Symposium über elektrische Entladungen in Gal 
stattfinden. Die Mittel für die Durchführung dieser Veranstaltung wer“ 
einerseits im Rahmen der Unesco von der Union Internationale de Physi» 
Pure et Appliquée, anderseits von der Technischen Hochschule Delft und x 
den Philips-Werken, Eindhoven, aufgebracht. 

Die folgenden Hauptthemen sollen diskutiert werden: : 
1. Fundamental-Prozesse; neue Ansichten über die Gasentladungsmec, 

nismen. 

1) Ein besonders drastisches Gegenbeispiel ist die identisch verschwindende asymptotN 
Entwicklung von e~* für x > oo. 

*) Das hieraus fiir reelle Werte von z (Ÿ = 0) ergebende Resultat ist wohlbekannt. Für I 
plexe z leistet unsere Abschätzung im betrachteten Winkelbereich mehr als diejenige in [3], S. #k 
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Instabilitäten, Stabilitätsbedingungen und Plasmaschwingungen. 

Zündspannung als Funktion von p.d. und Frequenz. 

a) Moderne Messmethoden, angewendet auf Gasentladungsuntersuchungen. 

b) Anwendung der Gasentladung zu Messzwecken in anderen Gebieten. 

Bogenentladungen. 

Funken. 

. Verschiedenes (Geiger-Müller-Röhren, Ionenquellen). 

Bereits habensich die folgenden Referenten zu einem Hauptvortrag bereit erklärt: 
Prof. H.S.W.Massev, London: «Fundamental Primary Processes in Gas 
Discharges. » 

Prof. L.B.Lors, Berkeley: « Field Measurements in Glow Discharges with 
a Refined Electron Beam Probe and Automatic Recording.» 

Ir Car. VAN GEEL, Delft: «On the Internal Selfinduction of Gas Discharges.» 
Prof. S.C. Brown, Cambridge, Mass.: « Breakdown in Gases at Microwave 
Frequencies. » 

Dr. M.A. Bıonpı, East Pittsburgh Pa.: « Microwave and Optical Techniques 
for Gas Discharges.» 

Prof. W.LocHTE-HOLTGREVEN, Kiel: « Bogenentladungen.» 

Prof. J.M.Merex, Liverpool: « Spark Discharges.» 

Die zugelassenen Sprachen des Symposiums sind Franzésisch, Deutsch und 

Englisch; in der Diskussion ist Englisch bevorzugt. 

Zwei Tage sind reserviert worden fiir Exkursionen. Fiir die Damen der 

Symposiumteilnehmer ist ein spezielles Programm vorgesehen. 

Für Auskünfte über das Symposium wende man sich an den Sekretär des 

Symposiumausschusses Ir A.W.van WAGENSVELD, Mijnbouwplein 11, Delft, 

Niederlande. 
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| Gas Turbine Analysis and Practice. By Burcress H. JENNINGS and 
Wırrarn L. Rogers (McGraw-Hill Publ. Co., Ltd., London, 1953). 475 pp. 
00 Fig.; 64s. 

Das Buch gibt zunächst einen kurzen geschichtlichen Rückblick auf die Ent- 
icklung der Gasturbine und geht gleichzeitig auf ihre Wirkungsweise ein. Es 
blgen Abschnitte über die thermodynamischen Grundlagen im allgemeinen (ins- 
esondere über die Eigenschaften der Luft), die Prozessführung der Gasturbine 
nd die Theorie der Turbinen und Verdichter. Im beschreibenden Teil sind sowohl 
Jugtriebwerke als auch Gasturbinen für andere Zwecke behandelt. Es folgen 
'eitere Kapitel über Verbrennung und Brennkammer, Festigkeitsprobleme, 
ichwingungsprobleme und metallurgische Fragen. 

Der allgemeine Charakter des Buches ist elementar. Trotzdem könnte die 
hermodynamische Einleitung mehr in die Tiefe gehen. Unmodern und geradezu 
timitiv ist die Behandlung der Turbinen- und Verdichtertheorie. Der beschrei- 
ende Teil ist sowohl für die Flugtriebwerke als auch für die stationären und 
ahrzeuggasturbinen knapp gefasst, wogegen der Problemkomplex «Brennstoff, 
Verbrennung, Brennkammer» eine für ein elementares Buch recht. ausführliche 
handlung erfährt. Allerdings lässt die Art der Betrachtung dieser Fragen er- 
ennen, dass vom Standpunkt des Flugtriebwerkbauers ausgegangen wird. So 
ommt das heute für den übrigen Gasturbinenbau so wichtige Problem der 
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Schwerölverbrennung, das mit den Stichworten Vanadium, Natrium, Schwe# 
angedeutet werden kann, vollständig zu kurz. : 
Die heute bekannten Lehrbücher des Gasturbinenbaues befriedigen zume* 
nicht, und dies gilt auch von demjenigen von JENNINGS und ROGERS. Man mu: | 
allerdings berücksichtigen, dass der amerikanische Autor von anderen Gegebe 
heiten ausgehen muss als etwa der kontinentaleuropäische. Er muss Spezialkenr 
nisse vermitteln, ohne die gleiche allgemeine Schulung voraussetzen zu könn» 
wie bei uns. Dies ist dem vorliegenden Buch deutlich anzumerken. Auf eine nic 1 
zu unterschätzende Qualität sei übrigens noch hingewiesen. Das Buch enthä 
namentlich in den Abschnitten über Thermodynamik und Verbrennung eir 
Fülle wertvoller Daten in Tabellen zusammengefasst (im englischen Maßsystemi 
die man sonst unter Umständen mühsam zusammensuchen müsste. W. Trauf 


Lexikon der Physik. Herausgegeben von H. FRANKE (Franckh’sche Ve 
lagshandlung, Stuttgart, 1950). 2 Bände, 720 und 828 S., mit 1263 graphische’ 
Darstellungen und 232 Tafelbildern; I. Bd. DM 72.-, II. Bd. DM 82.-. | 

Es ist leider richtig, wenn im Vorwort des in angemessener Aufmachung e 
schienenen, in zwei Bände aufgeteilten Lexikons der Physik vermerkt wird, da 
die beträchtliche Ausweitung, die das Gebiet der Physik erfahren hat, notgedru! 
gen zu einer starken Spezialisierung führen musste. Damit hat sich für Physik: 
und Ingenieure das Bedürfnis nach einem Nachschlagewerk eingestellt, das ihn“ 
erlaubt, sich schnell und trotzdem zuverlässig über Belange benachbarter Wi 
sensgebiete zu informieren. Diesem Ziele kommt das vorliegende Lexikon in e: 
freulicher Weise nahe. 

Das Werk behandelt rund 14000 Gegenstände. Auswahl, Bezeichnung ur 
Umfang der Erörterungen sind unvermeidlicherweise eine Ermessensfrage. Jeden 
falls war es aber richtig, grundsätzlich auf eine Schilderung der Messverfahré 
und Versuchseinrichtungen zu verzichten, um so den Umfang des Werkes in € 
träglichen Grenzen zu halten; die Hinweise auf die einschlägige Literatur geniigy 
und sind äusserst wertvoll. | 

Unter den Gegenständen finden sich auch Angaben über das Leben der ma 
kantesten Forscherpersönlichkeiten der Physik. Der Rezensent vermisst darunt‘ 
Namen wie BLOCH, von KARMAN, insbesondere APPLETON. Doch ist es zugegy 
benermassen schwer, die Grenzen einer vernünftigen Auswahl zu finden. Aue 
sei vermerkt, dass die Begründung für die Erteilung des Nobelpreises an EINSTEW 
unrichtig ist; ebenso die Aussage, dass zum Beispiel DEBYE zwei Nobelpreis 
(Physik und Chemie) zuerkannt wurden. Diese Beanstandungen sind aber siche 
lich von ganz untergeordneter Bedeutung gegenüber dem grossen Vorteil ur 
Dienst, den das Lexikon der Physik jedem Interessenten zu erweisen vermak 

R. Säng® 


Formeln und Tabellen der mathematischen Statistik. Von U. Gra 
und H. J. HENNING (Verlag Springer, Berlin 1953). 102 S.; DM. 9.—. 
Gut überlegte, rezeptmässige Zusammenstellung der wesentlichen Formel» 
Tabellen und Nomogramme für den Gebrauch der wichtigsten statistische 
Methoden und Teste in der Praxis. Die Formeln sind ohne Beweise dargestell ‘ 
hingegen werden Beispiele formuliert und diskutiert. Das Büchlein enthält auc! 
die Grundlagen für Stichprobenpläne und Kontrollkarten. N 
Die Formelsammlung ist für Forscher und Ingenieure mit den nötigen the 
retischen Kenntnissen in der mathematischen Statistik ein wertvolles technische 

Hilfsmittel, numerische Ergebnisse statistisch zu werten und zu analysieren. 
W. Saxe, 


x 


Mol. VI, 1955 Buchbesprechungen — Book Reviews — Notices bibliographiques 149 


Einführung in die Mikrowellen-Elektronik. Band 16 der «Monographien 
der elektronischen Nachrichtentechnik». Von W. KLEEN. (S. Hirzel Verlag, Zürich 
1052). 300 S., 129 Abb.; sFr. 30.—. 

Angesichts der sehr raschen Entwicklung der Hochfrequenztechnik und der 
Elektronik, namentlich im Bereiche höchster Frequenzen, wo sich diese beiden 
Gebiete aufs innigste durchdringen, besteht ein grosses Bedürfnis nach zusam- 
menfassenden Werken, welche kurz, klar und doch mit einer gewissen Vollstän- 
digkeit und Gründlichkeit die jüngsten Fortschritte zur Darstellung bringen. 
Diesem Ziele gerecht zu werden, ist W. KLEEN in seiner Einführung in die Mikro- 
wellen-Elektronik aufs schönste gelungen. 

Aus dem sehr weitverzweigten Stoff die richtige Auswahl zu treffen und den- 
selben in einem systematischen Aufbau übersichtlich zu gliedern, bedeutet eine 
nühsame Aufgabe, die in vorbildlicher Weise gelöst ist. Eine kurze Aufzählung 
der Kapitel möge eine Vorstellung von dem reichen Inhalt vermitteln: 1. Die 
Systeme der Mikrowellen-Elektronik; 2. Elektronenbewegung in statischen Fel- 
dern; 3. Leistungsaustausch zwischen Elektronenströmungen und elektrischen 
Wechselfeldern ; 4. Ströme in Mikrowellen-Röhren ; 5. Geschwindigkeitsmodulation 
in stehenden Feldern; 6. Phasenfokussierung in von Hochfrequenz freien Räu- 
men als ballistisches Problem; 7. Leistungsauskopplung aus stehenden Feldern; 
3. Raumladungssteuerung; 9. Phasenaussortierung; 10. Steuerung von Elektro- 
nenströmungen durch fortschreitende Wellen bei Abwesenheit statischer Quer- 
felder; 11. Phasenfokussierung und freie Raumladungswellen; 12. Wechsel- 
wirkung zwischen Elektronenströmungen und fortschreitenden Wellen in ge- 
kreuzten statischen Feldern; 13. Systematik der Mikrowellenröhren; 14. Tech- 
nische Bedeutung und Anwendung von Mikrowellenröhren; 15. Die Röhre in 
der Schaltung; 16. Rauschen; 17. Schwingungskreise; 18. Verzögerungsleitungen; 
19. Elektronenkanonen. 

Der Raum verbietet leider, auf Einzelheiten einzugehen. Die Darstellung ist 
knapp, aber fasslich gehalten. Gewisse mathematische und theoretische Grund- 
lagen, über welche der Nachrichteningenieur verfügen soll, müssen selbstver- 
ständlich vorausgesetzt werden. Künftigen Auflagen würden wir die Verwendung 
des Giorgi-Maßsystems empfehlen. Hervorgehoben seien die vielen aufschluss- 
reichen Figuren; willkommen ist die jedem Kapitel am Schluss beigegebene Lite- 
raturübersicht. Die Ausstattung des Buches ist ausgezeichnet. Möge es viele 
Leser finden. F. Tank 


Experimental Nuclear Physics. Vol. I. By SEGRE (J. Wiley, Inc., New 
York, 1953). 780 pp.; $15.00. 

Dieses Buch stellt den ersten Band einer Handbuchfolge dar, in welcher eine 
zusammenhängende Darstellung unserer gegenwärtigen Kenntnisse auf dem Ge- 
biete der Kernphysik vom experimentellen Standpunkt versucht wird. Der vor- 
liegende erste Band enthält fünf Beiträge aus verschiedenen, in sich abgeschlos- 
senen Arbeitsgebieten. Titel und Autoren dieser Monographien sind folgende: 
1. Nachweismethoden (H. H. STAUB, 165 S.); 

Durchgang von Strahlung durch Materie (H. A. BETHE und J. ASHKIN, 191 S.); 
Kernmomente und Statistik (N. F. RAMSEY, 109 S.); 

Zweikörperprobleme und Elemente der Kernstruktur (N. F. Ramsay, 90 S.); 
Dynamik und Optik geladener Teilchen, Isotopenhäufigkeit und Atommassen 
(K. T. BAINBRIDGE, 207 S.). 

1. Der Aufsatz über Nachweismethoden behandelt die Grundprinzipien der 
verschiedenen Zählertypen, soweit sie Gaszähler und Ionisationskammern be- 
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treffen, ferner die zur Verstärkung der primären Impulse benötigten elektror! 
schen Schaltungen. Er gibt einen vorzüglichen, knappen Überblick über dé 
gegenwärtigen Stand der experimentellen Technik auf diesem Gebiet. Die alles 
neuste Entwicklung, die vor allem durch das Aufkommen der Szintillationszähl 
und Detektoren für Cerenkov-Strahlung gekennzeichnet ist, findet allerdin: 
keine Berücksichtigung mehr, sie soll wahrscheinlich einem der folgenden Bän« 
vorbehalten bleiben. 

2. Eine ausgezeichnete Zusammenfassung bietet der Artikel über die Wec 
selwirkung zwischen Strahlung und Materie. Er behandelt vor allem das Proble 
der Energieverluste geladener Teilchen und elektromagnetischer Strahlung, un 
zwar in einer für die Praxis des Experimentators sehr geeigneten Form. Zah 
reiche Tabellen und Kurven kommen den praktischen Bedürfnissen des as 
diesem Gebiete Arbeitenden entgegen. 

3. Die Monographie über Kernmomente und Statistik füllt eine Lücke in dl 
bestehenden Literatur. Sie enthält unter anderem sehr gut brauchbare Zusar 
menstellungen aller wichtigen experimentellen Daten auf diesem in rascher Ey 
wicklung begriffenen Arbeitsgebiet. 

4. Auch der zweite Aufsatz des gleichen Autors, welcher das kernphysikalisc} 
Zweikörperproblem zum Gegenstand hat, bietet eine sehr klare Übersicht dk 
experimentellen Materials und seiner gegenwärtigen theoretischen Erklarungsve 
suche. Es ist allerdings zu bemerken, dass dieses Thema auch schon in andere 
zusammenfassenden Darstellungen eine erschöpfende Bearbeitung gefunden ha 

5. Der letzte Artikel (BAINBRIDGE) schildert in souveräner Weise die gesam' 
technische Entwicklung wie auch die Theorie der Massenspektroskopie, von ihr« 
Anfängen bis in die jüngste Zeit. Auch diese Abhandlung enthält zahlreiche, f' 
den Praktiker unentbehrliche Zusammenstellungen der in der Originalliterat. 
verstreuten experimentellen massenspektroskopischen Daten. i 

Dieses Sammelwerk ist seiner ganzen Anlage nach für den vorgerückten, | 
selbstandiger Forschungsarbeit befahigten TLeser bestimmt, es wird einem solch& 
sehr gute Dienste Ba JE wate 


Physikalische Grundlagen der Messtechnik in der Wärmewirtsc | 

Von S. ne (Verlag für angewandte Wissenschaften, Wiesbaden 195#} 

48 Fig. , 150 S.; 2. veränderte und erweiterte Auflage, Leinen, DM 12.80, broschig 
DM 8 3.80. 

In vielen technischen Betrieben besteht die dringende Aufgabe, Energie # 
Form von Wärme möglichst vollständig zu nutzen, um so den Betrieb wii 
schaftlich zu gestalten. Dies erfordert zuerst eine genaue Kenntnis der Energ* 
beträge, die bei den vorkommenden ae Prozessen umgeset | 
werden, und insbesondere der Wärmemengen, die dabei ungenutzt verlorengehe 
Hierfür ist meist die Durchführung zuverlässiger Messimgen notwendig, dere 
physikalische Grundlagen zuvor bekannt sein sollten. 

Die physikalischen Grundlagen wärmetechnischer Messungen in gedrangte 
für den Ingenieur leicht verständlicher Form zu vermitteln, ist der Denke di 
vorliegenden Bändchens. Es ist aus Vorlesungen des Verfassers an der Bergak: 
demie Clausthal hervorgegangen. Dementsprechend ist die Auswahl des beha }! 
delten Stoffes besonders im Hinblick auf den Hiittenbetrieb getroffen worde 
dem auch die angefiihrten Beispiele zur Hauptsache entstammen. Der Inhalt di 
Buches ist in fünf Abschnitte gegliedert; ihre Überschriften lauten: Temperatu. 
messung; spezifische Wärme und Wärmeübergang; Das Verhalten der Gase us 
Dämpfe; Strömen von Gasen und Dämpfen, 1 Mengenmessung: Feuerungstechniy 


8 
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Im ersten Abschnitt wird vor allem die Messung hoher Temperaturen behan- 
‘It. Mit Recht werden die physikalischen Grundlagen der verschiedenen Arten 
m Strahlungspyrometern besonders ausführlich dargelegt. Dabei wird auch auf 
e häufig entstehenden Messfehler und die zu ihrer Verhütung notwendigen 
assnahmen hingewiesen. Im zweiten Kapitel werden die Gesetzmässigkeiten 
s Wärmeüberganges leider allzu kurz behandelt. Die Wärmeübertragung ist 
ıch für alle wärmetechnischen Probleme von so zentraler Bedeutung, dass eine 
ündliche Kenntnis ihrer Grundgesetze unerlässlich scheint. Sehr summarisch 
erden in den beiden folgenden Abschnitten auch die allgemeinen thermodyna- 
ischen Eigenschaften von Gasen und Dämpfen erörtert; eine Ausnahme bildet 
e etwas umständliche Behandlung feuchter Gase. Das letzte Kapitel über 
erungstechnik dagegen vermag wieder eher zu befriedigen; es bringt inter- 
sante Hinweise über den Ablauf der Verbrennung in technischen Öfen. 

Durch das Reproduktionsverfahren bedingt, konnten in der zweiten Auflage 
-s Bändchens zwar Änderungen gegenüber der ersten im Text berücksichtigt 
srden; alle Neuzusätze dagegen mussten in einen Anhang verwiesen werden, 
as die Übersichtlichkeit der Darstellung beeinträchtigt. Druck und Ausstattung 
:3 Buches sind im übrigen vorzüglich. 

Wenn auch noch manche Wünsche bezüglich Auswahl des Stoffes und tiefer- 
hender Behandlung wichtiger Teilgebiete offenbleiben, so darf doch erwartet 
erden, dass das Buch den in der Wärmewirtschaft tätigen Ingenieuren von er- 
:blichem Nutzen sein wird. K. Elser 


Die konfluente hypergeometrische Funktion. Von H. BucHHoLz 
pringer-Verlag, Berlin 1953). 234 S., 9 Abb.; DM 36.-. 

Das vorliegende Buch ist erschienen als Band 2 der von F. LöscH herausge- 
‚denen Reihe «Ergebnisse der angewandten Mathematik». Es ist sehr zu begrüs- 
'ı, dass H. BucHHoLz es unternommen hat, die wichtigsten Eigenschaften der 
‚nfluenten hypergeometrischen Funktion darzustellen. Die Funktion tritt bei 
hlreichen Problemen der Physik und der Mechanik, insbesondere auch bei der 
jrch Separation erzielbaren Lösung der Wellengleichung in parabolischen Koor- 
taten auf, und, was ebenso wichtig ist, sie enthält als Spezialfälle eine grosse 
ıhl von häufig vorkommenden transzendenten und elementaren Funktionen. 
ist definiert als Lösung der Whittakerschen Differentialgleichung zweiter 
rdnung, die in bekannter Weise aus der Gaußschen Differentialgleichung 
rch Konfluenz der Nullstellen z = 1 und z = ® entsteht und neben der Varia- 
in noch zwei Parameter aufweist und mit der Kummerschen Funktion 
\(&;ß;z) zusammenhängt. Von der ursprünglichen Whittakerschen Definition 
icht BucHHorz ab durch die in vielen Fällen zweckmässige Ersetzung des 
jitern Parameters u durch w/2 und durch Hinzufügung des Faktors 1/I(1+ a), 
25 einmal zu einer einfachern Schreibweise führt und die Funktion ausserdem 
| einer ganzen transzendenten Funktion auch im Parameter # macht. 

Die Kenntnis der konfluenten hypergeometrischen (oder parabolischen) Funk- 
sn ist in den vergangenen Jahren besonders durch Arbeiten von A. ERDELYI, 
'S. MEIJER, F. Trıcomi und andern entscheidend gefördert worden, so dass eine 
1 sammenfassung der wichtigsten Ergebnisse durchaus wiinschenswert geworden 
- Uber die dargestellten Beziehungen gibt wohl am besten eine Inhaltsübersicht 
skunft, und diese lasst gleichzeitig erkennen, was im Buche nicht behandelt 
rde. Die einzelnen Abschnitte sind: I. Die Differentialgleichung der konfluen- 
hypergeometrischen Funktion in ihren verschiedenen Formen und die Defi- 


ionen der sie lösenden Funktionen. II. Allgemeine Integraldarstellungen für 
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die parabolischen Funktionen selbst und ihre Produkte. III. Die Asymptotik 
parabolischen Funktionen. IV. Unbestimmte und bestimmte Integrale mit p | 
bolischen Funktionen und einige unendliche Reihen. V. Die den parabolisg | 
Funktionen zugehörenden Polynome und unendliche Reihen mit diesen P’' 
nomen. VI. Die Parameterintegrale in den Beziehungen für die verschiede | 
Wellentypen der mathematischen Physik in den parabolischen Koordinai | 
VII. Nullstellen und Eigenwerte. 

In einem ersten Anhang sind die Sonderfälle der konfluenten hypergeomw | 
schen Funktion zusammengestellt und gleichzeitig die wichtigsten Vertafelurr 
angegeben. Der zweite Anhang besteht in einem sehr umfassenden, sorgfältig; 
sammengestellten Literaturverzeichnis, das nicht nur die rein mathematisc 
Arbeiten, sondern auch die Untersuchungen über physikalische, technische | 
statistische Probleme enthält, die auf die parabolische Funktion führen. \ 

Im ganzen betrachtet, handelt es sich um ein sehr willkommenes Werk, - 
vor allem dem Physiker und Ingenieur, aber auch dem Mathematiker gry 
Dienste leisten wird. Der Druck ist hervorragend, und — was angesichts 
Formelreichtums nicht so selbstverständlich ist — die Zahl der Druckfehler 
minimal. E. Roth-Desme 


es 
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Vorlesungen über die Theorie der Integralgleichungen. Von I. Ga 
TROWSKI (Physica-Verlag, Wiirzburg 1953). 100 S.; DM 7.80. : 
Le lecteur trouvera dans cet ouvrage une exposition concise, mais très cl: 
de la théorie «classique» des équations intégrales linéaires; il n’y trouvera auc: | 
application aux problèmes aux limites des équations différentielles. : 
Le chapitre I donne d’abord quelques exemples de problèmes qui conduise* 
des équations intégrales ; il montre ensuite les analogies entre équations intégr- 
linéaires et systèmes d'équations algébriques linéaires puis démontre les théorè* 


| 


de FREDHOLM, d’abord dans le cas des noyaux dégénérés D f,(2) g,(g), puis © 
5 E 


celui des noyaux uniformément continus par un passage à la limite. Le chap | 
se termine par l'étude des noyaux du type K(p, q)/pq% qui interviennent dans 
applications les plus importantes (fonction de GREEN). : 

Le chapitre II traite des équations intégrales de VOLTERRA. =| 

Le chapitre III expose la théorie d’E. ScHmipr des équations a noyau sy | 
trique et les développements en séries orthogonales qui en découlent. A y sign. | 
une démonstration intéressante et peu connue de I. M. GELFAND de l’existe | 
d'une valeur fondamentale d’un noyau symétrique. ; 

Deux annexes traitent de la reduction d’une forme quadratique à la fon! 
canonique par une transformation orthogonale et de la théorie des équat*, 
intégrales à noyau de carré intégrable au sens de LEBESGUE. M. Planch 


Grundlagen der Raummechanik; 2. Zusammensetzu ng räumlicher Bewegung | 
Grundlagen für Analyse und Synthese der Raumgetriebe, 3. Beschleunigu” 
verhältnisse der Schraubenbewegung. H. Zi 
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zwar ie ASU MORN! 
1. Introduction 


The vast literature existing on the theory of plates and shells can be con- 
yeniently divided into two groups. The one is concerned with establishing the 
undamental equations of equilibrium and of motion, the other (which is much 
arger) deals with methods for the solution of these equations for special cases. 
Ve shall briefly review two exponents of the first group to allow later a compa- 
ison with the theory set forth in this paper. 

S. TIMOSHENKO [1]2) considers an element of the shell. The forces acting 
hereupon are expressed in terms of the deformations, i.e. the extensions and 
hanges of curvature, and then subjected to NEwron’s law of motion. The 
hanges of curvature are simply defined as the differences of the principal 


1) Presently at Bell Telephone Laboratories, Inc., Murray Hill, N. J. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 189. 
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curvatures before and after the deformation. Since the principal directions ı 
change by a finite angle, some cases e.g. the spherical shell must be tre: 
separately. The effect of the extension of the middle surface on the change 
curvature is neglected (page 354). This has strange consequences, som 
which will be discussed in II.2. It is a disadvantage of the theory that 
procedure for determining the changes of curvature has to be repeated from 
beginning for each new case. If the shell is not of a very simple shape, 
necessary geometrical representation becomes awkward (see e.g. figures 14 
176). Moreover, it does not seem very satisfactory that temporarily a st 
force normal to the middle surface is introduced, on which no boundary 
dition may be imposed (page 89). This stems from the fact that the influe 
of this force on the deformation is (and rightly so) neglected. 

A.E.H.Love [2] presents an approach which seems to be more analyti 
however, it is not easy to follow his arguments without drawing figures. 
fact, the verb ‘to draw’ is repeatedly used. In the general theory (Chap 
XXIV) nine quantities are used to describe (rather unsymmetrically) me 
and curvature of the middle surface of the shell, although it is known [3] t 
six quantities suffice for a symmetrical and compact formulation. As coordin 
lines on the surface the lines of principal curvature are chosen. This spe 
choice restricts the applicability of the theory since in many practical cases 
lines of curvature are not easily found or do not allow to express bound: 
conditions (see II.1 and II.3). In the definition of the changes of curvat 
(Article 324, equations 12, 13) again the influence of the strain in the mid 
surface is neglected. Consequences of this approximation will be discussed 
1122: 

This paper is based entirely on LAGRANGE’s variational principle, wh 
provides the most satisfactory approach to both static and dynamic probleı 
The coordinates of configuration and the independent variables may be cho: 
arbitrarily. The dynamic boundary conditions are automatically obtair 
together with the differential equations. If auxiliary kinematic conditions (« 
extension-free deformation) allow no explicit solution for the coordinates, tl 
can be handled by the multiplier method of LAGRANGE. 

However, before the techniques of the calculus of variations can be appli 
the kinetic and potential energies have to be expressed in terms of the coor 
nates and independent variables. This is the program for Part I. 

The fundamental idea of the theory of shells is to describe the deformati 
of the entire shell in terms of the deformation of its middle surface alone, tt 
reducing a three-dimensional problem to a two-dimensional one. The necessa 
approximations are these: (1) During the deformation each point of the sh 
remains on its normal, although its distance from the middle surface m 
change. (2) The state of stress is plane in each point of the shell. (3) The stra: 
vary linearly across the shell. These approximations are shown to be valid ! 
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n shells, that is for shells the thickness of which is small compared to its 
li of curvature. More precisely, the errors in the strains are shown to be of 
» order of h/R, where 2 h is the thickness of the shell and R the smaller of 
:two principal curvatures. It should be pointed out that the present theory 
ısiders the strains as fundamental and defines the additional curvatures in 
ms of the strains, in contrast to current theories. Approximation (1)—in 
inection with (2)—makes sure that the stress-free plane is parallel to the 
ddle surface. As a consequence of approximations (2) and (3) the state of 
ain along a normal of the middle surface is described by six quantities. On 
» other hand the deformation of a surface in any point is completely deter- 
ned by six quantities. This justifies the approximation from our basic point 
view explained above. Corresponding to the strains, there will be stresses 
rying linearly across the shell. They in turn will give rise to three forces 
aormal, 1 shear) and to three moments (2 bending, 1 twisting) all parallel 
the stress-free plane (Appendix). A shear force normal to this plane cannot 
accounted for, which is the reason why its introduction leads to difficulties 
en it comes to the formulation of boundary conditions!). External forces 
ich may or may not be parallel to the middle surface are represented by 
ir work under a general displacement. 


2. Outline of Approach 


The middle surface of the undeformed shell is represented by a vector r which 
ı function of two surface parameters. These define a net of curvilinear coor- 
ates on the middle surface. The displacement shall be denoted by the vector 
If o denotes the density of the shell and 2 hits thickness, the kinetic energy?) 


imply : is > ’ ie or) dS. a) 


ere the integration has to be extended over the whole middle surface S. 
th quantities o and k may be functions of the position on the surface. The 
ression for the potential energy will be considerably more involved. Assu- 
ng a plane state of stress in each point of the shell, the potential energy [4] 
unit volume can be expressed as follows: 


i 2 sy { (Epp + eq)? + 2 (1 — 4) (62 à — Epp &ea)} » (2) 


Y = Young’s modulus, 
u = Potsson’s ratio, 
€ = Strain components (2 e,, = pq) - 


1) S. THIMOSHENKO, I. c., page 89. 
2) A. E. H. Love, l. c., page 512. 
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Here the components of the strain, e, are taken relative to certain a 
p and g, which are normal to each other and parallel to the middle surface. 
denote by w the normal distance of a point in the shell from the middle surf 
The strains, depending on w, shall be approximated by the first two term 
their power series in w, that is: 


pp Eva Epp Ena App pa 
Enq aa | Era €aa I} 


Thus, the e’s and the x’s are defined in terms of the strains, s. The é’s repre 
the strain of the middle surface, the x’s describe the additional curvature 
to the deformation. Inserting this into (2) and integrating V across the s 
over the range — h to h of the variable, w, we find the potential energy 
unit area): 


Yh = Le ee 2 == 
Be u? { Gon + Ed + 2 (1— x) (Era és cad} | 


Yh3 
nS (1 — y?) is i Ka)” 2 (1 4) (LP = a 


The first term, proportional to h, represents, the energy of extension, 
second part, proportional to h®, is the energy of bending. The total poten 
energy due to deformation then becomes: 


Esel Vase 


Any system of external loads can be accounted for by expressing their w 
ÔW for an arbitrary displacement. Thus, if Z, denote discrete forces at the p 
tions r, and Z{u, v) represent distributed forces, dW becomes simply 


w= N Zuör,+| [zörös. 


Our main task, therefore, is to find suitable directions p, g in every px 


of the shell and express the components of strain along these directions in teı 
of the displacement sr. 


3. Analytical Representation of a Shell 


Any thin shell is completely described by its thickness, 2 k, and its mide 
surface which shall be represented [31 by the vector 


r(u, v), 


1) A. E. H. Love, |. c., page 531. 


- 
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ich is a function of the two parameters, u,v. While these parameters are 
ying in a region of the (zw, v)-plane, the vector r sweeps over the middle 
ace (Figure 1). The vectors 


or or 
Prog and ——-=rFr 


> 
e 
e 
= 


àthe tangents to the coordinate lines v = constant and # = constant on the 


Figure 1 


Coordinate system on middle surface. 


tiace. The unit vector normal to the surface is 


ur 


a (8) 


Tu X Ty 


Jw any point within the shell shall be defined by the three coordinates 
‚v,w) as follows: 


x(u,v,@0)=r(u,v)+wnlu,v), (-hsw<s<h. (9) 


calculating strains, distances between infinitely close points must be com- 
red. Therefore, we need the expression for the linear element. 


|dx|® = (r2+2wr,n, = w? n2) du? 


+2(,7.+ w[rn,+r,n,]+ u?n,n,) du dv 


1 
+ (r2+2wr,n, + w°n?) dv? + de? (10) 


|dx|? = e du? + 2} du dv + g dv? + dw. 
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LA true der Ser EN 


TPE 
+ — 


Hence, the metric tensor underlying (10) has the form: 


le f 0! 
Be 
OO 


À linear element parallel to the middle surface shall be denoted by ds, thus 


ds — [dX [ae 0 : 


Since we consider thin shells, we retain only the linear terms in w, thus: | 
dx? = (r2+ 2wr,n,) du? | | 
+2(r,r,+w[r,n,+r,n,]) du dv i 

+ (rd + 2wr,n,) dv® + dut. | i 


The omission of the terms containing w? is justified, as will be seen later, if 
radii of curvature of the middle surface are large compared to the thick 
of the shell. Using the abbreviations 


rè=E, rr,=F, ri=G, | | 
rn,=L, -—(rnn+r,n)=M TEN | Hi 
uu = Sy , > u’ v "Fu a ed = AA H 


Mer Der 


we find 
e=E-2wL, f=F—20M, ge=G-2wN, 
while the normal, n, can be rewritten in the form 
n=[r,x r,|[2G- F3)"2, 


Here use has been made of the identity 


à een 0 ARREARS 


[a x b]? = a? b? — {ab}? 


From r,n=r,n = 0 follow by differentiation the identities 


L =, TUNER | 
M= Le” n, =-r, Ty = Puy n, ( 
N=-r,n,=r,n. | | 


The curvature of an arc, r(s), is defined as k — |d?r/ds?|, provided t 
parameter, s, is the length of the arc. Now let the line be traced upon the sf 
face, r(u, v), and its principal normal, d?r/ds?, coincide with the normal, n, 


the surface. Its curvature then defines the curvature of the surface in t 
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lirection of the line. Since n (dr/ds) = 0, we find by differentiation: 


d ] ] 2 
d a dr aT 6 (18) 


FAs Parr tn 


ind therefore k = | (dn dr)/ds?|. Instead of using the absolute value, the follow- 
ng convention for the sign has been adopted: 


dn dr 
k= Se (19) 


hus, À is positive if the normal of the surface and the principal normal of the 
urve point into the same direction. Expressing dn, dr in terms of du, du we 


btaia 
dan =n, du + n, dv, (20) 


dr =r,du + r, dv. (21) 


ubstituting (20), (21) into (19) and using the abbreviations (14), (17), we find: 


L du? + 2 M du dv + N dv? 


RE die de 


(22) 


he maximum and minimum of %k represent the principal curvatures of the 
urface. To find the equation for these curvatures we observe that they equal 
he maximum and minimum of the expression 


L du? + 2 M du dv + N dv? 
nder the condition 
E du? + 2 F du dv + G dv? = constant. 


herefore, by LAGRANGE’S multiplier method, we have 
(L—AE)du+(M—AF)dv=0, (23) 
(M —AF) du + (N —2G) du —0. (24) 


“he eigenvectors (du, dv), of this system give the directions of the principal 
urvatures, and the eigenvalues of À determined by the equation 


VE Nia Gia ARE = 0 (25) 


ire the principal curvatures k,, ky. To prove this, multiply (23) by du, (24) 
vy dv, add and solve for A. From (25) follow VIETA’S relations 


| EN-2FM+GL 
hy = ky — PEC LI aa (26) 
[ LN— M? 
Ma las ae (27) 
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If, for a moment, the lines # = constant and v = constant are chosen a 
lines of principal curvature, F = 0, M = 0, or using (14) and (17): 


FPT Z1En, rn N. 


This means that r, and n, as well as r, and n, are parallel. Then the |: 
element (10) becomes: 


| dx|? =[|r,,|? + 2%]|r,]||n,| + w? |n,|?] du? 


+[|r.|? +2 @|r,| |n,| + w? |n,|?] dv? + dw? . 
The terms in w? can be neglected if 


h? |n,|?<2h|r,||n,|, 
that is if aN 
h€27 —2R, 
and similarly if di 
h<2R,, 


where R, and R, are the principal radii of curvature. This justifies the app 
imation (13). 


4. Deformation 


Let each point r(u,v) of the middle surface be displaced by a ve 
6r(u, v) (Figure 2). Consequently, each normal vector n of this surface wi 
transposed into a new normal n + 6n. Products of deformations will be ne; 
ted (for instance, from |n + 6n|=1 follows n ôn — 0). We assume 
during the deformation each point of the shell remains on its normal 
distance from the middle surface, however, may change from 


w to [l+e(u,v)]w, 


It will turn out that this lateral strain, ¢, is of no consequence. 
The point, defined by its coordinates u, v, w, therefore, is represented < 
the deformation by (Figure 2) 


x+ 6x=r+or+(1l+ew(n+ on). 
The metric tensor, giving the deformed linear element |d(x + 6x)|2 wil 


changed accordingly: 
e+döde f+ df £13 


f+0f g+dg £0 


3 


0813 


Ogre 1 + 6 
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r the various components we find 


Br oe +4 0k  PADU(LEPOL)N (Tre, 05 = WE, 


-ö6{=F-+öF-2w(M+ÖöM)(l+e), Ög,= we 
ge+ög=G+öG-2w(N +6N) (1+e), Ogg —2e. 


e quantities E + 6E, L + OL, etc. are obtained by applying equations (8) 
) and (17) to the vector r + or instead of r. 


) 


: bs 
Figure 2 


Displacement. 


To show that ¢ can be neglected everywhere but in 6g33, we use once more 
special coordinates for which F = M = 0. Let us consider the quantity de: 


de = 0E —2wdL—2wLe. 


: €, and e, denote the strains in the middle surface in the directions # and v 
pectively. Using a later result, namely ¢, = ÔE/2 E1), we may write de as 


be = 0E (1— wz - =) -2wöL. 
Ww 
€ = —p (6, + €) 
1 assuming 
[al 2 | €2| 


1) This expression actually equals €,. Since €, will be multiplied by w, the remaining part, 
; w, may be neglected as a second order term in w. 


[P VI/11 
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we obtain 
PESTE 
Thus 


| <2p and |w*| <2uh. 
LF 


€] | 


Therefore, de takes the form 
h 
de = 6E (1 -97)-2wL (8 <24), 


where R, = L/E is the principal curvature in the direction #. For thin sh 
by definition, h/R, is negligible, that is e is negligible in dc. In an analo; 
manner it can be shown that & is negligible in öf, dg, ög,, and 0853 so that 
metric tensor reduces to 


e+öe f+of De 


f+of g+ög RESTE 
|| 
0 0 1+2e| 


This form finally justifies the assumption of the plane state of stress. 
components of (29) now are simply 


e+ de=E+6E—2w(L'+6L), | 
f+éf=F+6F —2w(M+ 6M), 
g+ég=G4+6G—2w(N + EN). | 


This representation of the metric tensor holds also for large deflections 6r 
long as OE, OF, etc. are small. If they are not, the linear theory of elastic 
can no longer be applied. 

During the deformation the square of the linear element, ds — dx 
any point in the shell in any direction parallel to the middle surface (du, di 
will change to: 


(ds + dds)? = (e + de) du? + 2 (f + Of) du dv + (g + dg) dv? . | 
From this equation the strain: 
__ ods ( 
ire 


in the direction (du, dv, 0) is easily found to be 


de du? + 2 of du dv + og dv? 


1 
ae ae du? + 2f du du + gdv? ° ( 
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By the same reasoning as that used for the curvature, we obtain the equation 
for the principal elongations ¢, & 


(de — 2 €e) (6g — 28 8) — (6f —2ef)?=0 (34) 
and by VıETA’S relations: 
e og — 2f df + g de 2 
Ka CET er RE (85) 
Lie de og — Of? (36) 


TESTER 


5. The Components of Strain 


The expression (33) gives the strain at any point (u,v, w) in any given 
direction (du, dv) parallel to the stressfree middle surface. We shall choose in 
tach point of the shell orthogonal axes, p and g, parallel to the middle surface. 
With respect to these axes we shall express the components of the strain 


tensor: 
p» Ena 


(37) 


6 


Enq aa || 


"his reduced two-dimensional form is sufficient, since it completely determines 
the plane state of stress. Once the directions of the p- and g-axes are given in 
terms of increments (du, dv) the extensions e,, and &,, are readily expressed as 
the strains along the axes p and g. To find the distortions e,,, the strains are 
‘alculated along the axes of a new coordinate system x, v (Figure 3) which is 


Figure 3 
Coordinate transformation in a point P. 


164 ERICH S. WEIBEL 
rotated by — x/4 with respect to the (p, g)-system, so that: 


p ft dat 


| | x | 
= | 
ee V2 | 
| 2] = Le | y 
The old components in terms of the new ones are 
Epp pa 2 (Era + Spy) te Eny = ays Casa) 
> 1 1 
Epa aa ao) (Spa ony) 2 (CR) — Egy || 


in particular 
1 
Epa — 2 (Ey mn | 
To obtain symmetrical formulas we choose as x- and y-axes the E 


of the curvilinear axes, x, v. This defines also the p- and g-axes. The t 
mation between the w-, v- and the x-, y-axes is!): 


du | (2 Ve sind) (2 Ve cos 2) | | dx || 
aw | | (2Vesn#)" (2Vgess2)* || ay | 


where 


cosæ = fle g) 2, 


It is understood that the positive values of the roots are taken. Th 
element simply becomes: 


ds? = dx? + dy? 
The transformation (41) is a function of u, v, and w and is in general 


tegrable. This transformation makes it possible to express the direct 
the x- and y-axes in the variables u, v as follows: 


X-axis: { du, dv}, ı Let 
y-axis: { du, dv ie À { el pi ne 


The symbol & stands for ‘is proportional to’: we are only interested 


1) This transformation may be found analytically, or directly from Figure 3. 


Vol. VI, 1955 The Strains and the Energy in Thin Elastic Shells 165 


directions of the axes, not in the length of the vectors representing them. Using 
the inverse transformation of (38), namely: 


x 1 —1 p 


| 
Le | 
ly Vlr tied 


ogether with (41), we find also the directions of the p- and g-axes: 


b-axis: {du, dv}, & l a (cos 5 + sin” J, —g i? (cos 5 = sinS}}. (46) 
axis: { du, dv}, ~ le fe (cos 5 — sin 2), Du (cos 5 + sin“) (47) 


Ihe p- and g-directions can be brought into a more convenient form by using 
quation (42): 


du, dv}, = ae 2 [1 an (1 aS aes bite gt [1 ye (1 23 2 ner (48) 
du, dv), + le 1/2 [1 a (1 mee lle go [1 4 (1 = < Su (49) 


3y comparison of (48), (49) with (46), (47) for small values of f?/(e g) it follows 
hat [1+ (1 — f?/eg)'”)'? is always positive, whereas [1 — (1 — f?/eg)"?]12 
akes the sign of f. Upon substitution of the values of du, dv for the various 
lirections x, y, p, g, into the formula (33) for the strain, the following expres- 
ions for the strains in these directions are obtained: 


Rires) er lee 


Eon = 4 (eg — f2) aoe (50) 

ble Oe CT 28? Of tie tler = 
saad, Up haat om bia 
wk COIR We er Of reer le aya) (52) 
es 4(eg—f?) D. 
= Be = 8 Fe A € CL 9 il 53\ 
Re DER Le nee 

Jsing equation (40) we readily obtain the shear strain e,, 
_ _ f (efe)'* de — 2 (e g)'* of + f (e/g) dg ; 

pa “aay ee 
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VIETA’S relations (35), (36) provide a welcome means to check the s 
since they give the two invariants of the strain tensor: 


& + €9 = Epy + Eqa = Exa t+ Evyu» 


ae 2 2 
Ey €2 = Egy Egq Era = Ex Eyy — Exy» 


where 
+ 
Exy = 2 > = Gr) : 


e 


The components of the strain tensor as given by (52), (53), and (54) : 
yet in the required form. According to the program outlined in the introdi 
these strains must be linearized as indicated by equation (3). From (1 
(30) we obtain: 


de=0E—2w6L, df=dF—2wdM, Ôg=0G-2w0N. 


Substituting (15) and (55) for e, f, g, de, öf, dg into the expressions f 
strains, we arrive at functions in w; for instance (54) becomes: 


tpa=— + [(E-2w1)(C—-2wN)-(F-2wM)]! 
X{(F-2wM)(G—-2wN)P(E-2wL) ®(ÔE—-2wôL) 

—2(E—2wL)'” (G—2wN)'" (6F — 2w 6M) 

+ (F —2wM) (E-2wL)'” (G—2wN)*” (6G —2wdN)} 
Similar expressions are obtained for ¢,, &,,. From these expressions, the 
cients of the first two terms of their power series 

E=E—- xW 

have to be extracted. Since this process is rather lengthy and offers no p: 


lar interest, the results alone are given: 
The strains of the middle surface are: 


=; — GE (1+ TPE GA ZERO Be ze 
oe BG SE —, 
Ehe} F (G/E)}? 6E — 2(EG) 2 6F + F (E/G)2öG 

ii 4 (E Ge Ka 

Sr GÔE (1 — [1 — F2/E GP?) — 2 F6F + E6G(1+[1—F2?/E G]ıR) 
CLR" NA = — A Aal i IN 


4(EG- F?) 
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he additional curvatures!) are: 


, — — 2 (ky, + k,) Epp T 4 (E a F?) | 
ee Fan up MN 
le - 3) (1-42) a) | 67.1) 
+2(N6E+GéL)[1+(1- =e) | — 4 (M öF + F 6M) | 
+2 (L6G + EöN) [1 le] | 
Me — 2 (it À) Eng ] 
EE CAEN NM AA cee | 
AIG — F2) |" G (3 Mer 6) Ge | 
EL EN aa eels { (57.2) 
H2 5 +let2r El | 
OM us N\ 6F | 
on nn re cn | 
de 2 (Ry ae hy) aa ar 4 BES F?) | 
GME anion BENG LER N, 
x | cme aoe ered le list er ie 
5 e le 
+2(LöG + Eon) [1 + (1 sc) | en | 
No Con B=(-2)1 | 


The terms proportional to (k, + k,)1) in the equations (57) arise from the 
earization of the denominator (eg — f?): 


1 1 EN-FMHGL 
be he IRS [ | 


ich by (26) reduces to: 


(eg—f*)-1=(EG FAN 2.0 (hy + 2,)]. 


The equations (56) to (57) give the desired strains and additional curva- 
es due to deformation as functions of the displacement 6r, since all quanti- 
> OE, OL, etc. are functions of ôr. The formulas are simplified considerably 


1) See last paragraph of this section, page 168. 
2) These are the terms which are neglected by A. E. H. Love, S. TIMOSHENKO; see introduction. 
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if the system of coordinates on the surface is rectangular; then F=0 
addition, the coordinate lines are chosen to be the lines of principal curve 
M will disappear. Two important special cases are listed below. 

(a) Lines of Principal Curvatures as Coordinate Lines. F = M = 0 


a oF e dG . 


EN es ee ae Ge 
; Sy LUE ee ôN NOG 
CRE Zi Up aca (ae ar Fer | 


6M 1 & a OF | 
VEG oy aie AG VEG 


~pa 


(b) Average Curvature ky + Rs = 0, Orthogonal lines of Zero Curvature 
coordinate Lines. F = 0, L= N=0 


7 EU oF 3 OG . 
man meh 
ÖL M ON M 
oe ee) ae CI ol | 


ôM__1 M (0% „JE 
VEG Se VER AGI Ey 


pa 


It may be noted that in the first case x, ,, z,, and in the second case x, , ' 
expressed as total differentials: 
R ib 
(a) App =O, = dk, aa = OG = Oke. 


M 


(b) x en 
VEG 


“ap 
Only in these instances the x’s merit their name ‘additional curvature’. 


Appendix 


Although we do not make use of the stresses, stress-resultants and 
couples, these quantities will be given here. According to the wellknow 
tions between stress and strain we find from equation (3): 


y 


Opp = RS (Es ra u) He je» (Ko, mau Xaa) > 
i'd a en dé 
oz we (Gag + MEpy) — À 1— (Ka + ft %pz) » 
hope: eee =: Mg 
Ppa he ae Epa & ge err. “pq * 
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ff By definition!) the stress-resultants and the stress-couples are given by 
tt 


LN a = / Op, 40, M,,=——M,,=— | Op Ww dw, 


— h = 
+h h 
KE | Out Myq = — | 04, ® dw , 
h N 
ih th 
Ko = Kap = | 0,00; MS = | Opp % dw 


Ihe = Er (Ep» + U €gq) (normal force), 
= ZIG 2 
A | (E1a + Lt Ep») (normal force), 
- DE = 
en itp ive Ke (shear force). 
The stress-couples 
PRRSDY RE x 
Mop SU + y) “ve —M,, (twisting moment), 
DRS N . 
Mr 3U — 2) (%qq + HM %py) (bending moment), 
ONE : 
M,» = — 302) (%pp + 4%.) (bending moment). 


(hus the stresses, stress-resultants and stress-couples are expressed in terms 
wf the strains of the middle surface and of the additional curvatures. The 
lames customarily used for these quantities are indicated in the parenthesis. 


Part II: APPLICATIONS 
1. Plate in Oblique Rectilinear Coordinates 


Although this simple case can easily by treated in a conventional manner [5] 
t will serve here as an illustration of the method. 

Let the vectors i,j, R denote the basis of a cartesian coordinate system 
Figure 4). The (i, j)-plane which shall be the middle surface of the plate can 


1) A.E.H. Love, 1. c., page 461. 
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be represented parametrically by the vector 


r=(uw+vcosa)i+vsinaj, 
or symbolically 
r={u+vcosa, vsina, 0} \ 


Here the parameters u and v are oblique coordinates in the middle plane ot 
shell. 


Figure 4 


Oblique coordinates for plate. 


If only deflections, ©, normal to the plate are considered, the displacem 
field takes the form: 
or ={0, 0, C(u, v) }, 


so that for the deformed middle surface this representation holds: 
r+ 6r={u+vcosa, vsin«, Cm, v) }. 


The functions E + 6E, ... are calculated by applying the formulas (I. 8, 
on r + or. The tangent vectors are: 


(r+ or), ={1, OFC, tremors ={cosa, sina, ¢,}. 


Neglecting quadratic terms in the displacement we find: 


E+6E=1. 
Since 
O20.) foren 
we have 
Ee Or Oe 
Similarly 


F=cosa, 6F=0, G=1, ec 
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The formulas (I. 56) show that €, » = &,, = &;_ = 0. The deformation, therefore, 
s free of extension. The normal of the middle surface is parallel to the cross- 
product of the tangent vectors: 


n+on=A(r-+ 6r), x (r+ Or), 
= Asina{—¢,, — (sina)-1 6, + ctga ¢,, Lite 


he multiplier A is determined by the condition |n + ôn| — 1: To the first 
rder in the displacement, A sin « must equal 1. 
Next we find the second partial derivatives of the vector r + or: 


(7 Ze OP) uy ={0, 0, he 
(7+ ér),, ={ 0, 0, ae 
(r + ör),. ={0, 0, ee 


‘ormulas (I. 17) yield L + 6L = (n+ ön) (r + ör), 
ince ÔL = 0 for € = 0, we infer 


L= 0, öL= oy u 


u— Suu: 


ad similarly 
M z= OW OM Gigs NEN, ON ACY. 


pplying the formulas (I. 57) we obtain the curvatures: 


1 + sin « A 1—sina . COSI: 
on = an | Sse Sn — = ue 
DD 2ESTne er 2sin2a >®® Sa ng 
1 = COS & n = 
ne = Gare bus Ze (Cau + Con) 
Og sin?a >4® Pings a 
1+ sine . 1—sine „ GOS a: 
zx — IS CRETE 1 { nl = > a. [ ” an 5 + 
aa 2sin2a °°? 2sin?x uu Sina ame 


abstituting these expressions into equation (I, 4) we arrive at the potential 
lergy per unit surface of the plate: 
Vi an 
Sue We ner 


(1 — u) 
lee Sn Coy — 2 cosa en Alt De a ase sa Gi Sy Ah 


his energy density is identical with the one found by H. Favre [5] by means 
' a coordinate transformation. 
2. Cylindrical Shell 


The middle surface of a cylindrical shell of radius, a, can be represented 
arametrically as follows: 


r—acospi+ asingj +zk={acosg, a sin, z}, 
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where g and z are the surface parameters. Let the displacement of a 
the middle surface be described by the vector 


ör u cosy — 7 sing, Ë sing + 7 COSY, Che 


where &,n, © are the normal, azimuthal and longitudinal component 
displacement. The vector 


r+ör={(a+&)cosp — nsing, (a + Ë) sing + 9 cosy, z+ ¢ 


represents the deformed middle surface. Putting a + & = y, the first det 
become: 


(rons ={ (7, — 9) cosp — (7 + y,) sing, (r + 4.) cosp + (7, — 7) siz 
(r+ or), = { 7, COSY — M, SING, 7, Sing + 7, cos@, 1 + Ge 
The second derivatives are: 


eq ={ (oe a Sas 2 No) cosp — (oo ee Ts sing , 

Ge minor mar) 
(Pa örn = { (2 — Nz) COSY — (re + M2) SING, (r + Nz) COSY 
ANS a 


(r+ ör),. = (m COSY — Hz NY, Fra SINY' + Hz, COS 9, ey 


’ 22 


Ihe various scalar products which now have to be formed are e 
invariant under a change of the origin of @, that is under the transfo 


P=P+%, Org’, 2) = Ôr(p, 2). 


Therefore, we may put y — 0 and thus considerably simplify the a 
operations. 
We find according to equations (I. 14) 


(rt Orly = E LEE Bae ae) tee 
Retaining only the terms which are linear in the displacement, we at 
E+ dF = a? +2 aë/+ 2an,- 


Similarly 


EI OF ante G+ d6G=1+4+2€. 


on 
Hence 


E=a?, 6E- Za(Ë£+n,), F = 0, OF = amt Ge CREME 
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> normal becomes after normalizing and linearizing: 


| 


n — € £ 
PES: ne 


ee 
ti a 
plying the formulas (I. 17) we find: 


eee aoe POM eee LE SN a ee 


ECC 
PET JE sou ie 
M = 0 4 0M = Gaz "Nez> 
N=0, 6N=é, 


v the formulas (I. 56a) can be used to obtain the strains 


i cen Scheie! an 9: ON anf 
en Dorn 


the formulas (I. 57a) furnish the additional curvatures: 


He et en Sr Ne Ip BE. 
#pg — 2 » Age AR NU Hz = San - 


For displacements which produce no strain in the middle surface, 


fog pre Eee — 0 
lires 
a == Cp LE = 
oe Ng > Nez art 3039 sz 0 
therefore 


ng = pete = See Te Mig = LE rel 

se formulas are identical with those found in Literature (e.g. A.E.H.Love, 
Article 319). 

n the general case, however, there is a discrepancy which is to be expected 

> previous authors neglected the influence of the strain in the middle sur- 
on the curvature. A.E.H.Love gives (l.c., Article 334) for the additional 


ature the expressions (in our notation): 


ur © S99 "Mp nt bon N MR RE 
Ayg ere: ; Koz ia =) Hz = Sanz > 
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If we form the differences x — x’, we find indeed, 


, E+ a) 7 1] f Sg 
I gy Bg gs ren Mn 


that is, the differences are proportional to the strains of the middle su: 
(Since À, = 0, x,, = x;.). We can illustrate very clearly the effect of negle 
the strains in two simple examples. 


(1); Let = constant um =< — 0, 
Our equations give 


€ —= 


Er Je 
pq ae & 


Standard textbooks give the same except for x 


It is quite clear that a dilation, é, of a cylinder changes its radius and ther 
its curvature, so that %,, Must not vanish. 


2) Let SWiK, = (6 — (0) 
N (2 


Our equations give 


Mi 


b 
99 — q 0859, Op ==, A, = =. = D: 


Standard textbooks give the same except for x,,: 


0 
oq 


= ae cosy . 

2 
It is evident that there cannot be a change of curvature associated witl 
assumed displacement and %»q Should be zero. 

It is true, however, that the terms discussed here are usually insignif 
in their contribution to the potential energy. 


3. Helical Shell 


The middle surface of this shell is generated by a straight line, norm 
a fixed axis, which rotates about the axis as it progresses along the axis 
angular rotation being proportional to the axial displacement (Figure 5). 
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parametric representation of the surface is: 


p= F008 A i+xsin - Jivk= 2 cos 2 y 32.800 A 5 y| (1) 
x and y being the parameters. The lines y = constant are straight, representing 
the generatrix in different positions. The lines x = constant are coaxial helices. 
The distance 2 a, known as the pitch, represents the displacement of the 
generatrix for one revolution. For instance, the middle surface of a propeller 


blade may be a section of such a helical surface (Figure 7). 


Figure 5 


Coordinate systems used for helical shell. 
The general displacement ôr of the shell shall be defined by the three 
unctions &(x,y), n(x, y), C(x, y): 
or=e,fé+eyn+e,C, (2) 


vhere e,, e,, e, stand for the unit orthogonal vectors 


e, = | cos, sin”, ol, 
e,—=| - sin, cos, o}, (3) 


e,={0, 0, 1}=R, 
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In terms of these unit vectors, the deformed surface is given by 
r+ or = (x + é)e, te +(y+ie. 
The tangent vectors are (parameters as indices denote differentiation) : 


(r= or), = (1 ise) e + Nz © + ne, 
i é 1] ni E = 
(r + or), = (és 2) e + In. + HS =} e + (1+ ¢,) es. 
Here use has been made of the identities 


Oe, _ 1 2 Oe, ak 
Oy GP iy a ES 


From equation (5), (6) using (I, 14) one obtains: 


E=1, F=0, G=1+ (4) 
and 


a 1 
OF |X CS LC 


öG 


I 


2 [em Stan] 


In general the bending energy in thin shells, being proportional to 43, is m 
smaller than the extensional energy which is proportional to 4. Thus the 1 
damental mode of vibration will, in general, be a pure bending model), 
shall therefore first investigate inextensional displacements by imposing 
conditions ÖE = ÔF = 6G = 0: 


EN). 
a) nr Gun) | 

x & = 
a mo | 


The general solution of this linear system may be obtained in the follow 
way: Differentiation of (11) with respect to x, according to (10), leads 


se ia (0) - ( 


Since singularities on the axis (x = 0), cannot be tolerated, the functions | 


1) Lord Rayreıcn, 1. c., Article 235b. 
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in be represented by their power series in x 


fe > VA(y) +7, (14) 
= 3 WA) oe (15) 


ibstituting these series into equation (13) yields: 


oo 


D: V„n (mw — 1) 14 Oy GANT SEEN UE 


erefore, Vo, V1, Wo, W,, remain undetermined, but W, = 0 and 


1 n — 1 
EEE as = ( 
Wee = Ve: joe 24 (16) 
wus the two functions take the forms: 
n=A+Bx+ RATE (17) 

2 n—2 
An oh po 4 7 N (| 
CET DE z > V,-1(y) an (18) 


ere A, B,C, D, V, (n = 2) are still undetermined functions of y. After 
bstitution of these expressions into equations (11) and (12), we solve them 
ré, and é: 4 

Ren (19) 


u a 


Ure 
| 
| 


oo 
a? 2 
= C, + a (4, + a D,) + a B, x + all), Seer 


nee, according to (10), € is independent of x, C,, B, and (V,), (7 = 2) must 
zero, that is: C, B, V, (n Z 2) are constants and 


nt De (20) 


A 
Fi ER (21) 
m the last two equations one derives: 
tS 
Sp ey ee (22) 
& ve 2 
fa eae a Ay. (23) 


P VI/12 
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Let ®(y) be an arbitrary function and put 


the prime denoting differentiation d/dy. Upon integration of (22) a1 
obtain: 


A= +, 
a? 
RATE RA 


a 


The substitution of (25) and (26) into equation (19) shows that the it 
constants x, 8 must be equal, so that they may be absorbed into the ft 
This disposes of that part of the solution which is linear in x. Now co 
part involving the series. To satisfy (16), we put: 


V, = — Any (1 ic 1) , 
Waa Ann 2 


where the A, are the coefficients of the power series of some regular 
oo 
Aa > AE 
0 


It is easily seen that the IV’, are the negative coefficients of the serie 
while the W, are obtained as coefficients of x? d(F(x)/x?)/dx. Ther 
following representation holds: 


where 


in order to obtain the correct lower summation limits. (The prime is 
subsequently used to denote differentiation of any function of one: 
Thus /(x) may be any regular function for which 


f"(0) = f'(0) = (0) =0. 
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nbling the quantities given by (25), (26), (29), and (30), the solution (17), 
ppears in the final form: 


E=-—@’, (32) 
= (0° =) H-Bx-f, (33) 
(+ Bh ca (hy, a4) 


(y) and f(x) are arbitrary functions. 

/ does not satisfy the conditions (31) but only the one that f(x) be regular 
— 0, the equations (32) to (34) still give a valid solution. However, the 
in / may then also contain the linear functions provided already by the 
parts of the solution, so that all the terms are not necessarily independent. 


stance, choosing 


f= 2a C4 APES BYR E = B = C0, 


A*, B*, C* are constants, the solution becomes: 


E=0, 47=A*+ Bx, C=Cr+ A*Ÿ. 


a 


is the same as if one took: 
De A* at Vb BE CO f= 0: 


e solution (32) to (34) represents all displacements which result in pure 
ig. They must contain the trivial cases of rigid translation and rigid 
on. Let us check some special cases: 

anslation along the k-axis: 


Bann 
ion about the R-axis: 
CCE 7 =O, IS) 


ation normal to the R-axis: 


B=C=f=0, @satisfying D" + = =, 


on about the f-axis: 


B=C=f=0, =? sn? +cos”. 
a a 


AA 
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We proceed to calculate the additional curvatures associated wit! 
displacements (32) to (34). Since rigid displacements which produce no s 
offer no interest, we put B= C — 0. The tangent vectors and the n« 
vector for the deformed surface must now be found. The tangent vecto 
and (6) become: 


(r + ôr), =e, — fe, + - (o" + <) += }" = r] e,, 
(r+ or), = [- = (o" D =) ei = A Crt | (o" =) “| e, | 
prise. | 


The normal is given by equation (I, 16): 
n+ ön=|(r + or), x (r+ ôr),][(E + dE) (G + 6G) — (F + öF)?] À. 
The displacements considered are free of extension; therefore, 


00 0G = 40: 


Retaining only linear terms in the functions ®, / we have: 


n + ön — [-(0+ 4) 7" + af - 4 (9+ Sle, 


The second derivatives of the vector r + ör appear as: 


2 


(r ae Lalas = u e + FR pe e;, 


17 t 1 1 ® \’ 
(r Ze On) as, = 7 Î e + Fi e + A (CA + =) e;, 
ls ee d? 112 
FOr = Fe es [ad etl ce | 
x FR 2 
Euer (2 À “| es | 


Now equations (1,17) can be used to give the functions L+ 6L, M + 6M, N-4 
All terms of second order in ®(y) and f(x) are neglected. The terms containi 
or f as a factor represent the increments ÖL, 6M, ON, so that L, 6L, M, 
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|, ON can be found individually: 


L=0, M=-—(a?+ x?) 12 N=0, (42) 


Le (1 en in i", 0M=0, | 


x2\1/2 d? ib Ae 1 (43) 
(or ern]. | 


quations (42) express that the parameter lines are not lines of principal curva- 
re, but rather the lines of zero curvature. From equations (I. 575) the addi- 
onal curvatures are obtained. 


x?\-1/2 d2 1 Se 1 2 ; i (44) 
lt) Kata) Ptaer-n]. | 


If a increases indefinitely, the helical surface becomes a plane. Making the 
bstitutions : 


ler 0 >98, (45) 
d letting a > co, the additional curvatures become: 
Has = 1", %ey=0, y =D", (46) 
ule the displacement is simplified to: 
E=0, n=—f(x)-®y), C=0. (47) 


This displacement is normal to the plane, as expected, and for the curva- 
res the familiar second derivatives of the displacement are obtained. Equa- 
ms (47) do not represent the most general extension-free displacement of a 
ite, since the strong restraints imposed by the helical shape of the shell do 
t gradually relax; they persist, regardless how large a is made. 

This limiting process suggests that for a long narrow shell extending along 
> k-axis (Figure 6) the function ®(y) will suffice to express its bending. On 
> other hand, the function f(x) will describe the bending of a shell which 
tends far along a generatrix (y = constant) of the helical surface such as a 
opeller blade (Figure 7). 

According to (I.4) the energy of bending per unit surface in the first case 
iell extended mainly along axis, Figure 6) is: 


15 a= | Fre Gy: + at 2]. (48) 
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Now let the function ® be not only dependent on vy but also on the time, f, 1 
denote the derivatives by: E 
0 5; 0b 


Yi = Dee 


Figure 6 


Helical middle surface. 


Then the kinetic energy per unit surface according to (I.1) and (32) to ( 
becomes: j 


oh 
a? 


T = 


f , 1 : MN D 2 a LR „ ® 2 i 
[4 ©)? + a? (@ - +) +22 (® ae ( 

In the case of a propeller blade, extending mainly along a generat): 
(Figure 7) we describe the bending by the function f(x) only: 


af’ — 2f 
ee 


E=0, men €= 


Here the potential energy per unit surface becomes: 


4 TR I 1 7 7 112 
bare large let Baer 2: 


—2(1- uf” Ge | 


nn 
Oo 
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1fd the kinetic energy appears as: 


T= oh |: + lee Su 


a? 


Figure 7 


Propeller blade with helical middle surface. 


is the potential and kinetic energies are given for both cases in terms of one 
itrary function which describes the displacement. Together with suitable 
ematic boundary conditions these energy-expressions define completely 
mechanical system. 
Let us briefly discuss a numerical example. Consider the helical shell of 
stant width (Figure 6), which is built in at both straight edges (y = + /) 
free at the helical edges (x = + b). We wish to find the fundamental 
ural frequency as a function of the angle, 2@, between top and bottom 
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edge. Clearly 


The end conditions are: 


Therefore we have 


and 
On HEC EE MN 
re ae for alxandy=-+#/, 
or 
On Oc 


Let us first assume pure bending as described by equations (32) tc 
B=C=f= 0. Equations (52) and (53) then require 


CDF =O WD" — N), or P= Jb). 


Since there are already eight kinematic boundary conditions there 
dynamic ones. As 4 > © and q +0 the shell becomes a flat pla 
deflection is essentially given by 7 = ®”. From the conditions (54) f 
applying twice the mean value theorem, that ®” has at least two zer 
— l and /*). The fundamental mode of the shell will therefore not c 
the fundamental mode of the plate (nor to any other as can be show 

This discontinuity stems from the condition of pure bending &,, =, 
For a deflection corresponding to the fundamental mode of the plate, 
surface of the helical shell experiences shear strains, ¢,,, proporti 
angle œ, as will be shown below. Such strains, however, have beer 
through the conditions (10), (11), and (12) of inextension. 

The extensional energy associated with this strain disappears cor 
as g tends to zero, thus rendering the argument for pure bendit 
Physically speaking the condition of inextension is not an exact on 
by the equations (10), (11), and (12), but is approximately impos 
generally high energy associated with extension?). As @ tends to 
physical constraint gradually relaxes unlike the mathematical condi 
(11), and (12). 

To represent this situation we have to give the system more fi 
introducing a new coordinate of configuration. The bending of the 


1) This would not be true, if the shell were clamped at only one straight edge 
apply only to y = — land D" could be made to have no zeros between — land. 
2) Lord Ray rian, 1. c., Article 235b. 
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be described by 7 = — H(y), £ = £ = 0. If we make the assumption that 
à slightly twisted plate the displacement is still normal to its middle 
ce, we are led to 

i 
a 


f=0, 9=-H, t= 2H. 


rimposing this displacement onto the inextensional one we arrive at 


2 A i D eu. # [pr ® 
f=’, y= —(® —qr tH), ¢=4(6"+ +H). (55) 
o make ®(y) and H(y) independent, we require that they satisfy indivi- 
y the boundary conditions (51). Thus we find 


Jel Tel =, ie “Wa Jay (56) 


undary condition for H, (54) remaining valid. 

s will be seen later, H will describe the deflection for small angles, whereas 
«es over for large ones. In the transition both contribute significantly to 
leflection. 

he next step is to derive in much the same way as before the quantities 
F, 0G, and 6L, 6M, oN. Then applying equations (I. 56b) and (I. 57b) 
nd the strains: 


Eva = 05 Bey = (1+ 


x? 
a? 


-12 H = 
= € —( 
) a’ yy 


dditional curvatures 


2 Hay —0, 


Huy = (1+ =)" (= one | 


a? 2 
erms containing H/a? in the additional curvatures will be neglected, since 
lergy arising from them is about y? h?//? times smaller than the energy 


g from shear. Substituting these values into equations (I.4) and (I. 5) 
1d 


+1 +b 
NI et 50 1 TE 
Em =) [liege Ira a 
—l -—b 
Y h? 1 d? 1 \2 „2 
tous Ter [lage tae) O42] 45, 


dS =VE G— F? dx dy = = + (=) dx dy. 


186 Erıch S. WEIBEL 
Making the substitutions 

H=IK, BERRY y=1 6, 
the potential energy can be given the form 


ne as | 
bu-ne ku leere, | 


where 


Indicating the time derivative by a dot, we obtain from (I.1) and (55) 
kinetic energy 


+1 
Bu = onor |p (2) Le — 9° + K)2 +4 92 (W)?] ap 


-1 


ef] 


| 


x 


B(x) = =/ + 02)! do, 
0 


where 


Cane =) (1 + 02)! do. 


0 


The energy functions (57) and (59) allow the application of the Rayle 
Ritz method to compute approximately the fundamental frequency, v 
various angles 9. To make the problem definite the following ratios have t 
chosen: 


I 
=4, i u= 0:3. 


For the functions Y and K the simplest polynominals, satisfying the bound 
conditions (54) and (56) were taken 


W =A, (821), K=2, (ij. 
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us the variational problem is reduced to a minimum problem in two variables 
A, (with a auxiliary condition). 

The accuracy of the frequency depends on how good a guess is made on 

shape of the functions Y and K. Using more than two indeterminate 
riables would improve the results, but the numerical labor involved already 
the two-term approximation discourages any such attempt. Automatic 
aputation is the only answer to the demand for greater accuracy. 

The behavior of the solution shown in Figure 8 is easily understood by 
mining the characteristic equation and its dependence on g. For sinusoidal 
tion of the frequency, », the maximum energies will be of the form 

7 h3 2 

ot max "7 3 7 78 [Ms À + 2 Van À À + (vy + gy? te Vg) a], | 


mmar = QHD (27) [TX + 2 Try A, Ay + To 4], 


| 
| 
| 
| 


FREQUENCY 7/4 


ie} 30 60 90 120 150 180 210 240 270 
ANGLE, 9, IN DEGREES 


Figure 8 
Resonance frequency v, versus twisting angle, 2 2 
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with V,, and T;,, depending on y. Using the abbreviation 


7-4 | née 
70 27 3 (1— x?) 0 12 


the characteristic equation may be written as follows: 


0 / 


| Vig (>) Fraise + To 
| 


(in, Wine, 

Its solution is represented as a solid line in Figure 8, which shows the rs 
v/v, as a function of @. (More points of the frequency curve beyond 180° h 
been computed indicating an increase in frequency for larger y values; howe} 
it is doubtful whether the function Ÿ for these values of p still gives a. 
approximation to the true deflection, so that the v/v) values may become 
creasingly inaccurate.) 

To obtain a clear understanding of Figure 8 we observe that equation ( 
has the form of the characteristic equation of two coupled oscillators, wh 
masses, spring and coupling constants are functions of p. Oscillator 1 represe 
the extension free bending generated by Ÿ, while oscillator 2 represents | 
deflection normal to the shell described by K, which gives rise to bend 
energy V5 and extensional energy @? (J2/h®) Vi), 

Let us, for a moment, consider the oscillators decoupled and let » and 
be their individual frequencies. If either of the two becomes very much lar 
than the other, the fundamental frequency of the coupled system x 
approximate the lower of the two. 

If the shell were infinitely stiff against extension (Vi) — oo) its fundamen 
frequency would be given by 


which is represented as a dotted line in Figure 8. 

For small angles, g<hAi/l, the spring constant Vi, is much larger th 
V2 + 92 (12/h?) VO, since the elastic line has two nodes for inextensiol 
bending (page 53) but none for the deflection K. Therefore the shell v 
vibrate in the mode given by K at the frequency 


As @ tends to zero the continuous approach to the correct frequency is ensur 
since K describes the fundamental mode of the flat plate. For increasing  t 
stiffness against extension VY? v2 12h? grows rapidly (l2/h? = 130,000) a 
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thout limit. This causes »X to rise sharply. As vg becomes comparable to 
» both modes, Y and K are simultaneously excited and » passes through a 
aximum. For large angles, >hj/l, the extensional energy becomes so 
ge that vx >», so that » approaches Pe. 

The transitional interval is centered around an angle which is roughly 
‘oportional to h/l. As h tends to zero the shell becomes inextensible, but it 
ains its bending modes, if in the limit », is kept constant. 

Figure 8 clearly illustrates the effect of the competition between extensional 
d inextensional displacements for minimizing the total potential energy. 
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Zusammenfassung 


m ersten Teil (I) werden Formeln entwickelt, welche die kinetische und poten- 
Bile Energie dünner Schalen beliebiger Form explizit als Funktion eines belie- 
en Verschiebungsfeldes ausdrücken. Dies geschieht auf rein analytische Weise 
1e Zuhilfenahme geometrischer Darstellungen einzelner Schalenelemente. Von 
onderem Wert für viele Anwendungen ist es, dass vollständige Freiheit in der 
ıhl der Flächenkoordinaten besteht. 

Im zweiten Teil (II) wird zunächst die Anwendung der Theorie auf zwei 
xannte Beispiele gezeigt: 1. Platte in schiefwinkligen Koordinaten, 2. zylin- 
sche Schale. Als neues Beispiel wird 3. die schraubenflächige Schale eingehend 
handelt. Für einen besonderen Einspannungsfall wird die Frequenz der Grund- 
wingung als Funktion der Verwindung angenähert numerisch berechnet. 
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On the Theory of Disc-Loaded Waveguide 


By HEINRICH DERFLER, Zürich!) 


8 1. Introduction 


An electromagnetic difference-equation of importance in the theo 
traveling-wave tubes was established in a preceding paper [1]?). The param 
of this equation were derived from a variational principle resulting fron 
Maxwell-Lorentz field theory. Periodical structures of cylindrical symr 
were considered in general. It is the purpose of this paper to apply : 
methods to a special structure and to calculate explicitely the related ] 
meters. The theory of the disc-loaded waveguide was considered before it 
literature [2], [3], but little care was taken to the effect of wall thickness. | 
this is closely related to the problem of maximum energy interchange wit 
electron beam it will be considered in detail here. In addition the conce 
coupling impedance will be criticized. The notations of [1] will be used her: 
(1)-(24) refer to equations used in that paper. 


§ 2. The Evaluation of the Admittance Function 


The admittance function G() was defined by 


+D/2 +D/2 
| eZ, 2.0) EX(Z) EG) 421421 
2nßA -Dyp -Dp 
GI) a : +D/2 +DJ2 
E*(Z) E(Z’) dZ dZ’ 
-Dj2 -Dj2 


The kernel related to the disc-loaded waveguide is by (6) and (9): 


: be Pte oN Ome, lil bin A) Val eee te) Ze 
CPE RES Join A) Yolım B) — Jotlin B) Yo(Un A) 


Z 1 VA 1 
x COSN TT (5 ae 3) cosn T (5 + 3) 
y Alm A) 1170 2nn+ 0 
2 RE Noa CRE es 


1) Institut für Hochfrequenztechnik der ETH. Paper supported by aresearch fellowship 
Battelle Memorial Institute. 
*) Numbers in brackets refer to References, page 206. 
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unce the problem was shown to be stationary with respect to small variations 
E(Z) a suitable approximation will be taken as E(Z). Such an estimation is 
uggested by electrostatics in the following form: 


E(Z)=C,+C,[1-(42)]° 1z1<2. (26) 


| 
), should be chosen such that E(Z) is correct near the edges R= A, Z=+D/2 
{ the slots. It may be shown by the methods of conformal mapping [4, page 325] 
hat near a right angular corner C, = 1/3. This value would lead us to Bessel 
enctions of the fractional order 1/6. Since tables of these functions are not 
vailable at present we choose C; = 1/2 which is the correct value near a 
nife edge. Hence 


2 Z\2)-12 D i 
E(Z) = E(0) [1 - (=) | Ze. (27) 
Ve have to evaluate the following integrals [5, page 151] 
-Dj2 
[az E(2) cosn a (5 +) = EO) 2 Jimx) (-1)", m= 2m, 
Dj2 
= 0) n=2m+1, ' (28) 
+D/2 
Paz E(Z) expiZ2"%** _ pq) 22 hi 2 D). 


I 
troducing these and (25) into (15) gives: 

6) = BA { 2m ABA) YılB B) — J{(B B) Yı(ß A) 
CL BD BA) V8 B) — JolB B) Yı(ß A) 


Pepe > Tanz) Jon A) A an B) — Jo(Hen B) HY (Un A) 


Mon D Jo(Heon A) 0 (Hon B) CEA Jo( Hon B) AY (lon A) 


n=1 


225. Ind) Fe Oa 


AE 0) 21 (29) 
»w we make the practical assumptions: 
2nd d 
BD=——" <2n, re. (30) 


nce b > a this yields the following approximations 


ET Bon dr : 
an A = pA V1 — (242) æi Ti n>0, 


HN TD 1 (TT) mi n>0 , 


nk DD 1- (Gy) zi2nn 1-0. 


ater 
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From the asymptotic representations of Bessel functions [5, page 137] we he 
n>0 : 

Jon 4) AY Hon B) — JolHen B) AW (Hon A) Ro 

Joan A) HY (Han B) = Joan B) AY (ten A) — — <2n 
hence: 

4 + | Jé(n x) h Jon A) HY (Mon B) a Jo(Hon B) AY) (Men A) 
tan D Jon A) HV (Hon B) — Solan B) HV (Han A) | 


a 2 5 ees | 


Using the abbreviations 


29 27 ad 
pe = = 0 It a ee 


~ | 
Ste mène orale ane SRE 6t 7 


and introducing 


A = 4 V8 - (ES a VE (n+2)2, 
nt = L |B LT 224 (2) = +a 


as well as the approximation (31) into (29) gives 


E | 8x Ji) Yo(x bja) — (#bja) (4 


Sr AGY hey) Jè(n + 29) |. 


N=— X Val (n + 2? | 


Go) = | =. Aa) (x bla) — Jolx bla) Yıla) 2 je ê 


Finally the admittance function may be written in the form 


eT ee ee eee ees DY Panel Se ey DORT ce ve 


G0) = 4 | RES (x à | 


where by definition 


4 
" 
3 
2 


R(x) = 1. AU) Yolx bla) = (x bla) Yıla) 
Tr (A Vol bla) — (x bla) VA ' 


Sa, 2) = F MeV Mle) 


QT Je (2 7) 
oo EEE — (n+ 2)? Som nee ; 


n 
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he function R(x) is readily computed from tables [5], but the series in S(x, 2) 
onverge rather slow. A series transformation will be applied to represent the 
esult in a form which is more convenient for computation. 


$ 3. The Transformation of S(x, z) 


KUMMER'S transformation of infinite series will now be applied to S(x, 2). 
“he idea is to substract a series the terms of which are asymptotically propor- 
ional to those of S(x, z) and to add again their sum. Using the asymptotic 
presentation of the Bessel Functions [5, page 137] we have 


WAC: VV Jolo Vy) 1 


V(%/a)® — (m+ 2)? 


Jin + z 3) = O(n-1) [n| +oo. 


Jence (35) will be written in the form 


+ CO ee 5 = 
s(x, 2) 3 | eV REV) = 


| xa)? — (n + 2)? [n+ 2] 

V(x n i 
> Jn+ 2 8) : Jin x) | 
a Im +] | == : N 


1 fact the terms of the first series decrease as 0(n-3) which is suitable for com- 
utation. If the sum of the last two series were known, the problem would be 
ved. Again these series converge rather slow and another transformation is 
ecessary to prepare them for computation. This will now be done by means 
f the Mellin-inversion formulae. From [7, page 198] we have 

R+100 


Ra=,- ii zz) TS TU) xs ds 0<R<1. 
ie 


eplacing s > s — 1 and x > xd gives 


2 
Ba GNT 


ne ee, Se 


PT Is re re DE tis, d ds 1<k<2. 
h—Yoo (37) 
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To save writing we put the integrand of (37) 


19-5 (5) (5) re-9 1-435 


*) 262). 

This is a meromorph function the poles of which are located at 
s=i, L=2n nm an #04 

The corresponding residues are 


Res I) = In(5) —y — yz-1), 


dr Er n>0, 
Res Ze) = (13 (©) en u à 
=1-2n - TS (x + 1) lo =1, 
h —1)* 12\2n-ı PM» —-1/2) , 
Res Is)= Se (5) Ten C2n,2) n>0. 
These will be used to evaluate (37) by means of CaucHY’s theorem. : 


Extending the path of integration to the left half plane vields (Figure DE 
R+ 00 37/2 


1 ~ 
or / I(s) ds — Res I(s) =P Res I(s) — 


Er er dg : 


a2 


2N-1<r<2N# 


It can be shown, using STIRLING’s formula for Ts) (8, page 279] and HERMITI 
formula for ¢(s, z) [8, page 270] that the last term vanishes if N + co. Hen 
by (39), (38) and (37) 


= o (2 + 2 8) 
SEEN — in (3) y - ye-1) 
an I'(2n) T(2n+ 1) 
+3 (1 a: >) I4(n + 1) Pan) 
O< 214 


Replacing z > 1 — z and adding to (40) gives 


Jè(n =z 6) 2 
Par — =2In (5) — 2 y(z — 1) — y(—2) 


m= —cO 


= n-1(9\2n I(2n) T(2n+ 1) 
+23 (-1)"-1 (5) Pare reed 
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ow from STIRLING’s formula and from | P,,,(z)| < 4/(2x)2" 


En T(2n) T(2n + 1) 
2) I*(n + 1) 


hus (41) converges if # < x and the new series is usefull for computation if 
ae 


Im 8 


INK 


N 


DME AA VS 


N 


GE 


2% 
7 
GY 
99 
WY 


Figure 1 
The singularities of I(s). 
I = path of integration in (37); II = contour yielding a convergent series; 
III = contour yielding an asymptotic series. 


We may extend the path of integration to the right half-plane also (Figure 1) 


+2/2 


N 
a) Is) ds = — J’ Res I(s) += | Ire") tag, 2N<r<2N+2. 
À =) J 


mt Ss-=2n 


k+ioo 


2 — 7/2 


gain using the formulae of STIRLING and HERMITE it can be shown that for 
ny fixed value N both Re sI (s) and the last integral can be made arbitrarily 


mall by making # sufficiently large. Hence by (39), (38), and (37) the following 
symptotic series representation is obtained: 


57 Jé(n + 2 8) 15 n-ı [2\2r-ı T'(n — 1/2) 
> Pe DEP Aa) a) Ten C2%,2). (42) 


n=0 
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Especially for z = 1, ÿ = x 


Rum. 4 1 


i BY OO. Han 


IR 


n=1 


Finally, using (36), (41), and (43) we have 


oo n1{0\2n L(2n) I(2n+ 1) 

a 2) \ (5) u TA(n ae 1) Pan(2) 
ee LOVE) MN EE 
= V(4/a)? — (n + 2)? | + 2| 1 E22) 

VS WS 


which is fairly good for computation. 


§ 4. The Optimum Values of the Slot Parameter # 
In our notations the Pierce gain-parameter reads [9, page 50] 


1 i 
C, = DT (K VA} . 
Hence C} is a quantity which should be as large as possible. From mi 
considerations similar to those used in [9, page 36] the following proportionz 
may be shown to hold: 


D 
Z = const 


the coupling impedance Z being essentially the same for all the space-harm 
waves 0, + 2nx (24). 


For an electron beam filling the drift-space we have the transadmitta 
[9, page 23] 


K= EN, 


which is essentially the same for both a an traveling- wave tubes. 
a consequence of the assumption E(Z) — Ze D Pathe bia 
((sinD/2)/(D/2)}? appears in the quoted Be in place of J?(D/2). To 
consistent with the principle of stationarity (13) these calculations w 
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ated yet using (27) in order to prove (47). Hence for a given space-harmonic 
e in synchronism with the electron beam + L = 0 + 2nx [9, page 37] 
factor (D/2) J5(D/2) should be as large as possible, yielding the condition 
) J(D12) = (1/2) Jo(D/2), D/2 = 0-9408; 3-9594; ... The corresponding opti- 
ı values of the slot parameter are 


Han = 00408 ee (48) 
JE 
uly the optimum should coincide with the middle of the band-pass response 


n/2 giving L = | 4 + 1| 2/2 and the values of the slot parameter Ÿ listed 
able 1. 


Table 1 
Optimum values of the slot parameter ©. 
n Oo = 7 ali 
—2 0:538 2-263 
J 1-254 = 
1 0-753 = 
+2 0-418 1-760 


1 values of Ÿ strongly reduce the coupling between adjacent slot-fields 
ing small bandwidthes or very high electron velocities to satisfy the broad- 
condition [9, page 43]: electron velocity = phase velocity = group velocity 

L=0+2nn=m5% n>0. (49) 
e, in computing S(x, z) from (44) 9 = 1 and 9 = 2 were used giving nearly 
1al values of the gain parameter C, for n = + 1 respectively n = + 2. 
his procedure the structures obtained from the tables in $ 7 should be 
ole equally well to both, forward- and backward-wave interaction. 


5. The Evaluation of the Electronic Interchange Parameters 


1e phase-shift per elementary cell can be infered from (24) G(6,) = 0 which 
3) gives 


RASS oa (50) 


quation may be solved graphically as shown in Figure 2. 

ample useful for broad-band amplification by interaction with the second 
rd-space-harmonic wave n = + 2 is shown in Figure 3; the corresponding 
ities are listed in Table 2. 
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b/8=24 23 22 21 20 19 18 0.00 0.05 0.10=2=8/2% 


70 11 72 13 14 75 1.6 Ki 78 79 20=x=27 8 


Figure 2 


Evaluation of bandpass-response & = 10, Ÿ = 2. 


10’ 10° Ohms 70° 


CI RH 


Figure 3 
The characteristic quantities of the disc-loaded waveguide. 
a = 10;% = 2; bla = 2; synchronous velocity: B = 1/15-17; n = + 2. 
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Table 2 
The characteristic quantities of the disc-loaded waveguide. à = 10; 9 = 2; bla = 2. 

2 % Z(x) —iW (x) 1 OW (x) 
— — Ohms Ohms Ohms 
0-00 1-307 oo — 12-4 12-4 
0-05 1:320 290-4 + 28-2 12-3 
0-10 1-355 191-9 41-1 11-9 
0-15 1-399 187-4 46-3 11-6 
0-20 1-443 217-3 33-8 14192 
0.25 1:483 278-0 63-0 10-9 
0-30 1:513 377-2 71-1 10-7 
0-35 1-536 541-0 78-0 10-3 
0-40 1.552 860-3 83-6 10-4 
0.45 1-562 1783-0 86:7 10-4 
0:50 1:565 CO 88-0 10-3 


ing found the phase shift per elementary cell, the coupling impedance is 
lily obtained from (24) Z = 2/G'(85) which by (33) is 
4a€ 
EI a (51) 
5 quantity can be computed by use of the tables § 7. The results are shown 
igure 3, the values being listed in Table 2. 
The disturbing impedance is given by (24). 


1 1 
Fc + 67) 


= i 0, sin 6, 
DH G’(6,,) [cote 2 cos 4) — cos | 6 


k=1 


cotg à + 6W 


n (33), (50), and (51) we deduce 


W= I) =. SE. 0) + = cotgx z + ÔW. (52) 
complex roots 2, = 0,/2x, k > 0 of (50) and the corresponding derivatives 
z should be known in order to evaluate 5W. The mathematical situation 
be seen from Figure 4. 

t seems to be hopeless to find the z;° at any reasonable expense. They 
spond to sets of space-harmonic waves which are below cut-off in the range 
-quencies under consideration x < ,. ; 
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/Slx,z)/ 


Figure 4 
Relief of S(z, 2) = | S(zx, z)| er (%, 4) 
for a fixed value of x < p, (diagrammatically) « lee = VA Jo) = 0. 


A very rough approximation of their contribution to W may be infered fr 
asymptotic formulae using « z,~(k+ 1/4)ix, R>0 and neglecting sl 
varying quantities. The result will be given here without proof: 


IWC ee (Se) octamer, ( 


x ACC) 


The contribution of (53) to (52) is shown in Figure 3, the values being listed 
Table 2. Now the Pierce space-charge parameter can be computed from [9, pa 


28] vielding ee easy 
ER RR QE Er GAS 14 
0, EX 7 [sin | 2 ) hr 2 | . ( 


Fortunately the first term coming from space-charge usually predominates ai 
hence the error from (53) may not be serious. 


1 £ Ww 
Res lies 2 eee FR ELzR = lz 


= 


§ 6. The Concept of Coupling Impedance 


Form formal considerations, using the theory of three-terminal-pair jul 
tions |9, page 26] the coupling impedance is suspected to be 


Ir? 
a IE ( 
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ıere by definition + ap 
V = | E(Z) dz = E(0) 7, (56) 
— 4/2 3 
ES +L/2 a 
P= P2)=5, | al [EF Hy2n1 dr, (57) 
— L/2 0 


ing the decomposition into space-harmonic waves, the field components 
re shown to be [1]. 


5 : ; + C0 al bs R ne 2 HL fs 
iy [zw az De ie) Spa EE Ale 
-Dy2 taco" 7% if 
235 OH» 
Terz, 
+D/2 


wih 4 D umo JTi(% R) He: 
= il EZ az =: EB. er expi(Z’—Z) Er 


= LE. P* go) 
DE Kante d) exp (12 282+%), 

= 3" E(0) 
oF 2 ae an} Ae ae: 0 D) exp ( ue à 


m POYNTING’s Theorem we have the power-flow in z-direction 


(n,m) = -© 


P(Z) = 5 [ Ef Ho 2nr dr = Bier ee) 
0 


ere 


aß (dn\2 Jı(2nn+6D/2L) J(2mx+ 0 D/2L) (2 mn + 6) 
2-77) EMO) = mL Joly A) tm L Jin A) E 


(58) 
A 
oy Lure 1 Jon R) Jim À) RAR + 0 

0 


PATATE TIME RET 
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but = 
+L/2 ae Ä : 3 
2 z\?2 n Ar + 
Po n(2) = 7] Pumt2) 42 = m 42 Fe (FY Ex) EEO 
ip 
# 
Jim A) — Jin À) Jo(% A 2nn+6 FRE @ 
p Ti, A) nr >), n= |e 
=. n EM. 


elementary cell when a perturbation is present. The interection is such that 
continuity of fields across the boundary R= A is assured, resulting int 


i 
This indicates a strong interaction of the space-harmonic modes within ; 
definite ratio of power carried in the modes: i 
4 
Li 


Fin _ hm 2nn+6 . JiGnz+0D/2L) 


Fam m 2mn+6  J#{2mn+ 0 D/2L) d 
AT = = Ilm A) Jin A) Jim A) i 
Jim Jo(%m A) Ja(%m À) Jin À) | 
Hence, if one of these modes interacts by synchronism with the electron bea 
all the others are produced as well; the total power-flow being: | 
B [dn\2 
- SP, nn JT x A? 2 ® ( 2 E?(0) | | 


( 


= WW 2na+9 Tin A) — Ilm A) Jol A spe | 
Me ma Le = To, A A) | LR D). 


Introducing this and (56) into (55) gives 


1 B 
ex = IN A? a | 
ees | = 
2na+ 0 Ji A) — Jr A) f(r, A ire 
RES tee) Til, A) Mo 1 
Now the correct value, predicted by consequent field theory is from (29): - 
1 _ 1 0G(6) : 
ZI So 
er yr 2na+6 Til A) = Jon A) Jal% A 2(2nu + 0 
2 eat, „12? | J3(% A Ji 2L D) | 
x D 


de = +55 J Hee a aie D) LES D) 
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1 by comparison with (62) 


(63) 


ere 


J 2 | b 5 = a) I vee + 0 D) et D). (64) 


nce, a shunt impedance Z, appears across the formally defined coupling 
edance Z,. This was to be expected because the theory of three-terminal- 
r junctions assumes interactions between nearest neighbours only [9, page 27]. 


§ 7. Tables of the Functions R(x) and S(x, z) 


The functions R(x) (34) and S(x, z) (44) were computed from tables [5] 
reas OS(x, z)/0z was infered from S(x, z) by numerical derivation. The 
r is less than + 5 units in the last place. 


10 R(x) 
a9 bla 
nal) 1-8 129 2-0 2-1 2:2 2-3 24 
00 5-805 
-05 4-637 
“10 4-684 3-602 
E15 4-833 3-747 2-670 
-20 3-978 2-904 1-824 
-25 4'286 3-208 2-138 1-042 
+30 4-672 3-574 2-508 1-435 0-3140 
235 5.144 4-009 2-930 1-868 0:7790 
40 42018 3-405 2:340 1:274 0:1660 
45 35-107 3-940 2°854 1-798 0-7232 
“50 4-554 3-418 2-348 1-294 0-2023 
59 4:049 2-940 1:883 0-8233 
-60 3-588 2-501 1:451 0-3806 
65 3.164 2:093 1:047 
+70 2-773 1:716 0-6658 
75 2-411 1:362 0-3075 
“80 2-075 1-031 
85 1-760 07472 
‘90 1-467 
95 1-189 
‘OO 0-9281 


ee 


——— 


YAH 


Ale hate 


0-000 
5-729 
9-076 
9-723 
8-672 
7-026 
5-331 
3-805 
2-427 
1-179 
0-000 


4. 
4- 
3:55 


We 


by bo bo bo 


S(x, 2) 


— 0S(x, 2)/0z 


0-000 
8-152 
12-40 
12.58 
10-72 
8-296 
6-179 
4-338 
2-705 
1-303 
0-000 


S(x, 4) 
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«=2ral=10,d=rdall=1 


HS © Où © 


De pp 
Win Vi I] OO © 


> Qi OUI ASI SI 5! 
Tay, AE B 
+ 


: 
PEED DD 


00-00 
10-22 
14-34 
13-98 
11-88 
9-062 
6-588 
4-550 
2-841 
1-360 
0-000 


a=2xefi=10, B= ral —2 


WD 
| 


Wm D 


DE YY YY DD 
DH 


x = 2ra/à 


on 
D 


In 
(Ji 
RD ss Ow bob 


DEL 


x=2ralÀ 


00-00 
12-37 
17-69 
16-74 
13-44 
10-01 
7-141 
4-869 
3-025 
1-448 
0-000 


x=2nald 


5-381 
4-907 
4-581 
4371 
4-252 
4-215 


a=2nal= 10, @=adii=1 


00-00 
16-90 
22:99 
20°55 
15-74 
11-30 
7-865 
5-264 
3.237 
1.531 
0-000 


S511 
8.030 
6.920 
5.739 


00-00 
26-48 
32.04 
26°52 
19-20 
13-08 
S:S47 
5-794 
3-482 
1-662 
0-000 


Pippy ye ygs 
SN © 15 Ato CO ID w 
ww 15 © Qi Qi © 
+ EG A 
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— ÔS(x, z)/0z x«=22a/2=10,0=2 ee 2 
| z=2nall | 
| oo MENT 1-4 1-6 1-8 2-0 
0-000 0-000 00-000 00-00 00-00 00-00 00-00 
6-355 8-904 11-05 13:23 17-91 27-70 50-28 
10-12 13-56 15-52 19-00 24-41 33-73 53-94 
10-89 13-83 15-30 18-08 21-91 27-88 38-89 | 
9-776 11-86 13-05 14-62 16-89 20-29 25-41 
8-010 9-318 10-02 10-95 12:25 13-99 16-47 
6-130 6-946 7:358 7-902 8-607 9-552 10-81 
4-403 4-903 5-129 53-445 5-821 6-326 6-964 
2-820 3-014 3-225 3-398 3-596 3-848 4-178 
1-376 1-519 1-558 1-621 1-720 1-835 1-990 
0-000 0-000 0-000 0-000 0-000 0-000 0-000 
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List of Symbols 


“symbols additional to those used in [1] are listed. 


Bernoullian numbers [6, page 245] 
Pierce gain parameter 
Transadmittance [9, page 23] 
(+ B)*/T{(n + 1) Bernoullian polynomials [6, page 541] 
Pierce space-charge parameter 


= 2 x a/À Frequency parameter 
Vy Beam impedance 
T Phase-shift parameter 
a/l Drift-space parameter 
EuLEr’s Gamma-function [8, page 235] 
7216 EULER’S constant [8, page 235] 
oo 
Z'in+2 Generalized Zeta-function of RIEMANN [8, page 265] 
n=O 
l Slot parameter 
Wave length in free space 
ine 72,1) Gauss’ Psi-function [5, page 16] 
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Zusammenfassung 


In einer vorangehenden Arbeit [1] wurde eine elektromagnetische Diffe 


zengleichung aufgestellt. Die auftretenden Parameter folgen aus einem V: 
tionsprinzip, das aus den Maxwell-Lorentzschen Gleichungen gewonnen wu 
In vorliegender Arbeit ist diese Methode auf den periodisch mit Lochbler 
belasteten Wellenleiter angewandt. Die Ergebnisse beanspruchen praktis 
Interesse im unteren Millimeter-Wellenbereich. 
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hermostatische Zustandsänderungen des trockenen und des 
nassen Dampfes 


Von Lang S. DzunG, Baden!) 


1. Einleitung 


Die Eigenschaften des nassen Wasserdampfes für mässige Drücke im ther- 
dynamischen Gleichgewichtszustand können heute wohl als gut bekannt 
rachtet werden, nachdem eine Anzahl Dampftafeln und Enthalpie-Entropie- 
agramme mit übereinstimmenden Zahlwerten in diesem Bereich schon vor- 
aden sind. Die Zustandswerte sind gewöhnlich in einer verwickelten Weise 
teinander gebunden, so dass es bis jetzt nicht möglich war, die Gesetzmässig- 
ten der Zustandsänderungen durch einfache Gleichungen zu formulieren. 
se Schwierigkeit spielt zwar für die einzelnen Berechnungen keine Rolle, 
ın man wird lediglich ein Zustandsdiagramm zur Hand nehmen und alle 
igen Zahlen ablesen. Für die allgemeinen Untersuchungen wird dies jedoch 
unangenehm. Die Durchrechnung aller Möglichkeiten wird sehr zeitraubend. 
ı Problem kann nicht mehr in seiner Allgemeinheit unabhängig vom Zu- 
ndsort gelöst werden. 

Eine der Schwierigkeiten liegt darin, dass in die thermische und die kalo- 
he Zustandsgleichung sowohl die Eigenschaften der flüssigen und der gas- 
nigen Phase als auch die transzendente Dampfdruckformel eingehen. Wir 
‘den in dieser Arbeit zeigen, dass man nach einem neuen Verfahren zur 
echnung der Zustandsänderungen diese Schwierigkeit leicht umgehen kann. 
rch geeignete Definition einiger neuer Zustandsvariablen und Differential- 
ffizienten ist es möglich, auch für den Nassdampf einfache Gleichungen zu 
wickeln, die denjenigen für ideale Gase ganz ähnlich sind. 

Weitaus schwerwiegender ist das Auftreten der Unterkühlung des Dampfes 
| der Überhitzung der Flüssigkeit, das heisst Übersättigung. Die Ursachen 
her metastabiler Zustände sind zweifacher Art, nämlich die Oberflächen- 
nnung und die Relaxationszeit. 

Die Beiträge der Oberflächenphase zu den thermodynamischen Grössen 
ssen berücksichtigt werden, wenn die Flüssigkeit in sehr viele feine Tropfen 
teilt ist. Der Dampfdruck, oder, genauer, die Fugazität bei kleinen Tropfen 
grösser als bei grossen Tropfen um einen Faktor, welcher exponentiell mit 
Oberflächenkrümmung des Tropfens zunimmt. Dieser Übersättigungsfaktor 
de schon von STopora [1]?2) eingehend untersucht. Die Rechnung zeigte, 


L) Aktiengesellschaft Brown, Boveri & Cie. 
) Die Ziffern in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis auf Seite 222. 


208 Lane S. DzunG za2 


dass der Einfluss dann bemerkbar wird, wenn der Tropfenhalbmesser in @ 
Nähe des Hundertfachen eines «Molekülhalbmessers» (~ 2 À) und darunt 
kommt. Da die kleinen Tropfen sich mit der Zeit zu grösseren Tropfen zusar 
menschliessen, ist dieser Zustand metastabil. 

Diese mikroskopische Erklärung der Metastabilität kann man durch ei: 
phänomenologische ergänzen. Die Einstellung des thermodynamischen Gleic 
gewichtes durch Phasenumwandlung, darunter auch das Verschwinden di 
Oberflächenphase bei der Bildung grosser Tropfen, bedarf einer gewiss: 
«Relaxationszeit». Fassen wir den Umwandlungsprozess als eine Art chemisc! 
Reaktion auf, so können wir eine Verdampfungslaufzahl x definieren. Se 4 
nichts anders als die bekannte Dampftrockenheit. 

Bei zu rascher Zustandsänderung, zum Beispiel beim Durchgang durch eis 
Stosswelle, bleibt x praktisch konstant, ähnlich wie die Reaktionslaufza 
einer gehemmten Reaktion. Die Partialpotentiale der gasförmigen und di 
flüssigen Phase sind verschieden. Die Differenz ist eine Art Affinität, wove 
die Umwandlungsgeschwindigkeit abhängen dürfte. i 

Das hier berichtete Rechnungsverfahren des Nassdampfes ist allerdings n$ 
fiir den thermodynamischen Gleichgewichtszustand giiltig mit der Gleichheit 
bedingung des Partialpotentials der flüssigen und der gasförmigen Phase. Ta 
sächlich gibt es in der technischen Anwendung Fälle, bei denen diese Gleichhe 
besteht, zum Beispiel wenn der ZeitmaBstab der Zustandsänderung geniiger 
gross ist gegenüber der Relaxationszeit. Bei der Bestimmung der Maschine? 
grösse nach wirtschaftlicher Betrachtung bedeutet die Variation der Zustand 
grössen keine wirkliche Zustandsänderung, sondern nur einen rein thermosta® 
schen Vergleich benachbarter Zustände. Hier ist die Gleichgewichtsbedingu 
sicher erfüllt. Bei der Expansion des Dampfes in den Niederdruckstufen ein’ 
Turbine ist der Zeitmaßstab der Zustandsänderung jedenfalls nicht sehr kle 
gegenüber der Relaxationszeit. Die Schaufelerosion bestätigt das Auftreté 
von Kondensation, das heisst Einstellung des Gleichgewichts innerhalb dies 
Zeitdauer. Jedenfalls kann man bei der Berechnung der Zustandsänderung » 
Turbinen den Gleichgewichtszustand als einen idealen Grenzfall betrachte! 
Denn jede Verzögerung in der Einstellung des thermodynamischen Gleichg 
wichtes bringt immer einen Entropiezuwachs oder einen Verlust an nutzbar. 
Energie durch den nachträglichen Ausgleich der Partialpotentiale. In diese 
Sinne ist auch das mit einem Zustandsdiagramm graphisch bestimmte « Warmi 
gefalle» im Nassdampfgebiet zu verstehen. Der wirkliche Verlust wegen Potel 
tialausgleiches ist allerdings durch die «Wasserbremsung» verschmiert. W 
werden am Schluss diese Ausgleichsverluste noch etwas näher betrachten u 
ihre Grösse nach der Methode der Thermodynamik irreversibler Prozesse 7 
schätzen. | 

Im Laufe der Entwicklung zeigt sich, dass wir zu diesem Zwecke einige 
gemeine Beziehungen der Thermodynamik mit Vorteil etwas anders als bis 
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rmulieren können, worauf die Anwendung auf den Sonderfall des nassen 
ampfes mühelos und unmittelbar folgt. 


2. Der isentrope und der isenthalpe Exponent 


Wir betrachten ganz allgemein ein geschlossenes System von einer Stoff- 
‚mponente mit zwei Freiheitsgraden. Ein solches Gebilde nennen wir einen 
[gemeinen Dampf. Es kann sich dabei sowohl um die rein gasförmige Phase 
indeln, in diesem Fall sprechen wir von einem trockenen Dampf oder einem 
alen Gas, oder um einen nassen Dampf, das heisst die Gleichgewichtsmischung 
T flüssigen und der gasförmigen Phase. Im letzten Fall kommt das Massen- 
Thältnis der beiden Phasen, ausgedrückt durch die Dampftrockenheit, als ein 
uer Freiheitsgrad hinzu; dagegen wird wegen der Gleichgewichtsbedingung 
e Temperatur durch den Druck gegeben. Man hat daher in jedem Fall zwei 
eiheitsgrade. 

Wir verwenden den Druck p und das spezifische Volumen v als die zwei 
istandsvariablen und definieren in bekannter Weise den isentropen Expo- 


nten Ieee 
ees (OSE. 
A eisen )- (1) 
inn gilt für kleine Zustandsänderungen längs einer Isentrope offenbar 


pub = const) (s = const) - (2) 


inz Ähnlich definieren wir den isenthalpen Exponenten 


nu (dt), 9 


mit für kleine Zustandsänderungen längs einer Isenthalpe gilt: 
pv™ =const (k= const). (4) 


Es lässt sich nun zeigen, dass bei irgendeiner Zustandsänderung das Ver- 
ten des Systems durch & und m eindeutig beschrieben wird. Diese Exponen- 
1 sind Zustandsfunktionen und kénnen im allgemeinen Fall von zwei Zu- 
ndsvariablen abhängen. 

Wir definieren eine Zustandsgrösse 


en (5) 


rch die Gaskonstante R. Für ideale Gase ist 7 offenbar identisch mit der 
mperatur 7. Für Nassdampf ist die Temperatur T schon durch den Druck p 
stimmt, 7 ist aber eine unabhängige Zustandsgrösse. 


IP VI/14 
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Aus diesen Definitionsgleichungen kann man nun ganz allgemein die ] 
ziehungen : 
v dp = dh = ET Rada (ds=0) 


für eine Isentrope und 

vdp=—-Tds=—™_ Rdt (dh=0) 
für eine Isenthalpe ableiten. Man muss hierzu beispielsweise nur die Gleicht 
(1) in der Form 


vdp+kpdv=0 (ds=0) 
schreiben und Gleichung (5) sowie die Beziehung 


dh = T ds + v dp 


berücksichtigen. Gleichung (6) ist übrigens schon in der elementaren Thern 
dynamik bekannt. Wir schreiben die Gleichungen (6) und (7) noch in eit 
etwas präziseren Form: 


Oh à Os 
(AR, T (5), = -uR 
mit den Abkürzungen 
k m 4 
Aa ng ( 


Nun können wir t durch h und s ausdrücken: 


re (Sr), dh + (57) ds 


und mit Riicksicht auf (9) die Beziehung 


Rare 0h SIN (: 
À u 
erhalten. | 


Für die technische Anwendung schreiben wir zuerst rein formell 
ah=pvdp, —T ds = (1— +) vdp. (1 


Die hier definierte Grösse g kennzeichnet die Richtung einer Zustandsänc 
rung. Die beiden Gleichungen sind wegen (8) äquivalent. Die Grösse v dp 
Gleichung (12) ist offenbar die innere quasistatische Durchstromarbeit. D 
Differential dh ist die äussere Durchstromarbeit im adiabaten Fall. pist dak 
der Wirkungsgrad bei einer infinitesimalen Expansion oder die Reziproke di 
selben bei Kompression. Wir definieren nun die polytrope Zustandsänderul 

’ 


Due Un 
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durch die Bedingung @ = const und den polytropen Exponenten durch 


__ [0logP 
ee na, 3) 
Jann gilt für kleine Änderungen 
pv" = const (y = const). (14) 
Mit Gleichung (5) erhält man 
v dp = 7 ; Rat (p= const) (15) 


vie in den Gleichungen (6) und (7). Durch Einsetzen von (12) in (11) hat man 
ber 


R dt = (2 SE ——+) v dp 


nd durch Vergleich mit Gleichung (15) und wegen (10) mit » = n/(n — 1): 


1 Pp 1 Pp 1 Pp 1 — p 
pe ee ee 
v Am 7 oder n k Er m u 
nd in etwas geläufigerer Form: 
n — 1 oe Ae 


ee bee Y) 


ie Zusatzbedingung 9 — const ist hier nicht mehr nötig, da œ selber in der 
‘leichung vorkommt und somit die Richtung der infinitesimalen Änderung 
orschreibt. 

Für den späteren Gebrauch leiten wir noch eine Beziehung ab durch Elimi- 
ation von dh zwischen Gleichung (8) und (11) und Division durch r nach 
leichung (5): 
ee Spenge op 

u re p T 
ir werden diese Gleichung bald benutzen können. 

Bis jetzt sind unsere Ausführungen völlig allgemein. Es sind keinerlei Gas- 
genschaften angenommen worden. 


dv 


v 


(17) 


3. Das ideale Gas 


Für das ideale Gas gilt definitionsgemäss p v = R T oder t = T. Die thermo- 


mamische Identitat 
ù 0 
(9), = - (or), 
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wird in diesem Fall | = EBEN 
Op i oe 20% 
Nach Gleichung (17) haben wir aber die allgemeine Beziehung 


($5) R/p RL, u 
op): (Tr) 1 — (An) Mae 


Damit die beiden Ausdrücke für tr = T identisch sind, muss aber u = oo u 
wegen Gleichung (10) m = 1 sein, wenn die andere Lösung 4 = 0 wegen inne 
Instabilität für endliche Temperatur ausgeschlossen wird. Aus Gleichung‘ 
hat man dann, wegen 


Oh (Ohfot), AT _ 9 
lee oe 
bi RAD Ma) oe 


R 


Die zweite und die dritte Gleichung folgen daraus, dass in der ersten die liz 
Seite ein vollständiges Differential steht, weshalb die rechte Seite integrier’ 
ist. c, ist die spezifische Wärme nach der üblichen Definition. 

Aus den Gleichungen (16) und (17) hat man ferner 


ih ll 1 p = CH dp 
—_—_ em a aS == C;, T R Ti 


( 
Die Entropie ist separabel. Diese Beziehungen sind aus der elementa 
Thermodynamik bekannt. 
4. Der ideale Dampf 
Wir definieren den idealen Dampf durch die Beziehung 
m=1, u—=c. ( 
Dann gilt nach Gleichung (9), wie bei (18), 
dh=ARdr, A=Ad), h=h(). { 


Ferner gilt nach Gleichung (16) und (17): 


aN i eal 1 LP 
nN PTE NCA 


ARR) u ( 
T 7 LS 
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Wegen der zweiten von Gleichung (21) ist die rechte Seite von (23) separabel 
und integrierbar. Die linke Seite ist daher ein vollständiges Differential, was 
bedeutet, dass der «Kompressibilitätsfaktor » 


nur von s abhängig sein kann, also 
BSA). (24) 


Definiert man nun wegen (24) eine Grösse o durch do = ds/z, dann wird aus 
Gleichung (23) y ip 
T 

do = RA mir D. (25) 
Die Gleichungen (21), (22) und (25) sind denjenigen für ideale Gase, Glei- 
shungen (18) und (19), völlig ähnlich, wenn 7 durch 7, s durch o und c, durch 
| R ersetzt werden. 
Es ist möglich, umgekehrt aus Gleichung (24) allein alle andern Gleichungen 
lieses Abschnittes zu gewinnen. Die Beweisführung ist etwas verwickelter. 
Wir schreiben Gleichung (11) in der Form: 


lee (alae 


ind erhalten durch kreuzweise Differentiation 


a) Rare: (26 
insetzen von Gleichung (24) ergibt: 
R (Ge), = Ge +22. (27 


‚nderseits haben wir aus Gleichung (17): 


a en 
T a 2 ? 


ie rechte Seite ist bei Gültigkeit von Gleichung (24) sofort integrierbar. Damit 
t die linke Seite auch ein vollständiges Differential. Die Bedingung hierfür 


t aber R [= (1. = [+ El 


eee 


ler nochmals mit (24) 


zZ 
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Ein Vergleich mit Gleichung (27) liefert sofort die Bedingung 


oder wieder Gleichung (20), wenn wir den Fall A = 0 wegen innerer Instabil 
ausschliessen. | 

Dieser Beweis für das Âquivalent der Gleichungen (20) und (24) ist all 
mein gültig. Für trockenen Dampf kann etwas anders vorgegangen werden 
Für den Sonderfall, wenn ausser Gleichung (24) noch k = const gilt, 
TRAUPEL [4] die Ähnlichkeit eines solchen polytropen Dampfes mit ein 
polytropen Gas, dasheisst einem idealen Gas mit konstanter spezifischer War 
zuerst erkannt und auf den Umstand hingewiesen, dass verschiedene techni 
wichtige Dämpfe (Wasserdampf, Luft) tatsächlich diese Eigenschaften in gu 
Annäherung besitzen!). 

Bei konstantem k und A kann man (18) und (21) integrieren und erhält 


h = À RT + const ( 
für das polytrope Gas und 
h=ART+H const ( 


für den polytropen Dampf. 

Die Analogie zwischen einem idealen Gas und einem idealen Dampf € 
nicht zu weit getrieben werden. TRAUPEL [4] bat schon darauf hingewies 
dass das Äquivalent dann aufhört, wenn Wärmeleitung?) ins Spiel kom 
Der Grund ist, dass durch Gleichung (25), in der Form dh = + do + v dp 
schrieben, zwar sowohl dem ersten Hauptsatz als auch einem Teil des zwei 
Hauptsatzes der Thermodynamik Genüge getan wird, jedoch nicht dem null 
Hauptsatz [2]. Denn zwei Systeme im Gleichgewicht haben zwar diese 
Temperatur 7, aber nicht immer dasselbe 7°). Aus demselben Grund kom 
auch der Grösse o nicht dieselbe Bedeutung zu wie der Entropie s. 


5. Der semiideale Dampf 


Der Schritt vom idealen Gas zum idealen Dampf kann nochmals fortgese 
werden, indem wir statt (20) oder (24) die weniger strengen Bedingungen 


A= 0, w= ul) 


1) Unser idealer Dampf ist etwas anders als derjenige nach Leis [6]. Der polytrope Da 
ist jedoch identisch mit seinem idealen Dampf bei konstanter Oszillationsenergie. 

2) Wärmekonvektion stört das Äquivalent nicht, wohl aber Wärmestrahlung. 

3) Im Sinne des Theorems von CARATHLODORY bedeutet dies folgendes: T ist zwar ein integ 
render Nenner für ein homogenes System mit zwei Freiheitsgraden, jedoch nicht für ein Sys 
mit mehr als zwei Freiheitsgraden, zum Beispiel für mehrere Systeme im diabaten Gleichgewi 
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rlegen. Die rechte Seite von (17) wird nun separabel und die linke Seite 
ständig. Damit ist der Koeffizient von ds nur von s abhängig oder 


OB a EIS Ome AT 
EE iS + ll 7 Es a ur 1], an 
en des Verschwindens der linken Seite von (26) ist das Produkt À T/u nur 
s abhängig. Die letzte Gleichung wird 


(5) ER 1 3 À z 
Ze “OT Ss u | Te? (5 i 7 UT 


en der zweiten von (30) besteht diese Abhängigkeit auch für das Produkt 
= À t/z, solange (20) nicht gilt: 


1-0: Aa) 44-2 (2), -0 


ination von (0z/Or), liefert mit (30) 


linke Seite ist wieder separabel und die rechte Seite vollständig. Damit 
| Alu oder nochmals mit der ersten von (30) auch / nur von t abhängen, 
wu(r). Das ist aber nur bei konstantem u mit der zweiten von (30) verträg- 
Zusammen mit der letzten Differentialgleichung erhält man dann die Be- 
ungen 
LS — Const , y — const. (31) 
h (31) wird der Funktionenbereich von (30) eingeengt. 

Vir nennen ein gasförmiges Medium einen «semiidealen » Dampf, wenn es 
sleichung (30), jedoch nicht Gleichung (20) oder Gleichung (24) gehorcht. 
raktische Anwendung ist besonders dort zu finden, wenn die Exponenten 
| u annähernd!) konstant sind, also wenn es sich um einen «semipolytropen » 
pf handelt. Dann lassen sich viele Ausdrücke explizit integrieren. Die ver- 
te Komplikation gegenüber dem polytropen Dampf ist unbedeutend. Wir 
en sehen, dass dies für den nassen Wasserdampf zutrifft. 

ir erhalten aus den Gleichungen (2) und (6) für die Isentrope identisch 
ei einem polytropen Dampf: 


fit = feet ae seach Gy 


Pa To Uy T2 


hg—hy =AR(t2—1,) =A RY, [2 = 1] (s = const) (33) 


1 


Der Fall, dass A und y genau konstant sind, ist nur bei y = oo mit der Integrierbarkeit von 
ung (17) verträglich. 
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und aus den Gleichungen (4) und (7) fiir die Isenthalpe: 


“4 
pr UY = Po 2%, - = ( a ie “ (2) (h = const). 
2 T 2 


To 


Das Entropieglied lässt sich nicht explizit integrieren. 
Für die Polytrope gilt nach den Gleichungen (12), (14) und (15) 


Pi i = Pa Vo, ie = ae ae = eo (p = const); 
h—h=prvR(Tm-Tt) =prRT, er = 1] (g = const) 
mit 
Roe gi 


Wir eliminieren ds zwischen den Gleichungen (8) und (11) und erhalten : 
Gleichung (17) 


Daraus ergibt sich fiir die Isobare 


R (T: — Ti) = (+ = =) (hy — hy), rs. (p = const). 


À V4 Ty 


Der polytrope Dampf ist in diesen Gleichungen durch die Spezialisie: 
auf m = 1, u = oo gegeben. Dabei werden die Gleichungen (33), (36) und 
in bezug auf die Beziehung zwischen h und r identisch. Man kann dann ı 
Gleichung (29) die Enthalpie / durch r allein ausdrücken, was bei einem s 
polytropen Dampf nicht möglich ist. 

Die Grundgleichungen der Strömungsmechanik haben dieselbe Form 
polytropes Gas und polytropen Dampf [4], bis auf den nullten Hauptsatz. 
einen semipolytropen Dampf versagt dieses allgemeinere Äquivalent, da ( 
chung (29) nicht mehr gilt. Nur wenn die Zustandsänderungen bestimr 
Gesetzen folgen, sind die entsprechenden Formeln, Gleichungen (32) bis 
anwendbar. In der Technik kommen aber die meisten Probleme unter di 
Kategorien vor. Für solche Probleme sind die angegebenen Gleichungen 
grossem Nutzen. 


6. Der trockene Dampf 


Für den trockenen Dampf oder das reale Gas gelten die Gleichunge 
Abschnitt 2. Definieren wir: 


23 = er), a = (288) fos eee) B 


€ 
io dlogT dlogv 


x 


Ill 


dlogT 


> — 


v 
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ann kônnen die folgenden Beziehungen abgeleitet werden: 


R=vx (2 —— — — = - — y 
ye atx—1* m k A u ß 


Bx 1 1 1 1 fe a (40) 


araus ergibt sich n aus Gleichung (16). Zum Beweis leitet man am einfachsten 
aerst den Ausdruck für # ab [5]) und erhält k und m durch Spezialisierung 
uf p = 1 und y = 0. 

Aus (37) und (5) und mit den thermodynamischen Identitäten findet man 


br = = eu Gr, = (3), ue (5: ip (sz), i z ke a) 
nd mit (40) die früher [5] abgeleitete Beziehung 


ans) 


7. Der nasse Dampf 


Für den Nassdampf verlieren alle Grössen der Gleichung (39) den Sinn, 
a p und T voneinander abhängig sind. Um die Ausdrücke für À und m zu 
nden, beschränken wir uns auf solche mässige Drücke, die genügend weit vom 
tischen Druck entfernt sind. Insbesondere betrachten wir immer die gas- 
rmige Phase als ein ideales Gas und die flüssige Phase als isovolumetrisch. 
ie Zustandswerte der flüssigen und der gasförmigen Phase werden allgemein 
arch die (oberen) Indizes f und g bezeichnet. Der Strich und der Doppelstrich 
zeichnen üblicherweise die entsprechenden Phasen im Sättigungszustand, 
heisse = nel 6 — Ihe 

Mit der Abkürzung Av = v” — v’ schreiben wir das spezifische Volumen des 
assdampfes in der bekannten Form?) 


v= x 0" + (1 — x) v' = v' + x Av 


1d wegen der Annahme v’ = const 


br ré Me 


ür den Gleichgewichtszustand mit zwei Freiheitsgraden ist x durch p und s 
geben. Man kann daher schreiben 


(5) palsies 
pP 


5 =» AOS[O#), où 
1) Dort [5] wird y = 1/p statt g verwendet. 
?) Die additive Eigenschaft aller extensiven Grössen für Nassdampf ist exakt, solange die 
jerflächenphase nicht berücksichtigt wird. Dann gibt es auch keine Wechselwirkungen zwischen 
n beiden Phasen. 
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Wegen 


hat man aber 


Nach unserer Annahme über die Eigenschaften der beiden Phasen haben 
unter Berücksichtigung der Clausius-Clapeyronschen Gleichung: 


ds” _ Ese ($5) aT tae i Cp . Av 
ap one OR); apy ete aL Bale herd 
US OS) RR CAT 
AD. di ape REA 
dv” _ (22 ; (2 dT i ae 
dp ee "\0T)p dp p T Ass 


Der Index g bei der spezifischen Wärme c, ist weggelassen, da keine Verwe 
lungsmöglichkeit besteht. Einsetzen in (42) ergibt 


AR (4 7 Cp Av (1 ) ca (= 2, > e g ~ AO ee 
Ber as Tite" = TE = | Ti Alam 
und nach Gleichung (1) mit pv" = RT: 


we R =)" Av € — | (Av)? € ( a 
k Ù EE As ee uke R LT Vacs \WARS 


il x Av 


Den Ausdruck für m erhält man am einfachsten über Gleichung (41): 


LJ EL Vo 
( ,- De ne TE 


Mm Bi ur) u 3h + 
Für v’ << v” kann man Av durch v” ersetzen. Somit wird 
1 AU R R\2 c’—c¢ Ue RER 1 R 
ee la see D EE DE Br er 
k v [1 > TANS (4;) R | 1 uv R eel 7 Mm k à VARS) © | 


Für v'<€ xv" kann man den Faktor x v"/v streichen und v”/v durch 1/x ersetz 
An der unteren Grenzkurve!) bleibt nur das letzte Glied von (43): 


RAS Rn (x = 0+). ( 


Jenseits der Grenzkurve wird nach unseren Voraussetzungen À = m = co 
x = 0—, und k= k’, m =m" nach Gleichung (40) für x=1+. Beim Überg: 
durch die Grenzkurven machen k und m begreiflicherweise einen Sprung. 


1) Hier müsste natürlich die Beschränkung auf isovolumetrische Flüssigkeit aufgehoben \ 
den, was grundsätzlich keine Schwierigkeit bereitet. 
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Für Wasserdampf im Atmosphärendruck und darunter sind die Werte von 
and # nach Gleichung (45) berechnet und in Kurvenform (Figuren 1 und 2) 
gegeben. Es ist auffallend, dass die Werte für x > 0,6 in diesem Druck- 
reich erstaunlich konstant sind. Sie können angenähert als 


a 0 
0,5 eG 1,0 0,5 x 1,0 
Figur 1 Figur 2 
Isentroper Exponent des nassen Isenthalper Exponent des nassen 
Wasserdampfes. Wasserdampfes. 


‚enommen werden. Der nasse Wasserdampf verhält sich in diesem Bereich 
ein semipolytroper Dampf. Dieser Zustandsbereich ist aber derjenige, wie 
n den Niederdruckstufen der Kondensationsturbinen und in Kondensatoren 
kommt. Für 0,4< x < 0,6 wird sogar m » 1, das heisst, er verhält sich wie 
polytroper Dampf mit  & 14/13. Gleichung (24) ist für trockenen Wasser- 
npf sehr gut erfüllt, jedoch nicht für nassen Wasserdampf!). 

In Figur 1 sind auch die Werte nach der von STODOLA zitierten, von ZEUNER 


nmenden Gleichung 
k = 1,035 + 0,1 x 


getragen. Diese empirische Gleichung ist für den Bereich 0,4 < x < 1,0 
ügend genau. Sie versagt jedoch vollständig für kleinere Werte von x. 
Die Grössen A und u weisen selbstverständlich eine grössere Veränderlich- 
auf als k und m. Indessen kann gezeigt werden, dass es für die Berech- 


1) Vgl. hierzu Figur 2 von TRAUPEL [4]. | 
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nungsergebnisse meistens nur auf k und m oder auch w/À ankommt. Die e 
Bedingung von (30) ist für das Gebiet x > 0,6 sehr gut erfüllt. Auch die e 
von (31) ist mit hoher Genauigkeit befriedigt, wenn man für # nicht den je: 
ligen Wert, sondern eine geeignet gewählte Konstante, etwa den Wert wos 
x — 0,8, einsetzt, was wegen der zweiten Bedingung von (31) vollkommen 
rechtigt ist. Der Ausdruck + A/(uo — À) beträgt nämlich überall 150 K 
Schwankung von + 10 K innerhalb des genannten Gebietes. Diese Prüf 
ist eine weitere Stütze für die «Semiidealität» des Nassdampfes. 

Die Schallgeschwindigkeit a im trockenen Dampf ist bekanntlich durcl 


AR PO RER 


gegeben. v und R sind hier auf die Masseneinheit bezogen. Im nassen Da 
gilt dies nur dann, wenn die Schallperiode gegenüber der «Relaxationsz 
der Phasenumwandlung sehr gross ist, was für die hörbaren Schallwellen n 
zutrifft. Trotzdem kann man auch hier mit Vorteil eine Geschwindigkeit n 
Gleichung (47) definieren, die wir die Pseudo-Schallgeschwindigkeit nem 
In gewissen Anwendungen kommt dieser Geschwindigkeit auch dieselbe 
deutung zu wie der Schallgeschwindigkeit im Trockendampf. Sie ist eine 
queme Bezugsgrösse, und man kann mit ihr auch eine Pseudo-Mach-Zahl bil 
wie mit der wahren Schallgeschwindigkeit. Diese letztere wird vielmehr gege 
durch a? = (0P/0o), , ohne Gleichgewichtsbedingung, oder 


a ale rl 
ars RD" Tür. dur 


8. Übersättigung 


Bis jetzt haben wir nur den thermodynamischen Gleichgewichtsfall un 
sucht. Dem Nassdampfsystem mit zwei Phasen wurde die Zusatzbeding 
u = u’ (Gleichheit der Partialpotentiale der flüssigen und der gasférmi 
Phase) auferlegt und damit ein Freiheitsgrad entzogen. Wir werden nun d 
Zusatzbedingung aufheben und nehmen nur thermomechanisches Gleichgew 
an. Der Druck und die Temperatur sind zwar für die beiden Phasen gle 
jedoch nicht durch die Dampfdruckformel gebunden. 

Für unser abgeschlossenes, das heisst geschlossenes und adiabates, 
thermomechanischen Gleichgewicht stehendes System kann sich die Entr 
nur durch Umwandlung zwischen den Phasen ändern. Die Gibbssche Fur 
mentalgleichung wird einfach 


Tas= Adx. 
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ist hier die Affinität der Verdampfung und ist gegeben durch die Differenz 
2s Partialpotentials der beiden Phasen, A — — (uo — uf). 

Wahrend der Verschiebung des Verdampfungsgrades oder der Dampftrok- 
nheit x von einem beliebigen Anfangswert auf den Gleichgewichtswert x° 
eibt das System energetisch abgeschlossen, das heisst, es wird weder Wärme 
ch Arbeit mit Aussen ausgetauscht. Die Energie und das Volumen oder, für 
n stationären Fliessprozess, die En- 
alpie und der Druck!) bleiben un- 
rändert. Die Temperatur des Systems 
idert sich vom Anfangswert T auf 
n Gleichgewichtswert T°. Das ist 
e Sättigungstemperatur entsprechend 
m konstanten Systemdruck p, bezo- 
n auf sehr grosse Tropfen. 

Es ist möglich, die Abhängigkeit der 
finität A vom Verdampfungsgrad x 
ter diesen Bedingungen eindeutig 
szudrücken. Die durch 7 dividierte 
hte Seite von (48) lässt sich dann 
t gewissen Annahmen über die spezi- 
chen Wärmen elementar integrieren 
d ergibt die Entropieänderung beim 
nstellen des Gleichgewichtes. Der end- 
ltige Ausdruck ist etwas kompliziert. 

In gewissen Fällen gelangt man nach Adiabate Expansion des Nassdampfes mit 
r Methode der letzten Abschnitte und ohne Übersättigung. 
ıneller zum Ziel. Wir suchen die En- 
piezunahme bei der isentropen Expansion des trocken gesättigten Dampfes, 
stand 1, zuerst ohne Phasenumwandlung, auf einen gegebenen Enddruck, 
stand 2 und mit nachträglicher (isenthalper) Kondensation auf den Gleich- 
wichtszustand 3, bezogen auf sehr grosse Tropfen. Figur 3 zeigt diese Zustands- 
derung auf einem modifizierten Mollier-Diagramm [7], in welchem eine Isobare 
des Trockendampfes ausser derjenigen des Nassdampfes 3 S eingezeichnet ist. 
nkt 4 ist der Endzustand bei quasistatischer Expansion auf denselben End- 
ıck, das heisst der Endzustand nach dem üblichen Dampfdiagramm. 

Nach Gleichung (33) kann man sofort schreiben: 


Figur 3 


h-M=ART [1 I (2)"], ern [1 = Kar 


1) Der Einwand von Binnız und Woops [8] gegen die isobare Annahme hat hier keine Gültig- 
, da wir nur die Stagnationszustände betrachten und damit das Problem auf dasjenige ver- 
hlässigbarer kinetischer Energie reduzieren. 
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À und 2° sind die entsprechenden Exponenten für trockenen und für n: 
Dampf. Da die Nassdampfisobare gradlinig ist, hat man mit der Sättigı 
temperatur 7° beim Enddruck #3 = #3: 


TO (s3 — Sg) = T° (3 — $4) = hg — ha = ho — ha 


7 (55 —s,) = 7, RY [1 — (22) ] 2 [1 (3) |} | 


oder 


Das ist der Verlust an Verfiigbarkeit bei Einstellung des Gieichgewichtes 
gibt gleichzeitig den Entropiezuwachs an. 


9. Zusammenfassung 


Es wurde die Berechnungsmethode der thermostatischen Zustandsä 
rungen in einem allgemeinen dampfförmigen System nochmals überprüft. D 
Einführung des isenthalpen Exponenten neben dem üblichen isentropen E 
nenten kann die Rechnungsmethode in einer einheitlichen Form, ähnlich wi 
bekannten Formeln für ideale Gase, gebracht werden. Der Sonderfall des j 
tropen Dampfes und des semipolytropen Dampfes werden besprochen, wobe 
aus der elementaren Thermodynamik bekannten Formeln für polytrope 
mit unwesentlichen Änderungen sich anwenden lassen. Die Ausdrücke d 
Exponenten sind für den trockenen Dampf und den nassen Dampf angege 

Damit haben wir ein analytisches Rechnungsverfahren sowohl für 
trockenen als auch für den nassen Dampf. Auf eine Nützlichkeit des aı 
tischen Verfahrens wurde schon früher [4] [5] hingewiesen. 

Das Problem der Einstellung des Gleichgewichtes wird kurz gestreift 
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Summary 


The change of states of a closed thermodynamic system having two degrees 
' freedom can be expressed analytically by means of the isentropic and the 
enthalpic exponents, suitably defined. By imposing certain plausible conditions 
1 these exponents, it can be shown that many well-known formulae, originally 
srived for an ideal gas with constant specific heat, become applicable more 
nerally. Low pressure wet steam of not too low dryness fraction as occurred in 


le low-pressure stages of condensing turbines obeys these imposed conditions 
irly well. 

The problem of supersaturation and of the drift toward equilibrium has been 
iefly touched upon. 


ingegangen: 26. Mai 1954.) 


wo Dimensional Flow with Constant Shear Past Cylinders 
with Various Cross Sections 


By ANDREW R. MITCHELL and JAMES D. Murray, St. Andrews, Scotland!) 


Introduction 


The stream function y for the rotational flow of an incompressible inviscid 
id in two dimensions satisfies the equation 

0? Oy = 

Im, () 


ere the vorticity w is given by 


"0 I 09: (2) 


ae Ox ny 


ind g, being the velocity components parallel to the x and y axes respectively. 
thods of solution of (1) have been given by Tsıen [1]?), Coomss [2], and 
MES [3] for flow with constant vorticity past stationary cylinders with circu- 
and airfoil cross sections. The forces on the cylinders have been calculated 
ng the methods described but except in the case of the circle, closed expres- 
ns for the stream function in the physical plane can be obtained only with 
at difficulty, if at all. Accordingly, in the present paper it is intended to 
ain the stream functions for constant shear flow past a variety of cylinders 
ng in each case an extension of TsıEn’s method based on the natural co- 
inates of the system. From each stream function, the main characteristics 
the constant shear flow can be determined. 


1) The University, Department of Mathematics. 
*) Numbers in brackets refer to the References, page 234. 


224 ANDREW R. MITCHELL and JAMES D. MURRAY 


As far as the present authors are aware no theoretical solutions har 
been obtained for flow with variable rotation past cylinders in two dimen 
although several investigations using approximate methods have been c 
out. These include an evaluation using finite difference methods by one 
present authors [4] of the rotational field downstream of the bow shock 
formed when a parallel supersonic flow impinges on a blunt nosed two d 
sional obstacle. 


The General Transformation and the Circular Cylinder 


An auxiliary stream function Ÿ which satisfies LAPLACE’s Equat 
introduced by means of the transformation 
1 ax*+by? 


D=y+— 


2 a+b : 


where a and b are constants. For the case of flow with constant shear p: 
to the x-axis x 
y= Up eyes 


where U is the velocity along the x-axis, and from the above transforn 


= 1 a (x? — y? 
PUR er 

The stream function for shear flow past a circular cylinder deriv 
TsIEN can be obtained very quickly by putting a= b in (3) and (5). 
simplification gives Y for parallel flow as the imaginary part of the co: 
function Uz+ i @ 22/4, where z = x + 2 y, which according to MILNE 1 
son’s Circle Theorem [5] is modified to U (z + 1/z) + (¢ w/4) (2? — 1/2?), 
a circle of unit radius is inserted at the origin. Substituting Y the imag 
part of this latter complex function into the transformation formula, the 
red stream function 


1 te bete ei 28 
m sind (r _ = a (2 r? sin? + — ) 
is obtained for rotational flow past a circular cylinder, the stream fur 
taking the value zero on the cylinder. 

For all cross sections examined in this paper, other than the circle 
convenient to put a = 0 and so from (3), 


yp=P— Bee oy, 


where W is a solution of LAPLACE’s Equation. 


dS 
NS) 
On 
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The Elliptic Cylinder and the Flat Plate 
(A) Derivation of the Stream Functions 


In the case of flow with constant shear past an ellipse centred at the origin 
‘igure 1), elliptic co-ordinates €, 7 are introduced by means of the formulae 


x=ccoshécosy, y=csinhésiny, (8) 


Ge 


Figure 1 


Illustration of rotational flow past an elliptic cylinder. 


here c is a constant. The ellipse € = € (major and minor axes a and b along 
e x- and y-axes respectively) is taken as the solid boundary and the velocity 
ofile at x = — co is given by (4). Expressing LAPLACE’S Equation in elliptic 
-ordinates and solving by separation of variables the function ¥ satisfying 
e boundary conditions at infinity is found to be 


Y= Oye DA costa Bysinwne (40.12, ...) (9) 


n=0 


nich on substitution in (7) gives the stream function y. In order that y may 
tain the constant value zero on the ellipse £ = &, (0 <7 < 2x), the coeffi- 


MP VI/15 
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cients in (9) must take the values 


A, =-4,=4,=- A. =0, Ap=+7 ob, A, = HR 


2 


a+b 
a—b 


B,=-U4( Fa Bee RP En 


leading to the required expression 
p= 0b? + Ulcsinhé — be] sing | 


= = w [c? sinh?£ + { b2 er 9) _ c2 sinh?é }cos2 n] 


for the stream function. This value of y satisfies the three necessary conditic 


(1) VY? pio = 0), 
(2) MN OM EE: 
(3) p>poRtuUy _ ob: as &>m. 


In an exactly similar manner, if the velocity profile at y = + co is obtain 
from 


p=Va- Tweet, (1 
the stream function for the shear flow past the ellipse & = &, is found to be 


1 + de 
y=7 wa? + V[ecosh& — ae 9] cosy 


(1 


= = w [c? cosh2é =e e2(So-§) _ 62 cosh? } cos2 n], | 


where again y takes the value zero on the cylinder. In the limit as the min 
axis tends to zero, the ellipse becomes a flat plate of length 2 c, and the strea 
function for the shear flow past this plate is given by 


y = 2 wc? + V csinhé cosy | 
(1 


— + wc?[cosh?é + (sinh2 € —sinh®£) cos2 7]. 


The flow fields represented by (10) and (12) are symmetrical about the 
and x axes respectively. The velocity components in the € and y directions a 
ge and q,, where 
en ee 
Eee On? M BE my OE 


(1 
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I 


| g(§, 7) = ¢ (sinh?£ + sin?y)'*. 


1e stagnation points are given by 


Op Oy x 
hh 0 0: 


(B) The Elliptic Cylinder with its Major Axis in the Direction of the Stream 


In the case of the ellipse, whose major axis is in the direction of the stream, 
ere are two stagnation points in the range x <n < 2x for all values of the 
n dimensional parameter (U/o b). Denoting this number by N, the positions 
the stagnation points, which always lie on the ellipse, are given by 


sing ni (ver 28) 05) 


a+b 


ere 0 < N < on. The range of movement of the points is from positions on 
> ellipse, the joins of which to the origin make angles 


® b 1/2 
—1 CR 
sin-!(, Ze) 
th the major axis, to the ends of the major axis. The depth of either stagna- 


n point below the x-axis, using (15), is given by 
d= N- (N4 (16) 


ere 0’ = y/b and y = 2 b/(a + b) lies in the range 0 < y <1. The graph of 
against 1/N for y — 1/2 is shown in Figure 2. The corresponding result for a 
cular cylinder is obtained by putting y=1 in (16). The non dimensional 
inate of the stagnation stream line at x = — oo is given by 

1/2 


y=-N-(M+5)", 


ete) )b. 
The number of stagnation points in the range 0 < n = x depends on N. If 
2a+b 
De aera. 


re are two stagnation points in the range. They lie on the ellipse and their 
itions are given by 
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Figure 2 


Variation of the position of the lower stagnation point for the circle, ellipse, and flat pl 


there is one stagnation point which lies on the y-axis and whose positi 
given by b < y < oo. The stagnation points thus start off from positions 0 
ellipse, the joins of which to the origin make angles 
: b \1/2 

cin—1 

= ie (a + 5) 
with the major axis, move round the ellipse away from the major axis until 
coincide at the upper end of the minor axis, whence the combined point n 
off along the y-axis to infinity. The flow field when the upper stagnation p 
have just coincided is shown in Figure 3. In view of the symmetry of the 
about the y-axis, it is sufficient to illustrate the region x = 0. 

The resultant force on the cylinder acts in the y-direction, since the 
field is symmetrical about the y-axis. Its magnitude per unit length of cyl 
is given by +aj2 
L=-ao / dé sinn dn, 
where g:_:, the value of the velocity on the ellipse, is obtained from (14) 
o is the density of the fluid. This integral can be evaluated to give 


L== 0 (a+ 02, 


where the lift coefficient c, = 2x/N, with N = U/(w b) as before. 
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Figure 3 


Illustration of the stream lines when the upper stagnation points coincide. 


=) The Elliptic Cylinder with its Minor Axis in the Direction of the Stream 


An exactly similar state of affairs exists for the ellipse whose minor axis is 
he direction of the stream. Starting with (12), formulae are derived as before 
h a and b interchanged and V replacing U. The flow is now of course sym- 
rical about the x-axis. The value of N at which two of the stagnation points 
lesce is (a + 2 b)/2 (a + b) which reduces to the limiting values of 3/4 and 
for the circular cylinder and flat plate respectiv ely. The depth 6’ of the 
er stagnation points below the y-axis (x < 0) is again given by (16) with 

Via, 0’ = x/a, and y= 1, 2 a/(a + b) (1<y< 2), and 2 for the circle, 
se, and flat plate respectively. The graphs of 0’ against 1/N for the above 
nders (y = 3/2 for the ellipse) are shown in Figure 2. It should be noted that 
nd N change their significance at y = 1 in this figure. The lift force on the 
nder, which acts in the x-direction is given by (17) with N — Viao. 


The Parabolic Cylinder 


(A) Derivation of the Stream Function 


In the case of constant shear flow past a parabolic cylinder (Figure 4), 
ibolic co-ordinates #, v are introduced by means of the formulae 


x=u— 0, y=2uv. (18) 
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Figure 4 


Illustration of rotational flow past a parabolic cylinder. 


The parabola v = v, is taken as the solid boundary and the velocity profi 
x = — oo is again given by (4). Proceeding exactly as in the case of the ell 
cylinder, the required stream function is found to be 


oo 


y=2Uuv—2wu?Rv? + / {at cosu n + b(n) sinu n hen? "dn, 
0 


where n the separation constant is continuous and takes all values bet 
zero and infinity. In order that y may take the value zero on the para 
v = Up, the coefficients A(z) and B(n) must satisfy the equation, 

K A(n) cosun + B(n) sinu n }dn =2o0 Wu —-2Uwu, 

ù 


where A(n) = a(n)e-*%" and B(n) = b(n) e~%”. Using Fourier Transfo 
A(n) and B(n) are determined as 


x oo 


ea 4 io a 
A(n) = — © 0B | u?cosnu du, B(n)=— = (bi v | u Sinn udu. 
IT TT 


fi 6 


In order to keep the coefficients finite, the integration in (20) is restricted 
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ite range À which can be chosen arbitrarily large. With this limitation, (20) 
1 be integrated by parts to give 


2 1 ds . 
A(n) = = @ v3 [ (22 =) sin À # + an cos À n| : | | 
(21 
B(n) = _+ DE [ — sind n — = cos n| : 


it 
N 


stituting these values in (19) and after considerable manipulation using 
Haan’s Tables of Integrals [6], the required stream function is obtained as 


-2U uy — 20 uv? Lo — %) (U — 2w vu) 
IT 


“iles PACE) 4 + © vi À (0 = vo) \ 


(VU — Uo)? + u2 — Az TT 


( , 2 
ee Say ea et gee (22) 


s value of y satisfies the three conditions 


(1) Veyto=0. 
(2) y=0 on v=v, provided u < À. 
(3) y>uy- So y? as v + co. 


erifying conditions (2) and (3), it should be kept in mind that 


s the values m and 0 for v = v, (u< À) and v = oo respectively. 


(B) Examination of the Flow Field 


he stagnation points, which lie on the parabolic cylinder v = v, (u < À) 
w the x-axis are given by 


Er 


2 u' 05) [2 w vy + (1 — 4°?) vi log a 


y taw(l-uw?)]-2%2=0, (23) 
e N=U/(w 2?), u’ = ufa (<1), and v6 = Vo/A. There is one value of w’ 
ying (23) for each N in the range 0 = N Soo, The stagnation point at 
0 occupies a position on the parabola depending on vj, and as N increases 
ves along the parabola towards the x-axis reaching the latter at infinite N. 


ıon dimensional depth of this stagnation point à’, is given by the value w’ 
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which is a solution of (23), since 6’ = 6/(2 A v,) = u’. The graph of 0’ against 
shown in Figure 5. 
The stagnation points which lie on the cylinder above the x-axis are give: 
! FR, D fe 1 1 fi 19 ! 
(N — 2w v9) [2« „+ (1—% *) Up log at + nu (— | LA 207 


27; 
— 04 


0.3 
6 
UE 


-04 


2 70 20 Zu 30 40 
Figure 5 


Variation of the position of the lower stagnation point for a parabolic cylinder. 


If 0 < N< vj, there is one stagnation point on the parabola above the x- 
When N = 0, this stagnation point and the one below the axis are symm 
cally placed with respect to y = 0. As N increases, the upper point moves a 
the parabola away from the x-axis. Its position at N = vj depends on w,. V 
v, = 1, the stagnation point moves from a position w’ = 0:39 to u’ = 0:8 
N goes from 0 to 1. For N = vj, the situation is rather more complicated. 
example when vj = 1, at N = 1 a second stagnation point appears above 
x-axis at u = 1. As N goes from 1 to 1:15, the original point moves fron 
position wu’ = 0-80 to u’ = 0-95, whilst the new stagnation point moves - 
u' =1 tow’ = 0-95. The points thus coalesce at w’ = 0-95 and for 1:15 < N = 
there are no stagnation points on the cylinder above the x-axis. 


(C) Discussion of Results 


The results obtained in this section require careful consideration in vie 
the presence of singular points on the parabolic cylinder at # = A. A gui 
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e accuracy of the method can be obtained by deriving the flow field past a flat 
ate by the methods of this section and comparing it with the field obtained 
considering the plate to be the limiting case of an elliptic cylinder. 

Solving Laprace’s equation in cartesian co-ordinates by separating the 
riables, and proceeding as before, the stream function 


7 a -2 (y Lg 2 
Nenn kU — @y) lee (yb a)® | à 
4 (25) 
- ZAX D A X 
re a 12 = 5 2 il Bye ee 
|? = =) tg Area | 


Jutained for shear flow past a flat plate which lies along the y-axis in the 
ge — À < y < + À, where À again is an arbitrarily large finite quantity. The 
mts y = + À are singular points of the field. 
The main features of the two flat plate flows are indentical. The lower 
gnation point in each case starts off at a position on the plate at N = 0 and 
N increases the point moves along the plate towards the axis reaching the 
tre of the plate at N = oo. The stagnation points in each case are symmetri- 
ly situated on the plate at N = 0 and as N increases the upper stagnation 
nt moves away from the axis leaving the plate at N = 1/22Ror. 1/2 NS ce; 
top half of the plate is free from stagnation points. The values of the 
ocity at identical points in the flow fields are not in so close agreement. 
ficient to say that the closest correspondence occurs on the plates away 
n the edges. 
As a result of this comparison, it seems reasonable to suppose that the flow 
1 represented by the stream function (22) will contain all the principal 
ures of the field of flow past a finite parabolic cylinder (v = v,0 < u < À). 
ıddition, (22) can be used to give a good approximation to the flow on the 
ace of the parabola in the vicinity of the nose. As À can be chosen arbitrarily 
e, the valid region can be extended considerably. 


Conclusions 


It is clear from the foregoing study that the power of TsıEen’s method for 
ining constant shear flow patterns past cylinders is greatly increased by 
g if possible the natural co-ordinates of the system. 

The use of elliptic co-ordinates for example enables stream functions to be 
ined for flow past elliptic cylinders (excluding the circular cylinder) and the 
plate. The elliptic co-ordinates, however, are of no advantage in solving 
problem of shear flow past one branch of a hyperbolic cylinder. The slit 
g the x-axis between the foci of the families of hyperbolae divides each 
ich of every hyperbola into two sections each with its own value of n. For 
nple the branch of the hyperbola passing through the point c/2 on the 


234 ANDREW R. MıTcHELL and JAMES D. MURRAY 


x-axis has equations 7 = x/3 and 7 = 5 x/3 above and below the x-axis re 
tively. As a result, it is not possible to obtain the required stream fun 
using the methods outlined in the present paper. 

Using parabolic co-ordinates, a stream function is obtained for shear 
past a finite parabolic cylinder v = vp. The separation constant used to : 
this problem takes continuous values from zero to infinity. In order to 
the integrals involved convergent, the parabolic cylinder is restricted in ex 
to the range 0 < «<4. The flow pattern obtained is artificial in that 
points « = À on the cylinder are singular points being either sources or s 
As a result the stream function obtained gives an accurate representatic 
shear flow past a parabolic cylinder only in the vicinity of the nose, which 
be extended by taking A sufficiently large. 

The main features of the above shear fields are determined, parti 
attention being paid to the location of the stagnation points. A feature of 
study is the repeated appearance of the non-dimensional number N = { 
where U and / are a typical velocity and length in the field respectively ar 
is the vorticity. This number also plays an important part in constant rotat: 
flow through a channel. If the latter has straight parallel sides, for examp 
is easily shown that a necessary condition for no back flow in the chann 
N = 1/2, where U is the undisturbed velocity along the centre line and / is 
breadth of the channel. In fact,.N which also appears in the force coeffic: 
seems to have an importance in rotational flow comparable to the REYNC 
number in viscous flow. 

In conclusion, it is not suggested that elliptic and parabolic co-ordir 
exhaust the possible cylinder cross sections for which constant shear 
stream functions can be obtained. These co-ordinate systems do, howe 
serve to illustrate the methods described in the present paper. 
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Zusammenfassung 


Tsıens Methode, die Stromfunktion für Strömung mit konstanter Drehung 
n einem Zylinder vorbei festzustellen, wird erweitert, um Gebrauch von den 
atürlichen Koordinaten des Systems zu machen. Das modifizierte Verfahren 
ird gebraucht, um die Stromfunktionen für Strömung mit Drehung an ellip- 
schen und parabolischen Zylindern und an einer ebenen Platte vorbei festzu- 
tellen. Die Hauptzüge der Strömungsfelder werden untersucht; man richtet be- 
»ndere Aufmerksamkeit auf die Positionen der Staupunkte. Als ein äusserst 
ichtiger Parameter in dieser Studie erweist sich die dimensionslose Zahl 
= U/wl, wo U und I respektiv eine typische Geschwindigkeit und Länge im 
elde sind und m die Drehung ist. 


teceived: Mai 17, 1954.) 
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Über die asymptotische Darstellung der Aufspaltung von 
Paaren benachbarter Eigenwerte der Differentialgleichung der 
Sphäroidfunktionen!) 


Von KLAUS KRICKEBERG, Würzburg?) 


Es ist wohlbekannt, dass die Eigenwerte 2"(y*) der Differentialgleichung der 
»häroidfunktionen 


> 
(t= 2) ey + [+ 2-29) - | pe) = 0, (1) 
bein, m= 0,1, 2,... und m = n, sowohl für grosse positive y? (das heisst y >1) 
; auch für grosse negative y? (das heisst y* = — y > 1) asymptotische Ent- 
cklungen nach den Potenzen y?, y, 1, y-1, ... besitzen®). Im ersten Fall (y >) 
ben verschiedene Eigenwerte auch verschiedene derartige Entwicklungen, wäh- 
id im zweiten Fall (y* > 1) die Entwicklungen nur von den Zahlen m und q 
hängen, wobei g= n, wenn n— m ungerade, und g = n + 1, wenn # — m 
rade. Bei gegebenem m und p (mit p = 0,1, ...) haben also die zun, = m+ 2p-+1 
dn,—= m + 2p gehörenden Eigenwerte A, (— y*?) und 4#(— y**), von denen 
rigens der erste einer ungeraden Eigenfunktion psy (2; — y*?) und der zweite 


er geraden Eigenfunktion CCE — y*?) entspricht, die gleiche asymptotische 


1) The preparation of this note containing partial results, was sponsored by the European 
ice Air Research and Development Command, U.S. Air Force, Project No. AF 61 (514)-443. 

2) Mathematisches Institut der Universität. 

*) Man findet sie in dem kürzlich erschienenen Buch von J. MEıxner und F.W. SCHÄFKE, 
thieusche Funktionen und Sphäroidfunktionen (Berlin, Göttingen und Heidelberg 1954), dessen 
‚eichnungen auch hier verwendet werden, auf den Seiten 243 und 246. 
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Entwicklung für y* > 1. Für die « Aufspaltung», das heisst die Differenz 
AN PR ee 

gibt es jedoch eine asymptotische Darstellung nach den Funktionen 


ANA) owe” EN 
ne Ne ee 


die sich zum Beispiel für die numerische Berechnung von Tafeln der Eigenw 
als nützlich erweist. Diese Darstellung lässt sich nun nach einem von H 


Professor Dr. J. MEIXNER?) angeregten Verfahren um ein Glied, das heisst 
zu k = 2, fortführen, und zwar ergibt sich für grosse positive y*: 


* 


Pa yale ee 1 
Alm re [1+ 2 {— 3q?—4q+m?— 1} 


pl (m+ p)l y* 

1 ROIS RTE 5 3 q?(m? — 1) q(m? — 1) 

emule Da 2 ve IDE 
N 


+ m? 1 


el 


Da die zur Formel (2) führenden Rechnungen recht umfangreich sind, 
das Verfahren nur kurz beschrieben werden. Es beginnt mit dem aus MEIxN 
und SCHÄFKES Buch?) folgenden, zumindest für 0 < 6 < z < 1 richtigen An: 


ps, (25 MINS N (1 = 4) PERMET 


in dem N eine nur von m und n abhängende Konstante und M yp2, m2 eine Whi 
kersche Funktion bedeutet. Aus (1) und der Differentialgleichung der Whitta 
schen Funktionen erhält man die folgende Differentialgleichung für die Funk: 
BGE 


LA & el eit = 
4 PRES ES eGR tag Im) aa aie oe 
72 à 722 
Sure &/2 62 
(er 1— 2? 


+ 4 (1 m?) 


Zusammen mit der Bedingung &(1) = 0 (für jedes y*) gestattet sie, die Ko: 
zienten der Darstellungen 


Am CR Et yt, 
E~ 91 Vt + Po + pr y + yt? 


vermittels sukzessiver Bildung von expliziten Darstellungen fiir die Ableitun 
gx und deren Integration zu berechnen. Die Zahlen C_y, Co und c, und die Funk 
nen _j, 9, und y, waren bereits bekannt®); der Vergleich jener nach ein 


1) A. a. O., S. 319, Formel (14). 

?) Auch an dieser Stelle möchte ich Herrn MEIXNER noch einmal für diese Anregungen dan 
Ferner danke ich Herrn H. BEHNke für die Kontrolle eines grossen Teils der Rechnungen. 

3) (AC av OnySasiley (12h 

4) A.a.O., S. 246, Satz 12, und S. 318. In dem auf S. 318 in der Formel für & enthalte 
Ausdruck für @,, das heisst im Koeffizienten von y*—1, muss der letzte Term der ersten eck 
Klammer nicht —2, sondern —3/2 heissen. 
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nderen Verfahren gewonnenen C_3; Co, €, mit den wie eben ermittelten bildet eine 
ontrolle der Rechnungen. Darüber hinaus ergibt sich 


Sea 
me) 4 (ts)? 417 a 
8 | 1 1 1 Ae ee 3 GE 
EEE ua er 
“ | if 1 3 3 is 1+ 2 
Zag Ae 1+2 A (r= (ez ae 
1 (ie 1+ 2\2 5 
Spore ) a at 
Ist #, — m ungerade, so genügt Psy der « Eigenwertbedingung » 
ps" (0, — y*?) = 0, (6) 
ihrend bei geradem n, — m gilt 
Oops” 
= 0 — y#2) = 0. (7) 
Oz 


ese Bedingungen lassen sich nun formal auch mit Hilfe der Ansätze (3) und (5) 
füllen, wenn man g einmal durch G1(7*) = ¢ + ög,(y*), das andere Mal durch 
y*) = q + ög,(y*) ersetzt, wobei ög, und ög, in geeigneter Weise zu bestim- 
nde Funktionen von y* bedeuten. An die Stelle von p sind dabei die auf Grund 
n2P=qg-— Mm — 1sinngemäss gebildeten Ausdrücke P, bzw. p, zu setzen. Man 
rwendet am bequemsten in (3) statt M 992, mig auf Grund von 


Meer, mei, 


: konfluente hypergeometrische Funktion F = 17, operiert also direkt mit der 
rstellung aus dem Werk MEIxNERS und SCHÄFKES!). Mit der Abkürzung 
— £(0) geht dann die Bedingung (6) über in 

F(—p,, ma; —£&,) = 0, (8) 


d analog wird aus (7): 


F(—Pi, m + 1, ~& 0) [E*(0) £(0)-* — (m+l)&t+1] | (9) 
+ 2F’(—p,,m + 1, —&) = 0, J 


bei F’ die partielle Ableitung von F nach dem letzten Argument bedeutet. 
bei ist also q in den aus (5) resultierenden Darstellungen von &,, £(0) und £”(0) 
ersten Fall durch g, und im zweiten durch g, zu ersetzen. Verwendet man die be- 
inte asymptotische Entwicklung von F(—p,,m + 1, —&)/T(m + 1)?) und ersetzt 
ı darin vorkommenden Term 1/P(—P,) durch (—1)?+1 Ip, + 1) a“! sin (x Op,), 
lassen sich in dem Ansatz 


2 (year 
Pp! (m + p)! 


og, ~ [1 a, y*—-! + a, y*-2] (10) 


1) A. a. O., S. 318, (12). 
2) Vgl. zum Beispiel H.BucHHozz, Die konfluente hypergeometrische Funktion (Berlin, 
tingen und Heidelberg 1953), S. 93, (6); man beachte, dass aus y*>1 folgt Col. 
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die Koeffizienten a, und a, nacheinander so bestimmen, dass die erste 
Glieder der resultierenden asymptotischen Darstellung von F(— p,,m + 1 
verschwinden, dass also (8) in den ersten drei Gliedern erfüllt ist. Durch eine 
sprechenden Ansatz für Ôg, kann (9) befriedigt werden, und dabei zeig 
übrigens, dass — dq, die gleiche Darstellung (10) wie ög, hat. Berechne 
schliesslich die Reihe (4) für 2 einmal mit g, und einmal mit g, statt g, so 
die Differenz die gesuchte Formel (2) für 42. 

Das Verfahren könnte, wenn auch mit beträchtlichem Aufwand, in gl 
Weise fortgesetzt werden. Die Bestimmung jedes weiteren Gliedes der Darst 
von AA erfordert die Berechnung einer weiteren der in (5) auftretenden Fu 
nen Pz. 

Die folgende Zahlentafel dient dem Vergleich einiger direkt berecl 
Werte von A mit den entsprechenden durch die rechte Seite von (2) gege 
Werten (AA'?)). Daneben sind auch noch die Werte aufgeführt, die die nur b 
Glied mit y*-! fortgeführte rechte Seite von (2) liefert (4A)1). Es ist t = 


t AA Aaa) 
Be 0,5 1,0892 11722 
3 0,3 0,30062 0,31675 
q-1 | 0,1 0,5921 (—5) 0,5936 (—5) 
ns 0,10 0,57629 (— 2) 0,52765 (—2) 
ES 0,08 0,109385 (— 3) 0,104159 (— 3 
0,065 0,86 — 6) 0,84 = 6 
ER 0,250 1,03934 1,03055 
ne | ORS 0,38777 (—1) 0,38391 (—1 
0,10 0,19890 (— 3) 0,19787 (— 3) 
RS; | 0,075 0,55318 (— 3) 0,45275 (—3 
PE | 0,060 0,254 — 5) 0,229 — 5 
0,055 0,20 — 6) 0,18 — 6 
AA?) Aa— Aa Aa — Aa 
a 1,0623 — 0,0830 + 0,0269 
| 0,30911 — 0,01613 — 0,00849 
0,5924 (—5) SOON (3) = WOE (5) 
en 05797607 + 0,04864 (— 2) — 0,00347 (— 2) 
pes | 0,109645 (— 3 + 0,005226 (— 3) — 0,000260 (— 3) 
0,87 (6) + 0,02 Go 001 (— 6) 
ER 1,11642 + 0,00879 — 0,07708 
= 0,39082 (—1 + 0,00386 | (— 1) — 0,00305 (—1) 
is 0,19919 (— 3 + 0,00103/ (—3) —0,00029 (—3) 
es 0,55940 (—3 only ES) MZ (5) 
de | 0255, ES) + 0,025 D) = (=) 
0,20 (—6 + 0,02 — 6) 0,00 (— 6) 


) Ich danke Herrn ABrAmowıtz, National Bureau of Standards, Washington, für die 


lung der Werte von AA und meiner Frau für die Berechnung der Werte von AA una 44% 


VI, 1 


We) 
1 
or 
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Summary 


Let A) be the difference of a pair of adjacent eigen-values of the differential 
ation (1) for the spheroidal functions. Until now only the two first terms of 
asymptotic expansion (2) of AA for large y*2 = — y? had been known. In this 
> the next term, i. e. the coefficient of y*-?, is given, and the way of calcu- 
1g it is described. 


yegangen: 31. Dezember 1954.) 


On Conditions for Stability of Solutions of 
Pendulum-Type Equations’) 


By JAMES C. Litto and GEORGE SEIFERT, Lincoln, Nebraska, U.S. A?) 


Introduction 


We consider the equation 
Ö+ 10 6-50 (6= <2), (1) 


re f and g are twice-differentiable functions of period 2 x in 9, f(8) > 0 for 
), g(0) has a finite number of simple zeros in any interval of length 2 x, 


27 
[s(0) æ>0, 
0 


x is a positive parameter. If we put y = 6, then equation (1) is equivalent to 
system, 


y= 8(0) — af(8)y, = 7y 


1 which we obtain the equation of the phase trajectories in the cartesian 
) phase plane, 


dy _ g(8) — « (0) y(6) 


dû  y(6) : (2) 


tis known that if equation (2) has a solution of period 2 x in 9, this solution 
ique and nonnegative [1]5). It is also known that the nonexistence or existence 
ich a solution depends on whether or not « exceeds a critical value &,> 0. 
hermore, if no such solution exists, each solution 6(¢) of equation (1) is such 
Jim O(é) exists and is finite; i.e., all solutions are stable with respect to a 


ular point of equation (2). 

[he purpose of this note is to determine bounds on «&,. 

‘or the special case g(8) = B — sind, 0 < B < 1, and f(@) = 1, the best bounds 
ate have been given by Haves [2] and Boum [3]. Each gives as an upper 


) This research was supported by the United States Air Force through the Office of Scientific 
ırch of the Air Research and Development Command. 

) Department of Mathematics and Astronomy, University of Nebraska. 

) Numbers in brackets refer to References, page 225. 


. 
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bound on «, the value 2 sin (0,/2) where 0, = arcsin ß. Bönm’s lower boun 


j ‘ -1/2 
sin 6, ie sind, + T cos 9%) ; 
2 2 
is greater than Haves’ 
[(3 cos? 6) + 1)12 — 2 cos 6,] 2 


for values of 0, near zero, while the opposite is true for 0, near 2/2. 

Conditions on f and g in addition to conditions on « are known under * 
equation (2) will have a positive solution of period 2 x in 6 [4]. A study o 
variation of such a periodic solution in terms of variations in « has given a me 
whereby an upper bound on «, can be determined in terms of a known | 
bound. However, in the special case mentioned above the values obtainet 
inferior to those given by Bönm and Hayes ae Meath ie 

Let us denote by 9;, 0,< 6,,;,7= 0, +1, +2,..., the zeros of g(8). I 
zeros are clearly the singular points of equation (2); the points (0,, 0) for v 
g'(0;) > 0 are saddle points, the others being either nodes or focal points. 
fact that 


2x 
Î g(6) 40 > 0 
ù 
implies the existence of a 6; such that g’(0,)> 0 and that 


0 
"g(s)ds>0 (8>06;,), 
05 


(cf. the lemma in [5]). It is clearly no loss of generality to assume that 6; = 
some such 7, which we will do henceforth. 


The Lower Bound 


Let us first assume that 6 = 0 is the only zero of g(6)in 0S 6< 22 forw 
4 - 
/e(s)ds>0 (6 > 6). 
a 
Consider now the solution (6) of equation (2) for which 


„im »(6)=0 and „im, y’(6) 0: 


9—0+ 


Suppose that for some 0 = b, 0 > b> 2 x, we have y(b) = 0. Multiplying e 
tion (2) by (0) and integrating from 0 = 0 to 0 = b, we have clearly 


- b 
[elo dO = x | f(8) y(0) do. 
0 


0 


However, from equation (2) we also have that y’(0) y(6) < g(@) for 0 < 6 
from which we obtain upon integration, 


0 1/2 
< (2) g(s) a) (Oo) 
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ng this inequality in equation (3) we obtain 
b 


b 0 1/2 
J 8(8) 40 < à / (0) (2/20 is) dd. (4) 
0 0 / 


0 


us denote by 6; the least zero of g(0) greater than or equal to b. Consider the 
ion R of the phase plane bounded by the graphs of y = g(6)/« (6) and y = 0. 
ce the phase trajectories of equation (2) have positive slope in À, we must 
eb = 6,_,. Hence 

0; 2% 


6 1/2 
J &(6) 46 < à [4(6) (2/80 a) do. 
0 0 0 


0 


ye put G = min [ g(6) d0, à — 1, 2, ..., the left-hand side of this inequality 
ı 
0 
be replaced by G and hence if 
G = 
> qe a Ey (5) 
[r(6) (je as} dd 
0 0 


can only conclude that (22) > 0, which implies the existence of a non- 
itive solution of equation (2) of period 2 x [1]. Hence % is a lower bound on x... 
f 8 = 0 is not the only zero of g(8) in 0 < 0 < 2 x for which 


6 
[gts d(s)>0 (69>) 
6 


‚each such 9 = 0; for which it is true will by an analogous procedure give a 
T bound «; on «,. In general then we take the greatest of the a; as the lower 
id on a. 

3ecause of the nonelementary integral occuring in the denominator of the 
r bound «, given by (5) above in the special case g(9) = sind, + sin (0 — 6,) 
re 0 < 6) < 2/2 and f(0) = 1, an overall comparison between % and the 
t bounds given by Hayes [2] and Boum [3] is difficult. 

‘or 05 > 2/2, % approaches a value between (2) +” and (2/)!”; i.e., a, is 
ior to the values of Haves and Boum. However, if 6) > 0 we observe that 
) > 2/4, while the slopes of Bönm’s and Hayes’ bounds approach 2/x and 
respectively. This indicates that near 0, = 0, the % given above is greater 
the lower bounds of B6um and Haves. 


The Upper Bound 
Ve define : 


¢,(6) = er (0<6<2n) 


81(0) = lim g,(6), and g,(2) = lim g,(6). 


6—0+ 0—2n- 


> g’(0) and g’(2 x) are each finite, these limits exist and are also finite. Hence 
is continuous on 0 SX 6 < 2 x and attains its maximum value M in this 
val. 


VI/16 
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Fix A> 0 and consider the graph of y = h(0) = 2 A sin (0/2) in the 
plane. If « is such that 


h(9) R°(8) > g(0) — « f(8) h(0) (0<0<27x), 


then in this interval the phase trajectories of equation (2) Crossing y — 
have slopes less than the slopes of y = h(#) at the points of contact. Clearly 
will be the case whenever 
_ | 81(8) — 2 4? cos Ce) = HA 
a > max | en = M(A) : 

Suppose that «, > M(A). Since «, < oo (cf. Theorem 2.1 in [5]), the per 
solution y,(0) of equation (2) corresponding to « = «, has at least one ze 
0S 0< 22 (cf. Part I in [5]). It follows that y (0) = y,(2 7) = 0. 

I, lim y6(0) > h’(0), then there exists a ö> 0 such that y.(9) > h(0 


0 < 0 < 0. Consider the trajectory of equation (2) containing the point [a, 
where 0 <a < 0. It is clear that this trajectory must contain the point (| 
This is impossible since there is only one trajectory emerging from this ] 
with positive slope. Hence, we must have 

lim (0) S k’(0); ie, y(6) <A(0) (0<0 <2 Gi) 


—0--° 


Now consider the trajectory containing [b, h(b)] where 0 < b< 2x. It : 
pass through (6,, 0) where 0, is a common zero of y.(9) and g(6). But this is a 
impossible, since the trajectory at (0;, 0) having negative slope is unique. 

Hence, we must conclude that «, < M(A). If M, = min M(A), then a, < 
i.e., M, is an upper bound on «,. +4 

If M, = max g,(0) and m = min /(6), then it is a simple matter to show 
M, S (M,/m2)!%. 

In the special case 


g(0) = sin®, + sin(8 — 6), (6) = 1 


the fact that M, is identical with the bound given by Haves and Boum is 
to the fact that its derivation follows closely the lines of BôHM’s approach 

In either case, however, the bound can ostensibly be improved by the us 
a more general function (8) containing several rather than a single paramı 
yet having the same general properties as the function 2 À sin (0/2). Needle: 
say, the complications in the corresponding derivation of M, become signific 
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Zusammenfassung 


Es gibt zu der Gleichung . é 
Ÿ + a (8) 8 = g(8), 


> (0) = (8 + 22), ge) = g(8 + 22), FA) > 0, | g(8) d8 > 0 und g(6) ein- 
0 
che Nullstellung hat, einen Wert « = «, mit der Eigenschaft: ist « > «,, so gibt 


keine Lösung #(f) dieser Gleichung, für die # = y(# = y(0 + 2x) für jedes à 
; ist aber «< «,, so gibt es eine solche Lösung, die mitunter nicht negativ ist. 
1 ersten Fall, « >«,. gilt auch für jede Lösung &(t), dass Jim alt) = 3; < om. 
—0o 
diesem Artikel werden fiir «, Grenzen gegeben und mit denjenigen verglichen, 
> HAYEs [2] und Boum [3] im Falle 


g(8) = sind, + sin(@— 4), f(0) =1 (0 << =) 5 
aalten haben. 


eceived: October 18, 1954.) 


ethode zur Bestimmung von Dämpfungssrössen in Transonic- und 
Überschallkanälen 


Von Fritz LÜSCHER, Emmen!) 


1. Einleitung 


Die im allgemeinen üblichen Methoden zur Bestimmung des Dämpfungsmasses 
einem Windkanalmodell sind: 

Ausschwingversuch. — Dabei kann die vorhandene Dämpfung aus dem loga- 
rithmischen Dekrement und der Frequenz der auftretenden Eigenschwingung 
ermittelt werden. 

Erzwungene Schwingung. — Ermittlung der Dämpfung aus Grösse und Pha- 
senlage der erregenden Kraft. 

Diese beiden Methoden lassen sich in Unterschallkanälen sehr gut anwenden. 
Hochgeschwindigkeits-, Transonic- und Überschallkanälen treten jedoch sol- 
n Versuchen grössere Schwierigkeiten entgegen. Diese sind einerseits bedingt 
rch die grösseren Geschwindigkeiten, anderseits durch die kleineren Abmes- 
ıgen der Modelle und deren Baustoff. 

Eine neue Messmethode, die sogenannte «Rotor-Methode», bei der obener- 
hnte Nachteile eliminiert sind, wurde ausprobiert und mit Erfolg im Transonic- 
nal angewendet. 


2. Bezeichnungen 


Massgebend für die instationären Luftkräfte eines Schwingungsvorganges ist 
als reduzierte Geschwindigkeit bezeichnete Grösse 


V = v/(wl), 


1) Aerodynamische Abteilung des Eidgenössischen Flugzeugwerkes Emmen. 
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worin 
v = Anblasegeschwindigkeit (m/s) 
© = Kreisfrequenz (Sm) 
1 = Bezugsflügeltiefe (m) 

Die weitern, im folgenden verwendeten Grössen sind: 
% = Massenträgheitsmoment (mkg/s?) 
My = Moment der Trägheitskräfte (mkg) 
M;— Moment der Dämpfungskräfte (mkg) 
cg = Dämpfungsmass = Mé/(o v F b2 @) (— 
o = Luftdichte (kg/s?/m4) 
F = Flügelfläche (m?) 
b — Spannweite (m) 
gy = Amplitude (—) 
E = Energie (mkg) 
L = Leistung (mkg/s) 


3. Vergleich der Verhältnisse für Messungen bei Unterschall- und 
Transonicgeschwindigkeiten 


Die sich aus den Kanalbedingungen ergebenden Zahlenwerte sind in der nach 
folgenden Tabelle zusammengestellt: 


Modell I II 

Kanal Unterschall Transonic 
Modellmaßstab 1:9 3:100 
Material Holz Leichtmetall 
l m 0,555 OMS 
v m/s 59 300 
91 — 1 1/175 
Co = 0,1 0,1 
V — 1 10 1 10 
[0) Sl 90 9 2000 200 
M3/Mg 35 3,5 280 28 


Es zeigt sich also, dass im Transonic-Kanal das Verhältnis Trägheitskräfte 
Dämpfungskräfte um eine ganze Grössenordnung ungünstiger ist als im Unter 
schallkanal. Die grösseren Trägheitskräfte ergeben auch grössere, die Messung be: 
einflussende Sekundäreffekte, wie etwa die Lagerreibung, so dass die zu erfassende 
Dämpfung nur noch einen kleinen Teil der die Messung beeinflussenden Grösser 
darstellt und die Genauigkeit der Ergebnisse entsprechend vermindert wird. 

Beim Unterschallmodell liegen die Kreisfrequenzen « in einem versuchstech: 
nisch günstigen Gebiet, und auch die Federkräfte beim Ausschwingversuch bzw 
Erregungskräfte bei der Methode b) lassen sich ohne weiteres aufbringen. Beim 
Transonic-Modell mit den hohen Werten von w treten auch von dieser Seite het 
Schwierigkeiten in Erscheinung. Dies ist insbesondere bei der Ausschwingmethode 
der Fall, wo für eine bestimmte Machsche Zahl die Variation der reduzierten Ge 


Tol. VI, 1955 Kurze Mitteilungen — Brief Reports - Communications breves 245 


chwindigkeit V = v/(w/) nur durch Anderung der Frequenz, das heisst des 
'edersatzes, möglich ist. 

Um diesen Schwierigkeiten zu begegnen, wurde nach einer Messmethode ge- 
ucht, die einfache und präzise Messung sowie zuverlässige Auswertung erlaubt. 

Zur genauen Messung ohne Störung des Bewegungsablaufes eignen sich zwei- 
los die Zeit ¢ und die Frequenz w am besten. Wenn nun zudem noch die Messung 
ut konstanter Amplitude durchgeführt werden kann und sich über einen ganzen 
requenzbereich erstreckt, können die Messungen rasch, präzis und mit einfachen 
litteln erfolgen. 

Die vom eidgenössischen Flugzeugwerk Emmen im Transonic-Kanal ange- 
andte «Rotormethode» weist diese Merkmale auf. 


4. Rotormethode 


Auch hier wird ein Schwingungsvorgang zugrundegelegt, die Bewegung des 
(odelles wird jedoch durch einen Rotor mittels einer Exzenterübertragung er- 
‘ugt. 

Die Rotationsenergie des Rotors dient zur Aufrechterhaltung der Schwingungs- 
»wegung. Die Drehzahl des Rotors und damit die Frequenz des Modells nehmen 
itsprechend der aufzuwendenden Dämpfungs- und Reibungsarbeit stetig ab. 

Die nachfolgende schematische Skizze zeigt die Einrichtung für die Bestim- 
ung des Dämpfungsmasses um die Querachse eines Halbmodells. 


Figur 1 


Prinzipskizze zur Rotormethode. 


Mit einer solchen Einrichtung ergibt sich eine Nickbewegung des Modells, die 
e konstante Amplitude und in erster Näherung einen harmonischen Verlauf des 
ckwinkels y aufweist. 

Die vom Rotor abgegebene Energie zerfällt in die beiden Anteile 

Leistung durch Reibungskräfte, 
Leistung der dämpfenden Luftkräfte, wovon die letztere zur Ermittlung 
des Dämpfungsmasses dient. 
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Die Messung beschränkt sich bei bekannten Ÿ» (Modell) und #x (Rotor) 
die Bestimmung des Verlaufes 9= w= f(t), womit die Energie Ep des Ro: 
zu jeder Zeit { bekannt ist. : 

@ 
Eo on 

Die Leistung Lp des Rotors für die aufzuwendende Reibungs- und Dämpfuı 

arbeit wird dann: 


ER = OR OD: (=). 


[42] 


Der Reibungsanteil des ganzen Systems kann aus einem Standversuch 2 
ermittelt werden, wobei das Modell durch eine Masse mit äquivalentem Tı 
heitsmoment dy ersetzt wird, auf welche keine dämpfenden Luftkräfte wirl 
Diese Leistung wird als 


œo 


© 
Le = —dR a? (2) 
LCR LOG 
bezeichnet. 
Aus dem Leistungsgleichgewicht 


kann der Leistungsanteil der dämpfenden Luftkräfte angesetzt werden zu 


to= ten {(2) (2) 
Q | © /0 
woraus sich das Dampfungsmass ohne weiteres bestimmen lässt. 
Eine mit der « Rotor-Methode» gewonnene Kurve 
cg = f(Ma) 


für konstante reduzierte Geschwindigkeit V ist aus der nachstehenden graphisc 
Darstellung ersichtlich. 


ce. 


g 
Co 
$= Me) _ konstent 
Ma 
N \ 
05 08 07 G8 09 10 
Figur 2 


Qualitativer Verlauf der Dämpfungskonstanten in Abhängigkeit der Machzahl. 
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Der messtechnisch unerwünschte Reibungsanteil sollte auf ein Minimum be- 
-hränkt werden, um auch in der Auswertung des Restanteiles Dämpfung genü- 
ender Genauigkeit erreichen zu können. Nun ist aber besonders bei hohen Fre- 
uenzen ein grosser Teil der mit «Reibung» bezeichneten Leistung auf die Venti- 
tionswirkung des Rotors zurückzuführen. Durch Unterbringung des Rades in 


nem ev ocre Gehäuse lässt sich daher ein gewisser Anteil, an Reibungs- 
rbeit eliminieren und damit das Verhältnis 


Reibungsanteil 
 Dämpfungsanteil 


instiger gestalten. 


5. Zusammenfassung 


Um den messtechnischen Schwierigkeiten, welche sich der Anwendung der 
lichen Methoden zur Bestimmung des Dämpfungsmasses an einem Windkanal- 
odell im Bereiche grosser AG blaseoecohw indigkeiten entgegenstellen, zu begeg- 
sn, ist im Eidgenössischen Pee erk Emmen bei Messungen im Transonic- 
anal die in diesem Bericht Dat «Rotor-Methode» angewendet worden. 

Diese Versuchsart erlaubt es, das Dämpfungsmass ohne as Störung des 
ewegungsablaufes durch einfache Messung der Schwingungsfrequenz in Abhän- 
gkeit der Zeit auch im Bereich der relativ hohen Kreisfrequenzen zuverlässig zu 
stimmen. 


Summary 


Test difficulties obviate the application of the methods for the determination 
damping coefficients of wind tunnel models normally used, namely dying-out 
sts or tests with constrained oscillation respectively. 

To prevent these difficulties the “rotor method’ has been developed and suc- 
ssfully tested in a transonic wind tunnel. 

With this method the model carries out an oscillation with constant amplitude, 
lich consumes the energy of a rotor wheel. The damping quantity can be deter- 
ined by measuring the oscillation frequency as a function of time without 
fluence of the oscillation. By running a test without model but with an equiv- 
nt mass, damping and frictional components can be separated. 


ngegangen: 29. September 1954.) 


yme Notes on the Relation Between the Elastic Moduli of Anisotropic 
Cristallites and Quasi-isotropic Polycrystalline Aggregates 


By Hans H. STADELMAIER, Raleigh, N. C., U.S.A.) 


Introduction 


In any attempt to find for a polycrystalline material the mean value of a 
>perty that is known for its anisotropic constituent, the crystallite, there will 
included some simplifications. Such simplifications have been applied with 
rying success to the problem of averaging the modulus of elasticity. In Table I 


1) Department of Engineering Research, North Carolina State College. 
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are compiled, by way of review, the mathematical schemes applied to the prob 
together with the simplifying assumptions as stated by the authors. 


HUBER and 
SCHMID?) 


VOIGT?) 


1 16 
E, from ¢,, = a} Crp (Czy 2) dQ 
0 


none 


equal strains 
in all grains 


Table I!) 
has : à Agreement w 
Author Averaging procedure Assumptions Ra de co 
> 1 1 equal stresses too low bu 
REuvsst) E, = — 5 5 ; 
Su 1 F o in all grains better than 
a S{1(S;r 2) dQ 
<0 


best 


too high 


1) Reuss, A., Z. angew. Math. Mech. 9, 49 (1929). 

2) Huser, A., and ScHMID, E., Helv. phys. Acta, 7, 620 (1934); Boas, W., and SCHMID, E 
Helv. phys. Acta 7, 628 (1934). 

3) Voicr, W., Lehrbuch der Kristallphysik (Leipzig and Berlin, 1928), Appendix II. 


The basic assumptions, which have already been discussed by HUBER 
SCHMID, are, that the crystals be small compared with the dimensions of 
specimen, that there exist no voids between the crystallites, and that the cohe: 
of the crystallites be upheld by large deformations in a very small transit 
region near the grain boundaries. The need for the latter condition comes from 
influence of neighbors upon the erystallites. If, in a polycrystalline aggregate, 
erystallites could deform freely under simple tension, they would do so by vary 
amounts because of the variations in the orientation of the anisotropic crys 
lites. Actually, they also exert upon each other, forces other than those wl 
transmit the uniaxial stress in the specimen. Thus the stresses may vary 
magnitude and direction from grain to grain but the assumption of the sn 
transition region will furnish crystallites in which the deformation is essenti: 
homogeneous. The inhomogeneities are restricted to a region of negligible volu 
and thus do not contribute to the elastic energy. This simplified descripti 
inaccurate as it may be, lends itself readily to the problem at hand, and 
following analysis will show how it is in error?) 


Elastic Energy = 


If W* denotes the elastic energy of a crystallite, the elastic energy of 
whole aggregate follows by summation: 


N 
i À I ‘ 


4) The S;x and c;} are the elastic parameters in Vorcr’s notation. Q is symbolic for the or 
tation function (for the c,, and s,;, Q is of the form a? «3 + o3 a3 + a2 a? and dQ is the elem 
of solid angle so that 2, = 4x). 

2) The uniformity of direction in the grain interior and the abrupt discontinuity at the gl 
boundaries, of the ferromagnetic domain patterns resulting from application of uniaxial st 
[L. J. Diyksrra, and U. M. Martius, Rev. Mod. Phys. 25, 146 (1953)], furnish a striking illustrat 
of the validity of the assumed stress distribution. 
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elastic energy per unit volume then becomes 


W* ya Ww} N 


j 1 
= ey — W,, 
I DY; N ZW; 
1 


i j=1 


Ww 


re W; is the elastic energy per unit volume of the j-th crystallite. The more 
orm the grain size is, the better the approximation will be. Therefore the 
lition of uniform size of the crystallites should be added to the assumptions 
ed in the introduction. In cubic metals the elastic energy of the crystallites 
er uniaxial tension is 


1 1 2 
u (S335 9) I 


ee, Sant 96 BE 


2 / , ‚ 2 
2; (Gr 25) #3; + 2 C2; (ir 26) Yy; + 2 °33i (ir 2,) 225 


L 


LA 1 LA ’ 
+ 6195 (Gm Dies) Ei Vy + as; (Gm Qu py) Vy; 2a; + C317 (ip Pena) 2j Krj> 


2 


OB + où as + ag af, Op = Pi BE + P2 Pè + PR BY, Qy = y? y + y2 va + va», 
Qyap = Qy — Qe — QB, 
Rap, and Qpya follow by cyclic variation of Qy, Qg, and Q,. The «,, B;, y, are 


lirection cosines between the principal axes of deformation and the crystal 
. The prime indicates that the elastic parameters are functions of orientation. 


Discussion of Averaging Procedures 


ase I and 2. If all stresses X,,; are identical in magnitude and equal to X,, 
lastic energy of the aggregate becomes 


al 1 SU ’ 
br Be nr ai CE 
1 1 


m = 1: 
N sy = Sn = a | % (Sr 2) 49. 
1 


summation can be replaced by the integration over all directions because 
umber of crystallites, N, is large. By comparison with the expression for the 
ic energy of an isotropic medium, 1/2 X2/E, it follows that the average 
lus of elasticity is E, = 1/53. This result, which corresponds to case 1 of 
> I, is obtained by using the assumption of Reuss, that the stresses are all 
|. Actually, the stresses will not be the same in all crystallites. Instead, they 
form a distribution about a mean value. The result derived above is also 
ned if 1/2 of the mean square of this stress distribution, which is equal to 
bservable uniaxial stress (within the limitations of the assumptions stated), is 
plied by 1/N times the sum over the Si,;- Thus 


1 0 2 1 2 1 a 
2 We = wem cd ster to We Xai 2 Le 
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Herein the emphasis is shifted from the requirement of equal stresses, which is 
longer upheld, to an approximation for the original summation that cannot 
evaluated otherwise. From the same point of view, case 2 presents itself a: 
different approximation to the elastic energy), 


v2 
/ 2 7 % 
— RE 2 
N 2 Su: x] 1 ; > 
i een EN 2 
7 


Approximations (1) and (2) can both be viewed as possible methods of replaci 
every sj,; by an average value which is subsequently factored out. They dif: 
only in the way that the average 5,, is formed. To decide which case leads 
the better approximation for the elastic energy 2 W, the following reasoni 
may be applied. Approximation (1) but not (2) can also be described by replaci 
every X;; by an average X?. Thus the burden of the approximation can 
assigned to the stresses in (1) but must be carried by the elastic constants in ( 
From this it will be appreciated that (1) is the superior approximation becau 
the relative deviation of X2, from X2is much smaller than the relative deviatil 
of the E, from E, when the crystallites are oriented at random. The differen 
between the approximations (1) and (2) is determined by the difference betwe 
Sn and 1/E. Both have been calculated by integration over all directions, ai 
values of E derived therefrom are compiled for several cubic metals in reference 
There one finds that 5; is systematically greater than 1/E and that 1/E is in clo 
agreement with 1/E of the bulk metal. The fact that the “best” approximatic 
under the assumptions made in the introduction is greater than 1/E, means th 
the hypothetical conglomeration of semi-free crystallites forms an aggrega 
which is elastically softer than the actual metal, a logical result. This confirr 
in a different way that (1) is the best approximation. The difference between : 
[approximation (1)] and 1/E [approximation (2)] results from the skewness of tl 
distribution of the values of the Sj1; Over the crystallographic directions in t] 
crystallite (certain directions occur more frequently than others). Approximatic 
(2) thus contains a systematic error in the right direction to compensate for tl 
discrepancy (resulting from the oversimplified basic assumptions) between 1/ 
and the best theoretical value. The fact that this inherent correction also has fl 
right magnitude, is fortuitous, and any implication that the good agreement wit 
the observed moduli proves a posteriori that procedure 2 of Table I deserv 
preference over 1, is unjustified. 
Case 3. The strain energy is given by 


1 / 2 ’ 2 ’ 2 2 
EX x (Crag Au; + Gong Vyj + C395 dr; + 2 Cag Ka Vy; 


| 
M 
= 
= 


Le if 
+ 2 0095 Vyj 2g + 2 Cons; Ha 


The elastic modulus that would make this strain energy expression equal to 


E Pre ER ea 
: Zn LE ++ + ++]. 


1) It will be noted that, to hold with the same rigor as case 1, the expression leading to case 
requires equal elastic moduli in all crystallites. This condition, fulfilled only for a fiber texture, Wi 
overlooked by Huser and SCHMID, because they did not base their method on any general physic 
principle, such as the law of conservation of energy, which is implicit in this discussion. 
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here u is Poısson’s ratio, should be smaller than the observed modulus in the 
olyerystalline aggregate because none of the basic assumptions have been 
tered. 

When, in formal analogy to case 1, the strains are assumed to be equal in all 
ystallites, one obtains 


2 iL 7 2 1 / 
Pa sae Bay tO Eat 


the average ¢;; and 7,, are formed by integration over all directions, they 
come 


id 


rom c and c, the modulus of elasticity is derived. If, again, this procedure is 
alyzed for its quality as a mathematical approximation, it amounts to repla- 
18 the c;;; and the c,;,; by average values that are subsequently factored out. 
1e skewness of the respective distribution functions leads to a c that is too large 
id a c, that is too small. Both errors contribute to a modulus E, that is too 
‘ge, when they are transmitted through the function 


ec) (¢ + 2 ey) 


E, 
C + Ci 


(3) 


the relative error, which is of the same nature as in E,, would go proportionally 
to 2, there would be the same compensation effect as in Be Instead, with c 
d c, there are introduced two equal relative errors of opposite signs which, 
cause of the nature of function (3), more than double the error in E,. This not 
ly explains why 2, is larger than the observed modulus but also why it is 
ore in error than 


Conclusion 


The basic assumptions stated in the introduction are an oversimplification. 
‚ey should lead to an average modulus of elasticity that is too small, as in case 1. 
e varying degrees of agreement of the calculated moduli with the observed 
odulus of elasticity, are an effect of the simplified basic assumptions combined 
th the quality of the mathematical approximations implicitly employed. 

The error, that is made when the total elastic energy of a polycrystalline 
gregate is described as the sum of energy contributions from homogeneously 
formed crystallites, can be calculated from the difference between the average 
lue, obtained by integration over all directions, of the elastic parameter sj, 
d 1/E, where E is the observed elastic modulus of the polycrystalline aggregate. 
ıy it be noted that the additivity principle for 1/E, applied by WEERTS!) to 
mposite fiber textures, takes on a natural meaning: An addition of two or 
re 1/E values corresponds to approximation (1). An addition of E values 
tead, will obviously not always lend itself to the fortuitous correction that 
proves E,. 


1) Weerrs, J., Metallkunde 25, 101 (1933). 
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Zusammenfassung 


Drei Methoden zur Berechnung des mittleren Elastizitätsmoduls vielk 
liner kubischer Metalle werden formuliert als eine Summierung über di 
träge der Kristallite zur elastischen Energie. Dadurch kommt man zu 
zwanglosen Erklärung für die Abweichungen der berechneten Mittelwert 
beobachteten Modul des Vielkristalls. 


(Received: September 28, 1954.) 
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Stochastic Processes. By J. L. Doos (John Wiley and Sons, New 
1953). 654 pp.; $10.00. 

In diesem umfangreichen Werk findet man die vollständigste und mod 
Darstellung der Theorie der stochastischen Prozesse. Unter einem solcher 
steht man irgendeinen zeitlichen Prozess, der mit Hilfe von Wahrscheinlich 
gesetzen beschrieben werden kann. Als wichtige Beispiele aus der Physik k 
die Brownsche Bewegung oder Diffusionserscheinungen bezeichnet werder 
Theorie dieser Prozesse und ihre mathematische Darstellung beruht einerseit 
der mathematischen Masstheorie und anderseits auf fundamentalen Begriffer 
Sätzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Der Verfasser stellt die wicht 
Grundlagen für eine eigentliche Systematik der stochastischen Prozesse zı 
men und behandelt nachher einzeln ihre hauptsächlichsten Klassen, wie Ma 
Prozesse mit diskretem oder kontinuierlichem Parameter, stationäre Pro 
Prozesse mit unabhängigen oder orthogonalen Sprüngen, Theorie der «m 
gales» usw. 

Das Buch ist sowohl für die Mathematiker als auch für die Physiker 
grossem Wert. Für den Mathematiker gibt es eine schöne Darstellung de 
ziehungen zwischen der Masstheorie und der Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
Physiker liefert das Buch die mathematische Darstellung der stochastischen 
gänge. Der Text ist im allgemeinen klar und erschöpfend, kleinere Ungen 
keiten in der Formulierung der Voraussetzungen und ausnahmsweise auc 


den Beweisen sowie eine erhebliche Anzahl von Druckfehlern wird der 
selber korrigieren. W., 


«Scientia Electrica». Zeitschrift (Verlag S. Hirzel, Zürich), Heft 1, 
Oberst asks hr 

Seit dem Sommersemester 1949 werden an der Abteilung für Elektrote« 
der ETH. in regelmässiger Folge Kolloquien über « Moderne Probleme der th 
tischen und angewandten Elektrotechnik » durchgeführt. Neben Hochschulkr 
beteiligen sich auch Fachleute aus der Industrie lebhaft an diesen Vorträgen 
«Scientia Electrica», deren erstes Heft im Oktober 1953 im Verlag S.H 
Zürich, herausgekommen ist, setzt sich zur Aufgabe, die Vorträge der erwäl 
Kolloquien auch weitern Interessenkreisen zugänglich zu machen. 

Das erste Heft enthält die folgenden Beiträge: M. J. O. STRUTT, Tyansis 
in Endverstärkerstufen; G. J. EKKERS, Die Feinwanderung an elektrischen Sı 
kontakten; O. E. GERBER, Koronaverluste an Hochspannungsleitungen. 
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ie Hefte erscheinen in zwangloser Folge, wobei jeweils 4 bis 6 Stück in 
Band zusammengefasst werden. Es ist vorgesehen, neben den Kolloquiums- 
ägen auch andere Aufsätze aus der Industrie und aus Hochschulkreisen auf- 
ımen, sofern sie in den Rahmen passen. 

rof. Dr. M. STRUTT, der die Kolloquien leitet, zeichnet als Herausgeber der 
ntia Electrica». Das Erscheinen dieser auch drucktechnisch vorzüglich aus- 
tteten Zeitschrift kann nur begrüsst werden. E. Baumann 


rojective Geometry and Projective Metrics. By HERBERT BUSEMANN 
PAUL J. Kerry (Academic Press Inc., Publishers, New York, 1953). 332 S., 
»b.; $6.00. 

iese «Projective Geometry» ist kein Lehrbuch im Stil der klassischen Dar- 
ng etwa von TH. Reve; gleich zu Beginn werden Koordinaten eingeführt. 
leganz steht die analytische Methode der synthetischen nicht nach und hat 
n den Vorteil grösserer Allgemeinheit. Zunächst kommen projektive Ebene, 
itäten, Kegelschnitte und affine Geometrie zur Sprache. Eine eingehendere 
ssion des metrischen Raumes leitet über zur projektiven Metrik und zur 
owskischen, Euklidischen und Hilbertschen Geometrie. Die grundlegenden 
ffe, wie Entfernung, Bewegung, Orthogonalität, Flächeninhalt, werden sehr 
tig eingeführt. Ausführlich werden dann die nichteuklidischen Geometrien 
hst in der Ebene und dann im Raum behandelt. 

as Buch, das zahlreiche, gut ausgewählte Übungsaufgaben enthält, ist für 
erende in den mittleren Semestern geschrieben und vermittelt eine vorzüg- 
moderne Einführung in die projektive Geometrie. E. Roth-Desmeules 


ie Gestalt der elektrischen Freileitung. Von MILAN VIDMAR (Verlag 
äuser, Basel 1952). 200 S., 49 Fig.; sFr. 19.75. 

as Buch gliedert sich in sieben Kapitel: Gestaltproblem; Spannweite; 
chnitt durch die Dreiphasenleitung; Durchmesser des Übertragungsleiters; 
nde des Übertragungsleiters; Problem des Leitermetalls; Elektromagne- 
Gestalt der Freileitung. 

1 den Anfang des Buches stellt der Verfasser die Kelvinsche Regel über die 
haftlichste Bemessung von Leiterquerschnitten, welche besagt, dass ein 
führender Leiter so zu bemessen ist, dass die Kosten der jährlichen Strom- 
everluste gleich hoch werden wie die Jahreskosten für Amortisation und 
aldienst. Diese Regel wird vom Verfasser für Freileitungen ausgebaut; sie 
sich wie ein roter Faden durch das ganze Buch. 

is 3. Kapitel erwähnt die Begriffe des Wellenwiderstandes und der natür- 
Leistung einer Freileitung sowie den Begriff des mittlern geometrischen 
ndes der Leiter bei unsymmetrischen Drehstromleitungen, ohne dabei auf 
‚gründung einzugehen. Erwähnt wird auch die vom Verfasser als «Essener 
1» bezeichnete Gleichung für den im Hinblick auf Koronaverluste min- 
s erforderlichen Leiterdurchmesser: d = U,/9, wobei d = Leiterdurchmes- 
Millimeter, U, = verkettete Betriebsspannung in Kilovolt bedeuten. 

ese Formel entspricht einer Leiterfeldstärke von 16,7 kV/cm und soll für 
mit starrer Nullpunktserdung gelten, während der Autor für gelöschte 
V-Netze U,/8 empfiehlt (14 mm Durchmesser). 110 kV stellt nach den 
ungen des Autors jene Betriebsspannung dar, oberhalb welcher die natür- 
‚eistung zu steigender Bedeutung kommt und oberhalb welcher das Cu als 
metall dem Al weichen muss. Dies trifft bei kritischen Leiterdurchmessern 
2...14 mm bereits zu. 
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Im 5. Kapitel geht der Autor einen neuen Weg, um eine Zustands 
für den Leiter abzuleiten, welche Leiterelastizität, Temperatur, Durch 
Seilbelastung verknüpfen. 

Im 6. Kapitel über die verschiedenen Leitermetalle vertritt der : 
Vehemenz die Auffassung, dass beim Vergleich von Leitungen aus C 
nicht auf gleichen elektrischen Widerstand (Querschnittsverhältnis1:1,7 
auf gleiches Gewicht pro Laufmeter abzustellen sei (mechanische Äquiva 
bedingt bei der Al-Leitung 3,3fachen Querschnitt des Cu-Leiters. Bei di 
gleich bleiben die mechanischen Beanspruchungen der Masten (abgesı 
Winddruck und von eventuellen veränderten Eislasten bei anderem § 
messer) unverändert. Der elektrische Widerstand ist beim mechaniscl 
lenten Al-Leiter kleiner, damit auch seine Jouleschen Verluste. Info] 
reichlichen Al-Querschnittes betrachtet der Autor alle künstlichen Verst 
der Al-Leiter, zum Beispiel durch Stahlseile usw., als überflüssige Feh 
lungen. Seiner Auffassung nach sollen Leiter bis 10 mm Durchmesse: 
stärkere Leiter mit mechanisch äquivalentem Querschnitt aus Al ohne je 
seele bestehen. 

Das 7. Kapitel ist auf der Vorstellung vom Wanderwellencharakter | 
gieübertragung aufgebaut. Jeder stationäre Zustand lässt sich bekann 
Hin- und Rückwellen zusammensetzen. Diese Tatsache wird vom Aut 
gineller Weise zur abgekürzten Ableitung der Leitungsgleichungen benü 
wird ein Kreisdiagramm der verlustlosen Leitung abgeleitet, das der 
nach KOZELJ bezeichnet. 

Das Buch zeigt einen stark persönlichen Charakter. Die Lektüre is 
Fachmann ohne Zweifel sehr anregend, auch dann, wenn sich seine Auff 
vielleicht nicht durchweg mit jenen des Verfassers decken. Unter den e 
lichen Büchern über Leitungen stellt es eine Bereicherung dar. J 


Ferroelectricity. By E. T. Jaynes. (Princeton University Press, ] 
1953) 30s pes 42 

Dieses als erstes einer Reihe «Investigations in Physics» erschienene I 
verleugnet seine Entstehung als Ausarbeitung einer Dissertation in kein 
Die verschiedenen Teile des behandelten Stoffes werden demnach m 
schiedlicher Griindlichkeit bearbeitet. Die experimentellen Grundlagen 
bei fleissiger Zitierung von Originalarbeiten einen relativ kleinen Raum 
hübsche und als Einführung glänzend geeignete Zusammenstellung t 
Theorien über Ferroelektrizität läuft in eine etwas breitere Darstellung e 
Autor zusammen mit P. E. WIGNer bisher erst in ihren Grundzügen (PI 
79, 213 [1950]) publizierte Behandlungsweise aus. Im Zusammenhar 
wird eine von der Ewaldschen Methode verschiedene und in gewissen Fä 
teilhaftere Berechnungsweise für Lorentz-Faktoren angegeben. Das L 
verzeichnis ist bis Ende 1951 nachgeführt. 

Die Art der Darstellung ist klar und anregend, indem nicht nur auf die 
sondern auch auf die Schwächen im gegenwärtigen Verständnis der f 
trischen Erscheinungen hingewiesen wird. H 


Molecular Theory of Fluids. By H. S. GREEN (North-Holland Pı 
Company, Amsterdam, 1952). vit + 264 pp., 13 Fig.; fl. 20.- (£2/-/-). 

Dieser im Rahmen einer Reihe von Monographien über Deformat 
Fliessen herausgegebene Band stellt einen wohlgelungenen Versuch dar, 
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eoretische Wissen über die Materie im kondensierten, ıliessbaren Zustand, 
Glas, Flüssigkeit oder dichter Dampf, zu sammeln. Die im Vergleich zu 
n Originalarbeiten leicht lesbare Darstellung geht aus von der Diskus- 
‘ diesen Zustand charakterisierenden, röntgenographisch bestimmbaren 
rteilung um einen Atom- oder Molekülschwerpunkt. Einerseits werden 
hungen dieser Funktion zu den zwischenmolekularen Kräften und damit 
a zweiten Virialkoeffizienten abgeleitet. Andererseits ergeben sich aus der 
nen Geschwindigkeitsgradienten hervorgerufenen Veränderung dieser 
rteilung die Fliesseigenschaften. Interessante Abschnitte sind der Be- 
; von Kondensations- und Erstarrungsvorgängen gewidmet. Ein letztes 
nthält quantenmechanische Verfeinerungen, die bei tiefen Temperaturen 
verden. In diesem Zusammenhang wird auch das Problem der Super- 
von He II berührt. H. Labhart 


erical Analysis. By D. R. HARTREE (Oxford University Press, Lon- 
2)- 287 pp., 31 figs.; 30s. 

orliegende Werk gibt einen Überblick über das ganze Gebiet der prak- 
\nalysis. Beginnend mit einigen Bemerkungen über Rechentechnik im 
en und über den Gebrauch von Rechenmaschinen, behandelt es Diffe- 
hnung, Interpolation und numerische Integration. Weiter folgen lineare 
gssysteme, algebraische Gleichungen sowie partielle Differentialglei- 
(insbesondere Relaxation). Das Werk schliesst mit einem Kapitel über 
ngesteuerte Rechenmaschinen, in welchem dem Leser gezeigt wird, wie 
Problem mit einer elektronischen Rechenmaschine löst. Es darf hervor- 
werden, dass sich dieses Lehrbuch nicht mit der üblichen Behandlung 
rischen Methoden begnügt, sondern auch auf die Besonderheiten und 
' derselben hinweist, was besonders für den unerfahrenen Leser sehr 
sein dürfte. H. Rutishauser 


do de Nomografia. Por J.C. Bercrano (Instituto técnico de la con- 
y del cemento, Madrid 1953), 387 pag.; 125 ptas. 

umfangreiche Handbuch der Nomographie wird durch ein Vorwort von 
tEY Pastor eingeleitet und erwähnt A. Lopez NIETO und J. M. Ur- 
; Mitarbeiter. Es vermittelt einen umfassenden Überblick über die in 
ischen Nomographie angewandten Methoden. In zwei Hauptkapiteln 
Netztafeln und die Fluchtentafeln für Beziehungen zwischen drei und 
iablen behandelt. Inhaltsreich ist auch der Abschnitt über Nomo- 
nit transparenten beweglichen Blättern. Das bemerkenswerte Werk 
hr viele Anwendungsbeispiele, die, dem Herkommen des Verfassers- 
end, vorwiegend technischer Natur sind. Daneben finden auch allgemeine 
he Betrachtungen den gebührenden Platz. Zu erwähnen ist die einge- 
ücksichtigung von Beziehungen mit vielen Veränderlichen, die in der 
1 häufig genug angetroffen werden. E. Völlm 


le Survey Methods and Theory. By M. H. Hansen, W.N. Hur- 
x. MApow (John Wiley and Sons, New York, 1953). Volume 1: Methods 
cations, 638 pp.; $8.—. Volume 2: Theory, 332 PP-; $8.-. 

-wei Bände können als eigentliches Handbuch oder als ein Standard- 
hl in theoretischem als auch in praktischem Sinne fiir die Anwendung 
robeverfahrens bei statistischen Aufnahmen bezeichnet werden. Die 
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Verfasser, amerikanische Statistiker, angestellt beim Volkszählungs 
USA. bzw. in einem statistischen Forschungslaboratorium, stehen | 
statistischen Untersuchungen in einem grossen Kontinent stets vor di 
mentalen Frage, wie man durch zweckmässige Wahl einer Stichprobe 
Allgemeinheit schliessen könne und mit welcher Sicherheit solche auf Sti 
beruhende Antworten gewertet werden dürfen. Die Verfasser geben i 
Band eine breit angelegte Darstellung der verschiedenen Auswahlmeth 
Stichproben und der Antworten samt ihrem Sicherheitsgrad,, die man 

Hilfe erhält. Im zweiten Band wird mittels im wesentlichen elementarer ] 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung die theoretische Begründung für die : 
Band dargestellten Methoden und statistischen Tests gegeben. Zahlre 
spiele, Figuren und Aufgaben erläutern den Text. Die beiden Bände dü 
allem für praktisch arbeitende Statistiker und auch Studierende der 
bestimmt sein. Sie können aber für die Stichprobentheorie wohl als 

ständigste Werk der Gegenwart betrachtet werden. 


Methods of Mathematical Physics, volume I. By R. Cour 
D. Hirsert (Interscience Publishers, New York and London, 1953). 
27 figs.; $9.50. 

Dieses allgemein bekannte Standardwerk der mathematischen Meth 
Physik, der « Courant-Hilbert», ist nun in einer ersten englischen Au 
schienen. Ihr liegt die zweite deutsche Auflage zugrunde, doch sind ei 
von Zusätzen und Änderungen angebracht worden. Zu einer weiter; 
Modernisierung und Umarbeitung reichte allerdings die Zeit nicht. D. 
gliedert sich in die folgenden Kapitel: I. The Algebra of Linear Transfo 
and Quadratic Forms; II. Series Expansions of Arbitrary Functions; II 
Integral Equations; IV. The Calculus of Variations; V. Vibration and Ei 
Problems; VI. Application of the Calculus of Variations to Eigenvalue P 
VII. Special Functions Defined by Eigenvalue Problems; Appendix: © 
mation of Spherical Harmonics (von W. Macnus); Additional Bibl 
(berücksichtigt auch die neueste Literatur). — Dieses in vorzüglicher Au: 
erschienene Werk wird auch in Zukunft den Mathematikern und Phys 
unentbehrlicher Helfer die besten Dienste leisten. E. Roth-I 


Praktische Mathematik. Von H. von SANDEN (Verlagsgesellsch: 
Teubner, Leipzig und Stuttgart 1953). 128 S., 25 Abb.; DM 3.20. 

Der bekannte Verfasser legt hier in dritter, erweiterter Auflage sein E 
Praktische Mathematik vor. Es ist eine vorwiegend für Studierende der Iı 
wissenschaften geschriebene Einführung, dürfte aber auch dem in de 
stehenden Ingenieur und Techniker gelegentlich von Nutzen sein. Die wie 
zur Behandlung kommenden Themen sind: Rechenschieber, Funktions 
graphische und numerische Integration; Interpolation in einer Tabelle, 
von Gleichungssystemen nach NEWTON und durch Iteration; Approxima 
Funktionen durch Taylor-Reihen, Polynome und trigonometrische Fun 
Glätten von Funktionen; Ausgleichung nach der Fehlerquadratmethode 
Gewichten; Korrelation. — Die verschiedenen Überlegungen sind durch ; 
spiele aus der Praxis erläutert; ein besonderes Gewicht wird auf Fehler 
zungen gelegt. — Das Buch erreicht das gesteckte Ziel vollauf. 

E. Roth-L 
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Konfluente hypergeometrische Funktionen 


Zusammenfassender Bericht 


Von FRANCESCO G. TRICOMI, Turin!) 
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$ 1. Allgemeine Übersicht 


| kann wohl sagen, dass die meisten für die Anwendungen wichtigen 
en Funktionen der Analysis nur zwei Klassen angehören: elliptische 
men und hypergeometrische Funktionen mit Einschluss eines sehr 
on Grenzfalles dieser letzteren: die konfluenten hypergeometrischen Funk- 
wovon hier die Rede sein wird. Insbesondere stellen die Zylinderfunk- 
die Laguerreschen (und Hermiteschen) Polynome, die unvollständige 
funktion (mit ihren zahlreichen Sonderfällen: Fehler-Integral, Sinus- 
und verwandte Funktionen) usw. nichts anderes als Sonderfälle der 
ıten hypergeometrischen Funktionen dar, die so unter anderem die 
tung von allen diesen Funktionen von einem einheitlichen Standpunkt 
atten. 

gens erlauben diese «konfluenten Funktionen», die lineare Differential- 
g zweiter Ordnung 


2 N 
(ay + box) EX + (a, + bir) % + (ay + b,x) y = 0 (1) 


BR 
dx? 


tuto di Analisi Matematica dell’ Universita. 


1 
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in allen Fällen geschlossen zu integrieren, was sehr interessant ist, weil ¢ 
Gleichung und ihre Transformierten in den verschiedenartigsten Anwendu1 
vorkommen: zum Beispiel im Keplerschen Problem der Wellenmechanik 

Trotz all diesem und der Tatsache, dass die grundlegende konfluente F1 
tion: die ganze Funktion 


aa ans ru. 


O(a, ¢; x) = (a7; x) Ga yey a 


schon 1836 bei KUMMER [1]!) vorkommt, ist bis jetzt die Kenntnis der The 
der allgemeinen konfluenten Funktionen nur verhältnismässig wenig verbre 
besonders unter denen, welche sie am meisten brauchen: den angewan 
Mathematikern. 

Möge dieser Bericht zur Beseitigung dieses Übelstandes helfen! 


§ 2. Kummersche und Whittakersche Funktionen 


Die älteste der konfluenten Funktionen ist zweifelsohne die Kummer 
Funktion (2), die einen Grenzfall der Gaußschen hypergeometrischen Funk 
F(a,b;c;z) darstellt, weil 


Da, c; x) = lim F(a, bes +] 


ist, wobei die zwei singulären Stellen x = b und x = oo der Funktion recht: 
Unendliche zusammenfliessen. Daher der Name: konfluente hypergeometri 
Funktion. 

Diese Funktion stellt eine erste Lösung der «konfluenten Gleichung»: 


d?y dy 
KT File za) any) 


dar, einer Gleichung, welche als eine kanonische Form der Gleichung (1) 
trachtet werden kann?). Noch mehr: solange der Parameter c keine gi 
Zahl ist, besitzt (4) auch die von ® linear unabhängige zweite Lösung 


x1-¢ ®(a —c+1,2—c; x), 
so dass dann das allgemeine Integral der konfluenten Gleichung in der F 
y = C, D(a, c; x) + C, x O(a — e+ 1, 2—1¢; a) 
(C, und C, willkürliche Konstanten) geschrieben werden kann. 


1) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf Seite 2 
2) Für die Reduktion von (1) (und anderen Differentialgleichungen) zur kanonischen Forr 
siehe [3] oder [4] oder [5]. Ahnliche Bemerkungen werden im folgenden meistens unterdrückt. 
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Trotzdem — abgesehen von der Schwierigkeit, dass c auch eine ganze Zahl 
in kann — ist es viel besser, die ganze Theorie auf einem Paar von Lösungen 
r Grundgleichung (anstatt auf der einzigen ®-Funktion) zu bauen, wie es 
m Beispiel E.T. WHITTAKER gemacht hat [2]. Nur dass dieser hervorragende 
rscher — anstatt der Gleichung (4) — die durch die Substitution 


-#]2 „ej2 c nt 


ae y, #=>-a, U= —— (6) 


haltene neue Gleichung (ohne Glied mit z’) 


ARE il | # 1— 4 u? es 
fat (tr ano m 


4 
grunde legt; was mit sich zieht, dass — anstatt ® — die nicht eindeutige 
inktion 


Te Ed aca ail al Du # + Da 1; x) (8) 


#, | 


den Vordergrund gestellt wird und dass neben ihr eine zweite Lösung W,, 
ftritt, welche — solange 2 u keine ganze Zahl ist — durch die Formel 

7-24) ; 

Mass T(1/2 = = x) Pea) TY an «> x) A, _ (x) (9) 


rechnet werden kann. 

Vielleicht hat gerade diese unnôtige Mehrdeutigkeit der Grundfunktion 
„„ oder (noch mehr) die unbequeme Bezeichnung mit den Indizes x und u 
le manchmal recht komplizierte Ausdrücke werden können) dazu beigetragen, 
ss die konfluenten Funktionen bis jetzt so wenig «volkstümlich» geworden 
id, trotz ihrer Berücksichtigung in einem so verbreiteten und geschätzten 
erke wie «Modern Analysis» von WHITTAKER-WATSON und ihrer grossen 
ichtigkeit für die Anwendungen! 

Aus diesen und anderen Gründen habe ich seit einigen Jahren versucht, die 
gante Einfachheit der Kummerschen ®-Funktion mit den Vorteilen der 
weispurigen» Whittakerschen Theorie so zu verbinden, dass ich neben ® 
le zweite Lösung Ya, c; x) der konfluenten Gleichung (4) eingeführt habe, 
mlich eine solche Funktion, dass 


A, lh 


Ww (x) = e7 #2 xh lun + 5,2 +1; x) (10) 


; das heisst eine Funktion, welche in einem ähnlichen Verhältnis zur Whitt- 
erschen Funktion W,,, steht wie ® zu M,,. Auf diesen Grundlagen, das 
isst auf dem Funktionenpaar ®, Y, wird hier ebenso wie in den «Higher 
anscendental functions» des « Bateman- Projects» [3] und in meinen Büchern [4] 
d [5] die ganze Theorie der konfluenten Funktionen aufgebaut. Eine neulich 
chienene, wertvolle Monographie von H. BUCHHOLZ [6] benützt dagegen die 
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alten Whittakerschen Bezeichnungen. Wie dem auch sei, die Formeln (8). 
(10) gestatten jederzeit einen leichten Ubergang von einem System von 
zeichnungen zum andern. 


§ 3. Grundeigenschaft der @-Funktion 


Neben ihrer Potenzreihenentwicklung (2) und der Differentialgleichung 
stellt die elegante Integraldarstellung 


1 
JA he 
DGG. x) = areca | ete ( AL dt OO Res RCI 
0 


die durch das klassische Laplacesche Verfahren leicht gewonnen wird, eine 
Haupteigenschaften der ®-Funktion dar. Sind die angegebenen Giiltigkeits 
dingungen nicht erfüllt, dann ist nur das gewöhnliche Integral durch 
Schleifenintegral auf dem üblichen Weg zu ersetzen. 

Es gibt aber auch viele andere, teilweise wichtige Integraldarstellungen 
®-Funktion, die auf den verschiedensten Wegen gewonnen werden könr 
Wir wollen von ihnen hier nur die zwei folgenden erwähnen: 


5+i00 ir dt 
Bla, ci) = gu; | x a de (REZ 0, 0-2 an 
| I JF, ae a 
dent) Au fee ana 
0 
IN a — 
= ae 2%, = Bs Ol (Reig ON Mase: Ole | 


Die zweite Gleichung stellt die D-Funktion als die Laplace-Transformierte | 
Produktes aus =! und der Zylinderfunktion 


-v/2 4 = = 
E, (t) ot J; (2 Vi) = iv < N L 1) n! ( 


(für » = c — 1) dar, einer Funktion, welche manchmal der üblichen Funkt 
J, vorzuziehen ist, weil sie auch im Falle einer nichtganzzahligen Ordnun; 
eine eindeutige Funktion bleibt. Diese Funktion besitzt übrigens die einfach 
Differentiationsformel EF; = —E,,, und ist eine Lösung der auch etwas e 
facheren (im Vergleich mit der von Besser) Differentialgleichung vom Typus ( 


2 VUE +) ze 
Sehr wichtig sind ferner die Kummersche Formel 


Dla,c;x) = e* D(c — a, c; —x) ( 
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| die sechs Differentiationsformeln 


d = a O(a+n,c+n; x), 


MR D) (a), x92 O(a mic x) 


MLD) = (—1)" (1 —c), x°t"-1 O(a, c— n: x), 
(15) 


2 e-*@(a,c+n; x), 
Dam un) = (6 — 4)en* 4269-1 O(a +n, C2 x), 


Die" x0 10) = (=1)" (1 cer tra 1 OG nc n: x) , | 


nm — 1,2,3,... und (im allgemeinen) 
ER an) Ce 
(a), Pla) a(a+1)...(a+n 1) 


Setzt man in diesen Differentiationsformeln # = 1, so erhält man aus je zwei 
chungen durch Elimination von d®/dx als Rekursionsformeln für die ®- 
ktion folgende 6 linearen Beziehungen zwischen ® = ®(a, c, x) und je zwei 
r Nachbarfunktionen: 


P(a+) = D(a+1,c;:x), D(a—)=D(a — 1,c; x); | a 
P(c+) =Ola,c+1; x), Blc—-)=G(a,c—1;x). | 


se Formeln sind mit einem Zeichen versehen (was sich in der Praxis als 
 niitzlich erweist!), das schematisch zeigt, welche Funktionen (® = o) 
smal zusammengehéren. Seine Bedeutung ergibt sich von selbst, wenn 
| an eine Schematisierung der (reellen) Ebene denkt, wo a und c die ortho- 
ılen Koordinaten sind. 


a) D(a—) + (2a—c+x)B—aP(a+) =0 e_0—e 
+ x) ® — (c — à) x D(c+) — a cD(a+) = 0 


— cD(a—) — x B(c+) = 0 
1+ x) D + (c— a) ®(a—) — (e — 1) B(c—) = 0 ne ou 
C+1) ® — a D(a+) + (c — 1) B(c—) = 0 i 
— 1) P(e—) —e (ec -1 +x) D +(c— a) x O(c+) = 0 i 
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N 
Eu Fr 


Zum Schluss wollen wir folgende wichtige Laplace-Transformierte 


IR LE a 61) T0) s-? F(a, BAC: =), (Re b>0, Res > 1) 


en 


erwähnen, zusammen mit ihrem bedeutenden Sonderfall b=c, in dem mx 
8, [t°-! O(a, c; t)] = To) s-c(1—s-1)-4, (Rec>0, Res>1). . 
hat. , 


§ 4. Definition und Grundeigenschaften der W-Funktion 


| 
Die zweite Lösung Y(a, c; x) der konfluenten Gleichung (4) lässt sich bess | 
als eine Laplace-Transformierte einer elementaren Funktion als durch e 

Formel der Art von (9) definieren. Man kann nämlich 
: 


VA (iy 2 98) = Ta &, [2-1 (1 + 9e-a-1] 


TL (Rea> 0, Re x > 0) (i 
es PARRA! pe 
(a). 


setzen, wo — falls der Realteil von a nicht positiv ist - das gewöhnliche Integr: 
durch ein Schleifenintegral: | 
| 


(0+) : 
ferstse-3(L 4 gers-s dt Cee) i 


zu ersetzen ist. 

Die somit in der Halbebene Re x > 0 erklärte Funktion Ÿ wird leicht 
durch Drehung des Integrationsweges um einen Winkel  (- 2/2 < p < 2/2) 
in der ganzen, entlang der negativen reellen Halbachse aufgeschnittenen ko 
plexen x-Ebene verlängert. Dee Schnitt stellt aber (im allgemeinen) eine Vi 
zweigungslinie unserer Y-Funktion dar. 

Solange c keine ganze Zahl ist, wird die Gleichung (9) durch folgend 
fundamentale Beziehung zwischen ® und Ÿ ersetzt: 


e7“ŸT{(1 — a) 


271 


Wa, c; x) = 


— D(a, c; x) + Se 


xt Bla —c+12—c;% 
(2 


Ma cale x 


Diese Formel kann auch für die numerische Berechnung von W benutzt w 
den’). Ist dagegenc=n+1(n=0,1,2,...) eine positive?) ganze Zahl, da 


1) Für die numerische Berechnung von ® leistet die Definitionsreihe (2 (2) gute Dienste. 
?) Der Fall einer nichtpositiven ganzen Zahl kann durch die folgende Formel (25) auf d 
Falle =n + 1 zurückgeführt werden. 


1. VI, 1955 Konfluente hypergeometrische Funktionen 263 


id die üblichen Schwierigkeiten zu überwinden, die bei einer Differential- 
ichung vom Fuchsschen Typus wie (4) vorkommen, wenn der Unterschied 
ischen zwei Wurzeln der bestimmenden Gleichung sich auf eine ganze Zahl 
uziert. Man sieht auf diese Weise ein, dass (21) durch folgende, weniger ein- 
he Formel: 


@,n+1;Q)= rer (&(a, n + 1; x) log x 
D Ge ayy [le + m) p( + m) y(t +2 + my] = (22) 
RE DNS En), 12 
= T (a) a — mM), m! 


etzt werden muss, wobei y(z) = J”(z)/I'(z) die logarithmische Ableitung der 
mmafunktion ist und die letzte Summe im Falle 7 = 0 wegzustreichen ist. 
Im grossen und ganzen sind die Grundeigenschaften der Y-Funktion denen 

n ® ähnlich. Insbesondere gelten sechs ähnliche Differentiationsformeln wie 
Gleichungen (15), wovon die folgenden drei eine Idee geben: 


= (-1)" (a), Plat mc + m3 2), | 
wer LP) = (a), (a — 6+ 1), 28-1 Wa + 0, 63 x) , (23) 
(er W) = (Are Wao +05 x). | 


iraus folgen — mit ähnlichen Bezeichnungen wie in (16) — die Rekursionsfor- 


In für P: 


Yaa) = Ba era) aa = Orig Mar) = ONe oe] 
(a + x) P+ a (c— a —1) P(a+) — x Ve +) =0 “at 
(c— a) P — x P(c+) + P(a—) = 0 ho | 
a ee wie 
W — a Pla+) — P(c—) =0 jee 
(c— a —1) P(c—) — (c—1+x) P+ x P(c+) = 0 5 | 


d die Kummersche Formel findet ihr Gegenstück in der wichtigen Beziehung 


Parc) rl Va—e-+- 1,2 — c;x) . (25) 
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Ferner entsprechen den Integraldarstellungen (12) und (18) folgende 
chungen für die Y-Funktion: 


(0<E<min[Re a, Re (a — c+1)]) 


1° 
SE 


Macs) = one ery ele Co) 


(Rea>0, Rea> Rec +1, Res >0), 


EO} MO Sea) 
T(a+b—c+1) 


SUR Bar: t)] 


x (F(6, b c+1l;a+b c+1;1— =), 
\ RY 
(Re b> 0, Rec< Reb+1, Re s>O). 


Die in der zweiten Formel vorkommende K-Funktion ist die modifizierte 
derfunktion dritter Art nach Watsons Bezeichnungen. 


$ 5. Die verschiedenen Formen des allgemeinen Integrals 
der konfluenten Gleichung 


Durch die Funktion ® und Y oder, viel besser, durch die Funktion % 
die Funktion 


(welche auch für nichtpositive ganze c ihre Bedeutung nicht verliert) 


man sofort folgende vier Partikulärlösungen der konfluenten Gleichur 
bestimmen: 


y= P*la,c;9), we HONG EE 


Vs = Pa,c; x), meer ice =e 
die sechs Paare von im allgemeinen linear unabhängigen Integralen ut 
Gleichung erzeugen. 


Die entsprechenden Wronski-Determinanten haben alle die Form: 


We Beg ee Ur, S le 4), 
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:b die sechs Konstanten XK,,, folgende Werte besitzen: 


Be, = 1 = 1 
ie x sinze, Kan Ta)’ RE Fra | 
(29) 
Le — a. Ky = —- K ae | 
14 T(c — a) ’ 23 Ta—c+1) ’ 34 ‘ À 


d e—sgn(%m x) ist. Die Ausnahmefälle der entsprechenden sechs ver- 
iedenen Formen des allgemeinen Integrals von (4) ergeben sich von selbst: 
m Beispiel die Form y = C, y, + C2», das heisst (im wesentlichen) die 
rm (5) des Integrals, darf nicht im Falle c= ganze Zahl, die Form 
= Ci Yi + Cy y3 nicht im Falle a = ganze Zahl <0 verwendet werden usw., 
ihrend die letzte Form: y = C, y3 + C y, immer Verwendung finden darf, 
il immer K + 0 ist. 

Ist eine von diesen sechs Integralformen, zum Beispiel die Form 


Coyne Cs Vs 


tgesetzt, dann können (von den obigen Ausnahmefällen abgesehen) die zwei 
tigen Integrale als lineare Kombinationen von y, und y, ausgedrückt werden. 
kommt man auf eine Gruppe von zwölf wichtigen Formeln, wovon (9) ein 
ispiel liefert, während ein anderes Beispiel wie folgt lautet: 


ci 
7 1 „en 


Sinne PAG =m) u T{c— a) Ya] (30) 


Va = 


bei &, wie oben, mit sgn (Ym x) zu identifizieren ist!). 


§ 6. Entwicklungen nach Zylinderfunktionen und 
Laguerreschen Polynomen 


Unter den vielen a priori möglichen Entwicklungen der konfluenten Funk- 
nen nach vorbestimmten Funktionen (zum Beispiel trigonometrische Funk- 
men, orthogonale Polynome usw.) nimmt eine Entwicklung der ®-Funktion 
ch Zylinderfunktionen eine besondere Stellung ein. Es handelt sich nämlich 
eine Entwicklung, die — unter gewissen Umständen — so rasch konvergiert, 
ss ihr erstes Glied schon fast den ganzen Betrag der Funktion liefert (cf. $ 8). 

Diese vom Verfasser gefundene und in der ganzen komplexen x-Ebene kon- 
rgierende Entwicklung hat folgende Form: 


Dr. NE en Ee (x = > — a). (31) 
n=0 


1) In[5], S. 76, findet man die vollständige Tabelle der angedeuteten zwölf linearen Gleichungen 
m Typus (30). 
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Sie kann — mit gleichzeitiger Bestimmung der Koeffizienten a, - dur 

seitige Anwendung der Laplace-Transformation (nach einer Multiplika 

x°=1) und Verwendung der Formeln (12) und (18’) bewiesen werden. 
Man findet so, dass 


PDT A1 nlx 3) 


ist, wo die A„(x, À) gewisse, vom Verfasser eingehend studierte[10] Pc 
in x und A sind, welche durch die Rekursionsformel 


nr 1) Anas = (nt Od i ar 


/ 


und die «Anfangsbedingungen » 
Abies À, 2445 =), An 
rasch bestimmt werden können. Insbesondere findet man 


2 a 2 
4=-53% Ag=FZAAt1), 4==< 45443). 


Ersetzt man in (31) die eindeutige Zylinderfunktion E, durch die 
J,, dann ergibt sich 


Dec; x) = ete at D Aula) (ET Jeanna (22) 


Mittels der Grundbeziehung (21) zwischen ® und ¥ ist es leicht, ei 
liche Entwicklung auch für W zu bekommen, aber wir werden sie hie 
angeben, weil bei den entsprechenden Rechnungen keine bemerkenswet 
einfachung erzielt wird. Wir erwähnen hier lieber, ihrer grossen Einf 


halber, folgende Entwicklung der Y-Funktion nach Laguerrescher 
nomen L®: dem 

Ve 

I) Mao =D; Bez 


n=0 


die zwar sehr schlecht konvergiert (wenn überhaupt1)), aber imme 
summierbar ist. Auch die Entwicklung (34) rührt vom Verfasser her. 


§ 7. Asymptotisches Verhalten für x > oo oder x > 0 


Das Hinzufügen der zweiten Lösung Y ist hauptsächlich darum so 
mässig, weil ein ganz einfaches asymptotisches Verhalten für x > & 
während das von ® ziemlich verzwickt ist. 


!) Ein Fall, in dem die Reihe (34) sicher konvergiert, ist der Falla € 1/2,0<e X45 
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Die Y-Funktion besitzt nämlich die ganz einfache asymptotische Entwick- 
g (im Sinne von POINCARÉ) für z + co: 


Wa, c; a) ae 3 (201) le (35) 


n=0 7 
raus sich insbesondere ergibt 


a(c — a —1) 


Por) [1 + - + O(x=2)] : (35’) 
1 diese Entwicklung zu erhalten, braucht man nur das sogenannte Wat- 
sche Lemma bei den Definitionsformeln (19)-(20) anzuwenden. 

Während sich ®(a, c; x) für x + 0 ganz einfach verhält, ist das Verhalten 
ı Y komplizierter und muss aus den Grundbeziehungen (21)-(22) heraus- 
unden werden. Zum Beispiel findet man in dem etwas schwierigen Falle 
1 so die Formel 


—T(a) Y(a,1; x) =logx + p(a) + 2C+O(xlog|x|), (Ix| >0) (36) 


y dieselbe Bedeutung hat wie in (22) und C die Euler-Mascheronische Kon- 
nte bedeutet. 


§ 8. Asymptotisches Verhalten für srosse Parameterwerte 


Die obigen asymptotischen Darstellungen genügen für viele Anwendungen 
ht. Zum Beispiel in dem wichtigen Sonderfalle der Laguerreschen Polynome: 


L®(x) = (" y 4 D(—n, ax +1; x), (67) 
am meisten interessiert, ist nicht das Verhalten für x co, sondern das- 
ge für n > co, das heisst für a > — co. 

In einigen Fällen (zum Beispiel im Falle c > ©, in welchem schon die Defi- 
onsreihe von ® einen «asymptotischen Charakter» besitzt) ist die Unter- 
hung des Verhaltens der konfluenten Funktion für grosse Werteder Parameter 
ht, aber im allgemeinen, und insbesondere wenn gleichzeitig |x| > ist 
Aufgabe nicht trivial. Übrigens ist die Sache — der grossen Anzahl der 
riori möglichen Fälle wegen — noch nicht ganz abgeschlossen, und die vielen 
mptotischen Darstellungen, die man schon zur Verfügung hat, sind keines- 
s immer sehr einfach und einleuchtend!). 

Wie dem auch sei, so gibt es wenigstens einen Fall, in welchem sich das 
ımte Bild des asymptotischen Verhaltens der konfluenten Funktion ® schon 


1) Für viele dieser Darstellungen siehe insbesondere [7]. 
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mit klaren Zügen abzeichnet!), nämlich der Fall, in dem a,c und x>0n 
sind und (bei einem beschränkt bleibenden c) a gegen — oo strebt, während | 
entweder beschränkt bleibt oder zusammen mit x = c/2 — a gegen Unendl 

strebt. Derselbe Fall also, der sich bei den Laguerreschen Polynomen als « 
wichtigste erwiesen hat und welcher mit Verallgemeinerungen der bei cl 
Laguerreschen Polynomen erprobten Methoden [8] behandelt werden kann [1 

Wir werden uns hier daher auf diesen Fall beschränken, welcher sich ‘ 
folgende vier Unterfälle aufteilt: 

5 Die Variable x bleibt entweder beschränkt, oder sie ist O(x*) mit pe < 1 

. Man hat Ax <x <4B x, wo A und B zwei beliebige feste posit} 
Ben kleiner als eins bedeuten. 

3. Es ist x = 4 x + Ox). 

4. Man hat 4 B* x < x, wo B* irgendeine feste positive Zahl grösser : 
eins bedeutet. 

Der erste Unterfall ist rasch erledigt, weil die stets konvergente Extireli 
nach Zylinderfunktionen (33) dann auch einen «asymptotischen Charakter». 
dem Sinne besitzt, dass der Rest der Reihe - falls sie mit einem Glied € 
Ordnungszahl n=3m+1 (m= 0,1,2,...) abgebrochen wird — immer vi 
einer kleineren Grössenordnung (für x > + oo) als das letzte betrachtete GI 
ist. Insbesondere hat man für m = 0 | 


1-30 
2: © 
d 

was eine Verbesserung einer klassischen Formel von PERRON [13] darste 
Ferner darf man (38) (ohne Restglied) - falls x ziemlich gross im Vergleich r 
c und x ist — auch als eine angenäherte Formel für die Berechnung von © 
betrachten, die manchmal nur ganz geringe Fehler verursacht. Mit ander) 
Worten: unter den angedeuteten Umstanden wird das erste Glied der Entwic 
lung (33) fast den ganzen Betrag der Funktion ®* liefern. 1 
Im zweiten Unterfalle, das heisst in der «Oszillationsstrecke» 0< x < À 

(in welche in der Regel sämtliche reelle Nullstellen der ®-Funktion fallex 
wendet man das klassische Sattelpunktverfahren an einer passenden, von (1. 


abgeleiteten Integraldarstellung der ®-Funktion an. Man erhält so die asyır 
ptotische Entwicklung (im Sinne von POINCARE) 


Drla,eya)=e’ (ua BE Le (2 Va x x) +O(x"£ )], o — min (1 — 0, 


_ 2/2 } T(1— a) (2cos6)1-¢ T4 sin (O* + 3 p x/2) À 
€ 4 D* Im —— . à 

m T(c — a) Vz x sin 2 0 24 (x sin 2 0)? 0 
wobei 


= axccos \/ 47, , OX = 4(20—sin20) + (5 +a) x 


(0, 27/2) x 


1) Der Fall der Funktion Ÿ wird durch (21) auf den der Funktion ® zurückgeführt. 
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- und die beiden ersten Koeffizienten A,(9) durch folgende Ausdrücke ge- 
ben sind: 


Ag(8)=1, Ay(6) = yy [4 cosec?0 + (3? — 6 6 + 2) sin20 —1]. 
icht man die Reihe nach dem ersten Glied ab, dann erhält man unter Beriick- 
htigung der Formel 

Ra 0) T'(x + 1 — c/2) 


Des rar Case) ei 


ganz einfache, oftmals schon ausreichende asymptotische Darstellung: 


e-*? DY(a, c; x) = a CO tas [sinO* + O(x-})]. (40) 
Vr x sin2 0 

Im dritten Unterfalle — das heisst in der Nähe des «Wendepunktes» x = 4 x - 
ndet man das allgemeine asymptotische Verfahren für die Lösungen gewisser 
earer Differentialgleichungen an, das ich Fubini-Verfahren genannt habe 12]. 
t diesem Verfahren — welches eine Verbesserung des sogenannten Liouville- 
eckloff-Langerschen Verfahrens darstellt - kommt man auf eine neue asym- 
tische Entwicklung, deren erstes Glied folgende einfache asymptotische 
rstellung 


? D*(a, c, x) = = (2 «)"?~°[A,(t) cosa x + A,(t) sina + O(x-*)] (41) 


fert, wobei man 


#=4x- (5x), 1=00) 


setzt hat und A,(£) und A,(t) die beiden «Airyschen» Funktionen, das heisst 
wisse Kombinationen von Zylinderfunktionen der Ordnungen +1 /3, be- 
uten. 

Im vierten Unterfalle endlich — das heisst in der «Monotoniestrecke» x > 4 x 
rbeitet man mit ähnlichen Methoden wie im zweiten Unterfalle, aber nun ist 
" Unterschied zum Falle der Laguerreschen Polynome beträchtlicher. Die 
dformeln enthalten hyperbolische, anstatt Kreisfunktionen, und das Gegen- 
ick von (40) ist 


(2 x Coja)ı=° 
Va x Sin29 


En 


2 D*(a, c; x) =sinax exp [x Sin29 — 29][1+0(x-1)] (42) 


t 
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§ 9. Nullstellen der konfluenten Funktionen 


Im Reellen, das heisst für reelle 4, c, kann man die wichtigen reellen Nu 
stellen von ® und Y wie auch die komplexen Nullstellen von Ÿ leicht abzähle 
Die einfachsten Ergebnisse auf diesem Gebiet betreffen die Anzahl P(a, c) di 
positiven!) Nullstellen von @, falls c> 0 ist, und die Anzahl P*(a, c) di 
positiven Nullstellen von Y ohne Einschränkung fiir die Parameter. Man h: 
nämlich, für c > 0, 


P(a;c) = 0 (Ges): c)=—[a], ‘(a <0), 


wobei [a] den ganzen Teil der (negativen) Zahl a (das heisst die grösste gan; 
Zahl < a) bedeutet. Und für die positiven Nullstellen von Y hat man 


P*la,c)=P*a-ce+12-0)=Pl,e, (¢ 21). 


Was die Lage all dieser Nullstellen anbetrifft, so sind einige interessant 


Angaben in den folgenden Sätzen enthalten: 
1. Die positiven Nullstellen von ® (méglicherweise mit Ausnahme de 
grössten) besitzen die obere Schranke | 


»+V4%2+c(2 a) 


a 


welche, solange 4a < c2+ 1, kleiner als 4 x + 1 ist. 

2. Die 7-te positive Nullstelle &, von O(a, c; x) ist (für c = const) eine 
nehmende Funktion von x=— c/2— a. Sie erscheint im Unendlichen £ 
a=—(r—1). 

3. Es gilt fete 

a 


WO 7-1, die r-te positive Nullstelle von /,_,(x) bedeutet und auch 


Er rie 
2x+V2n— 5, 1,7 


? 


solange die Quadratwurzel reell ausfallt. 


4. Das Produkt x &, strebt für x oo gegen seinen Grenzwert 1/4 72; 
und zwar abnehmend. 


5. Sämtliche Nullstellen von Ÿ{(a, c; x) besitzen die obere Schranke 


2x +V4x2— (c— 1)2+ 14 <V16x2+1, 


solange die Grösse unter dem ersten Quadratwurzelzeichen positiv ausfällt. 


1) Dank der Kummerschen Beziehung kann man die negativen Nullstellen von ® auf 
positiven zurückführen. 
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Anzahl der reellen und komplexen Nullstellen von Ÿ (a, c; x) auf der 
entlang der negativen reellen Halbachse aufgeschnittenen) x-Ebene ist 
ens für reelles a und c) immer endlich. 

sr können die positiven Nullstellen von ® mittels der Formeln des 


Paragraphen für x = oo asymptotisch abgeschätzt werden. Insbeson- 
man 


302 —6c+2 . 1 20 x | BR 
Tr 3 (4 x = 0) 12 (4x — £0): 32 Be ) 2 oe 


Sr 


[72 
| 


ie im Intervall (0, x) liegende Wurzel der transzendenten Gleichung 


= { ENTE 
A Set el Ag 
26—sin2 6 (7 La a = (44) 
. Dabei ist angenommen, dass für x oo das 0° weder gegen Null 
en x strebt. Nach unserer Numerierung der Nullstellen ist diese Be- 
für 7 = const nicht erfüllt. Sie wird aber erfüllt, wenn man die Null- 
von der Mitte ausgehend» numeriert. 


§ 10. Spezialfälle der konfluenten Funktionen 


m Anfang angedeutet, ist einer der Hauptvorzüge der Theorie der 
en konfluenten Funktionen der, dass sie uns die Betrachtung der 
speziellen Funktionen von einem einheitlichen Standpunkt aus ge- 


Jie folgende kleine Tabelle gibt Auskunft über die wichtigen Spezial- 
konfluenten Funktionen: 


nn die Parameter | reduzieren sich die hypergeometrischen 
so sind, dass konfluenten Funktionen auf 
c=2a Zylinderfunktionen 
a=—n Laguerresche Polynome 
a=n+l Unvollständige Gammafunktionen 
c=1/2 Funktionen des parabolischen Zylinders 
c=a D VY =e F (1 —a, x) 
‚ist immer # = 0, 1,2, ..…. Übrigens ist zu bedenken, dass — dank (14) 


— die Parameterpaare (a, c) und (c — a, c) oder (a,c) und (a — c+1, 
r ® bzw. W als nicht wesentlich verschieden zu betrachten sind. Und 
nit einigen Vorbehalten) zwei solche Paare (a, c), (a’, c’), wenn a’ — a 
c ganze Zahlen sind. Zum Beispiel führt der Fall c = 3/2 gleich dem 
1/2 zu Funktionen des parabolischen Zylinders. 


t 
: 
3 
À 
4 
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Die wichtigen unvollständigen Gammafunktionen: 
ane be id, Te) = Te) Ar = fet dt 
0 x 
oder (besser!) die modifizierte unvollständige Gammafunktion: 


y*(a, x) = ia vla, 2) = e-* O*(1, 14 a; x), 


1 
i. 


welche eine ganze Funktion von x und « ist, lassen ihrerseits folgende ber) 


kenswerte Unterfälle zu: 3 
a 

æ = 0 Integralsinus und verwandte Funktionen i 
Bd = N Fehlerintegral, Fresnelsches Integral und verwandte Funktionen | | 
a=n+1 y = nee (nl, e,(%)= $3 4 Im! | 
X = —"# Va ae Re af 
x 


Ausser (37) und (45) sind die wichtigsten Verbindungsformeln: 


Le) = Ce) (2) eo, +»,1+2»;2i x), 


= 


H) (x) = | 2 (2 x) v+1/2 ea rn) UE Tl CZ v; Dr x) ; 


Pin+l,a+l:x) — 


Ein a= | (1 — e~’) a T(0, x) + log x +C, 


Lo M SRR manele ts otre PER EEE TEE à se dent à 


J t 
0 
> 


x 
iSix=f(1 cos?) = +i [sine ©, 
0 


Erf x = pes he 
i 


hp 


—— LE 


Ein f#)—"Cin.* 


Toe WELT 


x 


rie 
| 


Erf ix = = Erf (0%) = fat dt = x ES Es x?) 5 


0 
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Es versteht sich von selbst, dass die Grundeigenschaften der vorigen Funk- 
men nichts anderes als Sonderfälle der Grundeigenschaften der allgemeinen 
nfluenten Funktionen sind. Es kommt aber eine Menge von neuen speziellen 
enschaften hinzu, wie zum Beispiel der wohlbekannte Fall der Zylinder- 
ktionen zeigt. Es handelt sich dabei um neue, teilweise sehr interessante 
tegraldarstellungen, Reihenentwicklungen usw. 

So besteht zum Beispiel im Falle der unvollständigen Gammafunktion 
en einer Entwicklung des Typus (33) auch eine wesentlich andere Entwick- 
g nach Zylinderfunktionen, nämlich die stets konvergente (vom Verfasser 
rührende) Entwicklung: 


ml 
n=0 m=0 


loo me" Sell) En (=), (7 


k eine willkürliche Konstante bedeutet. Ist dazu « = 1/2 (Fall des Fehler- 
egrals), dann kommt noch ein dritter Typus von Entwicklungen nach Zylin- 
funktionen in Frage, zum Beispiel eine verblüffend einfache und rasch kon- 
gente Entwicklung nach modifizierten Zylinderfunktionen erster Art Hy 
nlich: 


VE Br (x) = Lyple) — Tale) — Tye) + Lyle) + Toul = (48) 


x sind alle Koeffizienten gleich + 1, und zwar ändert sich das Vorzeichen 


h je zwei Gliedern. Diese Entwicklung und die ähnliche für Erfi (Vx) 
ie auch (47) sind fiir numerische Rechnungen sehr gut geeignet. 
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4 
Summary 


Short exposition of the essential features of the theory of the conf 
hypergeometric functions on the basis of the function ,F, = ® of KUMMER, ane! 
a second solution Y of the basic differential equation. 

Among other things these functions permit of a unitary consideration of mn 
special functions of importance for the applications. 

This exposition, while it does not adduce proof, may enable the reader, ft 
certain extent, to use the confluent functions even if no more detailed work 


available. il 


(Eingegangen: 10. Mai 1954.) =I 


Instationäre Randbedingung für die durch eine Querschnit) 
änderung gebildete Ubergangszone in einer instationaren , 
eindimensionalen Gasströmung 


Von YIAN-NIAN CHEN, Winterthur?) 


In einer eindimensionalen Strömung kompressibler Gase wird sich j# 
Störung als Druck- oder Verdiinnungswelle in beiden Richtungen fortpflanz | 

Uber die eigentlichen Bewegungen der Gasteilchen überlagert sich son 
eine Störungserscheinung. Solche instationären Strömungen können graphi + 
nach dem sogenannten Charakteristiken-Differenzen-Verfahren berechnet wi 
den. Im Randgebiet mit sprunghafter Querschnittsänderung ist aber eine ing) 
tionäre Behandlung der Strömung sehr schwierig, weshalb diese dort im all 
meinen unter Vernachlässigung der mit der Zeit veränderlichen Grössen — 


1) Gebrüder Sulzer AG. 
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fasistationär betrachtet wird. Diese Vereinfachung ist nur bei Strömungen 
t Unterschallgeschwindigkeit gerechtfertigt, wenn das Zeitintervall des gra- 
ischen Verfahrens so gross gewählt ist, dass ein genügender Ausgleich der im 
ndgebiet hin- und herwandernden Wellen sichergestellt wird. Sollte hingegen 
1 einzelner Verlauf der Strömung im Randgebiet berechnet werden, so muss 
unbedingt instationär behandelt werden. 

Bei Strömungen mit Überschallgeschwindigkeit ist jedoch keine Welle im- 
Bnde, gegen die Stromrichtung zurückzuwandern; somit ist auch ein solcher 
ellenausgleich nicht möglich. Hier kommt nur eine instationäre Betrachtung 
rt Strömung in Frage. 

In der vorliegenden Arbeit wird eine instationäre Überschallströmung in der 
isenzone eines Rohres zunächst nach dem konventionellen Verfahren stationär 
handelt, um dann mit dem Ergebnis der instationären Betrachtung einen 
rgleich zu ermöglichen. Im letzten Abschnitt kommt das Problem der Über- 
tallströmung in einem konischen Rohrübergang zur Besprechung. 


1. Stromungsgleichungen 


Die Strömung eines kompressiblen Gases in einem Rohr wird hier als ein- 
nensional betrachtet; das heisst, seine Geschwindigkeit weise keine Kompo- 
nten und keine Veränderungen quer zur Rohrachse auf. Für das in Figur 1 


garuck 


wan 
Normalspannung : Norma/spannung : 
4 4 
P- FO P#Px IX ZN (Wet Wer IX) 

—_ — 

2 W + Wy dx 

€ € + Ox dx 

Fl, dx 


Figur 1 


Volumenelement der Rohrströmung. 


ırgestellte Volumenelement gelten folgende Gleichungen: 
a) Kontinuitätsgleichung: 


fwodt —[fwo+(fwo),dx]dt= fdxo,dt; (1) 


Massenzufuhr — Massenabfuhr = Massenanderung 
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Le nine Ce 


b) Impulsgleichung: 


dw 4 € w 
fdxo— = —(fp), dx + nlf ve) dx +b fy dx — Za Tal w? f dx @ 
Masse x = Resultierende Kraft an der Kontur in der Achsenrichtung aus 
Beschleunigung statischem innerer Reibung Wanddruck Wandreibung | 
Druck in den A 
Endquerschnitten 


c) Energiegleichung: 1 


fax o + (gu +) = (6 fa). dx + à (we fe) dx +2 (Te dx + ah 


Änderung der Energie pro — Leistung der Normalspannungen + Wärmestrom -- Wär: | 
Zeiteinheit (potentielle an den Endquerschnitten durch Leitung  zufuk 


Energie vernachlässigt) von aus 


Hierin bedeuten: / Rohrquerschnitt; g Erdbeschleunigung; # statischer Drué | 
a von aussen pro Volumen- und Zeiteinheit zugeführte Wärme; T absol | 
Temperatur; ¢ Zeit; « innere Energie pro Gewichteinheit; w Eigengeschw | 
digkeit des Gasteilchens; x Weg; n Zähigkeitskoeffizient; A Wärmeleitzah!] 
§ Reibungskoeffizient und o Dichte. À 

Wenn die Glieder für Wärmeleitung und innere Reibung nicht berücksie: 
tigt werden, lassen sich die Gleichungen mit folgendem Ergebnis lösen!) : 


d ES eae 
a =w fiir Lebenslinie, 


D 1/2 
— = w + ( ar ) für Störlinien. 
dt 0 


Sie entsprechen drei Scharen von Charakteristiken. 

a) Längs der Lebenslinie dx/dt = w in der (x, t)-Ebene bewegt sich ein Ga 

teilchen mit der Eigengeschwindigkeit w. Das ist die eigentliche Bewegung db | 
El 


pi At RDO oe. Rav wes 


Gases. 


=) 


b) Langs der Störlinie pflanzt sich die Störung mit einer Übergeschwindigke | 
+ (x p/o)*” über das sich bewegende Gasteilchen hinweg fort. Die Überg& | 
schwindigkeit wird Schallgeschwindigkeit genannt und mit a bezeichnet. D! 
absolute Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Störung ist c = w + a. | 

Ein Gas wird durch Druck- oder Verdünnungswellen adiabatisch komp 
miert bzw. expandiert, wenn die Wärmeleitung innerhalb der Gasmasse un. | 
die innere Reibung vernachlässigt werden. Die Schallgeschwindigkeit hängt | 
diesem Fall nur von der absoluten Temperatur des Gases ab. Äussere Reibung | 
äussere Wärmezufuhr und Querschnittsänderung haben keinen Einfluss auf dies | 
Tatsache, soweit von deren Wirkung auf die innere Reibung abgesehen wire 


oo 


1) R.SAUER, Nichtstationäre Probleme der Gasdynamik. Ein Auszug daraus findet sich Di 


E. Jenny, Berechnungen und Modellversuche über Druckwellen grosser Amplituden in Auspuffl | 
Stungen, Dissertation ETH (Zürich 1949), S. 74-83. 
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Längs den Störlinien können sich die drei abhängigen Variablen p, 0, w und 
je zwei unabhängigen x, ¢ nur nach der Verträglichkeitsbedingung: 


se d E 7 en w 
do =F EF aw (In fe dt— pee wt [i= Gi) © dt | 
De (6) 
tee ty Seles 7} 
= (Gira per 


indern. Mit den passend gewählten Bezugsgrössen für Druck p,, Länge L, 
Schallgeschwindigkeit a, und ay, = a (p,/p)“—»?* werden folgende dimensions- 
ose Grössen eingeführt: 


a p eae ar t a, 
e- ao” oe Ay” Ho ds Ay ” os ie is Be 
De ER GIB Pa L 
I, = (In all, à So 24 5 0), = Po 2, 


on p, a auf pp erreicht wird. Darum geben a,, und damit A, mittelbar die 

‚Entropie des Gases an. Die Gleichungen (5) und (6) können sich dann in dimen- 
ionsloser Form umschreiben: 

az 1 


aX pam: (5a) 
be Ae Ba, Be a a = ane 
[ : Ww fn ~(x+1)/2% 
x [LR dr | + 4, P Oz er) 


2 


= = (x—1)/2% v 
Aral ]+ 4f + Ar + Aq. 


ie letzten drei Glieder auf der rechten Seite der Gleichung (6a) sind gegenüber 
em ersten Glied nur Korrekturen, bedingt durch Querschnittsänderung, 
Mussere Reibung und Wärmezufuhr. 

“ Für die Lebenslinie gilt die Energiegleichung (3) als Verträglichkeitsbedin- 
ung. Durch einige Umformungen wird sie 


1 


#-1)R 2 
(pl 1)/ 24.) 


“x—1 


az + a 


Qa 
<2 dZ, (7) 


omit die Entropieänderung entlang einer Lebenslinie bestimmbar ist. 
Werden die drei Korrekturglieder in der Gleichung (6a) zuerst ausser acht 
elassen, so lässt sich die Beziehung zwischen W und P in einem Koordinaten- 
ystem (W; P#-12*) durch eine Schar unter + 1/A, geneigter, geradliniger 
harakteristiken darstellen, wenn der Maßstab für die P#"V/2# Achse [2/(% — 1)]- 
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mal grösser als für die W-Achse gewählt wird?). Für A, = 1 sind dann < 
rakteristiken unter + 45° geneigt. Die so gewonnenen Charakteristiken 

nachträglich mit Rücksicht auf die drei Korrekturglieder nach JENNY 

dermassen korrigiert?): Wenn zum Beispiel eine von links kommende ' 
eine von rechts kommende 3 kreuzt, dann wird die resultierende W 
W-P-Diagramm in erster Annäherung durch den Schnittpunkt 4’ der 
unter + 1/4, geneigten, durch die Punkte 7 und 3 gehenden Charakteı 
dargestellt (vgl. Figur 2). Die entsprechenden Störlinien 74 und 34 in 
Diagramm werden mit Hilfe der für das jeweilige A, gültigen Geraden A = 
konstruiert. 45 ist die Lebenslinie. Somit können die zur Berechnung de 
rekturglieder Af, Ar, Ag benötigten Grössen aus den beiden Diagramme 


Figur 2 


Konstruktion der Charakteristiken unter Berticksichtigung der Querschnittsänderung des | 
der äusseren Reibung und der äusseren Wärmezufuhr. 


a)Aussere Reibung b) Querschnittänderung €) Warmezufuhr 
Prey. x 
ARE Warmeabfuhr 


27 
FRE TE 


Figur 3 


Paz Br 


Richtung der waagrechten Verschiebung der Charakteristiken infolge: a) der äusseren Rei 
b) der Querschnittsänderung des Rohres und c) der äusseren Wärmezufuhr. 


1) P.DEHALLER, Über eine graphische Methode in der Gasdynamik, Sulzer Tech. Rev. 1, 
(1945). 


*) E. Jenny, a. a. OS 188 85: 
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mmen werden. Hierbei sind für P, W, A, und F, die Mittelpunkte der be- 
ffenden Linienelemente massgebend. Um die Summe von 


D4 = Af+Ar+ Ag 


rschiebt man nach Figur 3 die Geraden 74’ und 34’ im W-P-Diagramm in 
rizontaler Richtung. Der neue Schnittpunkt 4 stellt dann den korrigierten 
stand der resultierenden Welle dar. Weicht 4 stark von 4’ ab, so muss die 
rechnung nochmals verbessert werden. 


2. Stationäre Randbedingung 
für das Strömen eines Gases durch eine Düse 


In diesem und den folgenden Abschnitten wird nur der Fall reibungsfreier, 
gen aussen wärmeisolierter Strömungen behandelt. Die Diffusion der Gase 
den verschiedenen Schichten wird nicht berücksichtigt. 

Beim Strömen eines Gases durch eine in einem Rohr befindliche Düse 
dern sich die Strömungsquerschnitte der Düsenzone in der x-Richtung 
runghaft. Die nach x genommenen Differentialquotienten der drei Gleichun- 
n (1), (2), (3) überwiegen deshalb die nach ¢ genommenen. Wenn diese ganz 
rnachlässigt werden, kann die Strömung in der Düsenzone als stationär be- 
ndelt werden. Diese stationäre Randbedingung ist sehr einfach und wird 
shalb in den Berechnungen instationärer Strömungen vielfach verwendet. 

Man denke sich die Düse in Figur 4 zunächst durch einen Schieber ver- 
1lossen. Auf seiner linken Seite befinde sich ein Gas mit sehr hohem Druck p, 
f seiner rechten Seite eines mit sehr geringem Druck p,, so dass pa € B Po 
— kritisches Druckverhältnis) sei. Wird die Düse plötzlich geöffnet, so 
‘mt das Gas mit einer sehr hohen Geschwindigkeit w, durch die Düse von 
ks nach rechts. Für eine stationäre Randbedingung an der Düse ist w, gleich 
r Schallgeschwindigkeit a,. Vor der Düse entsteht dann eine nach links wan- 
mde Verdünnungswelle 0-7 und nach der Düse ein nach rechts wandernder 
rdichtungsstoss s’ a. Im W-P-Diagramm sind die entsprechenden Punkte 
zeichnet. Von den in Figur 4 angegebenen Zuständen des Gases sind die- 
rigen für das von der Verdünnungswelle noch nicht gestorte Gebiet des linken 
>hrteils mit dem Index 0, diejenigen direkt vor dem Düseneintritt mit dem 
dex 1, diejenigen am Düsenaustritt mit dem Index /, diejenigen für den im 
chten Rohrteil durch die eindringenden Massen ausgelösten Verdichtungs- 
»ss mit dem Index s’ und diejenigen für das vom Verdichtungsstoss noch 
cht erfasste Gebiet mit dem Index a gekennzeichnet. Für die Verdünnungs- 
lle 0-1 und die Strömung in der Düse 7-f gelten nach EICHELBERG!) fol- 
nde Gleichungen: 


1) G.EICHELBERG, Instationäre Strömungsvorgänge in Motoren, Forsch. Geb. Ingenieurwesens 
Hz 2, 41-47 (1943). 
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= 
Fol Mei Pes) 


05 Put 


Figur 4 


W-P-Diagramm fürdiestationäre Randbedingung in der Düsenzoneeiner Rohrströmung mit Wy 


a) Adiabatische Expansion 


(yO B= (ay 


4 
b) Zustandsgleichung der Verdünnungswelle 
da # — 1 2 Ge ME ( 
A en oder, w=- (40 — a) bzw. = (=; 


c) F ortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle 


Za ay Ch à 
ag a Ay’ 
d) Energiegleichung fiir die quasistationäre Randbedingung 


A we — we 


28 


Ger 5 Cal = len # Be 


Po 


= ty (Tl) 
oder 
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e) Kontinuitätsgleichung 


Fu 0, = Æw,0;,. 


Aus diesen fünf Gleichungen können p;/po, drldo, rd, und c,/a, als Funk- 
nen von £;/F gelöst werden. Die Tabelle 1 zeigt den Rechenvorgang für den 


7 


a OE OS WED OS OS” a TF 


Figur 5 


Verhältnisse p,/po, PlPo PzlPy ©1149; Ps’ minlPo und ®s’max/% in Abhängigkeit von F,[F für die 
stationäre Strömung in der Düsenzone mit w‚=a, und x = 1,4, 


liegenden Sonderfall w, = a, mit x = 1,4, und die Figur 5 stellt die Ergebnisse 
Kurven dar). 

Es bleibt noch der Verdichtungsstoss s’-a, also der Punkt P, in Figur 4 
bestimmen. Nach der stationären Randbedingung gelten für das Umset- 


gsgebiet der kinetischen in Druckenergie des sich nach der Diise bildenden 
ahls folgende Gleichungen: 


a) Kontinuitätsgleichung 
7 Or Ey = Wy Oy F; 
b) Impulsgleichung 


Py (EF — Fy) + by Fy — by F = 03 F oy — 0? F gy 
- p, = Druck auf der Diisenriickwand; 


1) Y.N.CHEN, Druckwellenspülung bei Zweitaktmotoren, Mitt. Inst. Thermodynamik u. Ver- 
inungsmotorenbau, ETH Zürich, Nr. 12, 57-61 und 32-49 (1953). 
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Ss ht Eo 


baat cal dl 


SE OE Se 


all ad 


WE AE Neer in ze Su ET 
04 04 : , R : : ; Ig 
(35) (35) = | 000° |#60 | LEL'0 | 0F9'0 | O8s'o | so | ses‘o | zes‘o | ezs‘o | Zp 
1070 lm z ; é : - ; : ‘ I 
m fm — | 000'T | #760 | OT6'O | 5920 | 0090 | vero | c6z'o | rer'o 0 ee. 
(=) (2) = 000°T £S6'0 T08‘0 9ZL‘0 z89'0 990 +r9'0 Leg‘ 9 2 
aan Ver} (Ar PJ z 0 | 9500) = 
x: 15 
& le = | 00s‘z | osrz | 00r’z- |.092°2 | ozt'z | 0167 | oze‘t | seo't | ozs‘t = 
3 ’ in og 
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c) Energiegleichung 
2 


w2 — w? (a? — a2) . 


RE 


1achst wird der extreme Fall behandelt, bei dem eine möglichst hohe Ge- 
windigkeit am Ende der Umsetzung zu erzielen ist. Dann muss p, — 0 sein. 
nit wird die Impulsgleichung 


by Fy be F = ty Fy Oy (Wy — 14) 
dr = a} o,/x und py = az o,/x ergibt sich weiter 


a} oy Fr— 43, Og F 


> = Wy F, 0, (Wy ~ 104), 


az ={(1+ x) a,—xw,}w,. 
h Einsetzen dieses Ausdruckes in die Energiegleichung folgt 


+ x) 
i 


> 
> 
bo 
— 


PA © 
Ay Wy + aT we 


we + a? —2a,W, =0 


Wy = Wy maz = ay ME 


zu dieser Geschwindigkeit gehörende Druck geht aus der Impulsgleichung 
yor: 
ee Ba E 
AT PA Le ” oder en = ae . Re ; 

höchste erzielbare Geschwindigkeit wy,,,, kann die kritische Geschwindig- 
a, bestenfalls erreichen, kann aberniemals Überschallgeschwindigkeit sein). 
Werte von dyyin/do sind ebenfalls in Tabelle 1 und Figur 5 eingetragen. 
Figur 4 ist das Wertpaar wy „.,/a, und (dr min/d)* »?”* durch den Punkt 
max) Ps min) dargestellt. Es ist ersichtlich, dass der Druck von Dr auf Dy min 
t, ohne dass die Geschwindigkeit sich erhöht. Der Vorgang ist rein iso- 
misch, und die dazu benötigte Wärme rührt ausschliesslich von den Car- 
schen Stössen im Strahl her. 

Zu jedem anderen, von Null verschiedenen Druck p, gehört ein anderes 
‘tpaar w, und py, aus welchem sich die Kurve R der Figur 4 bildet. Sie geht 


) Gemäss der Messung von Boris N.CoLE und Brıan Miss in The Theory of Sudden Enlarge- 
; Applied to the Poppet Exhaust-Valve, with Special Reference to Exhaust-Pulse Scavenging, 
(B) I. Mech. Eng. 1 B, 372 (1952/53), kann b, = 0 erst bei kleinem F,[F angenähert erreicht 
on. Darum ist die in diesem Abschnitt entwickelte Theorie um so genauer, je kleiner Fj IF 
ist. 


284 YIAN-NIAN CHEN a 


vom Punkt P,,,,, der den Stauzustand des Punktes (w,; p,) darstellt, bis À 
Punkt (ws max > ds min)- | 
Der Zustand des im rechten Rohrteil durch das einströmende Gas aus 
lösten Verdichtungsstosses ergibt sich aus dem Schnittpunkt der Charakteri« 
F, Py mit der Kurve R. Diese Charakteristik weicht um so stärker von | 
Geraden ab, je grösser das Druckverhältnis Ps /da ist. 
Liegt der Punkt P, sehr tief, zum Beispiel bei P,,, so kann es vorkommiı 
dass die Charakteristik P,, P, des Verdichtungsstosses und die Kurve R Ss 
nicht schneiden können. Die Stetigkeitsbedingungen von Geschwindigkeit ul 
Druck am Ende des Strahls lassen sich dann nicht mehr gleichzeitig erfüllt 
Sollte nur die Bedingung wy = wy may allein berücksichtigt werden, so wü 
dies zu pyr< Py min führen. Es bestünde also ein Drucksprung Ps min — 
zwischen den einströmenden und den bereits im rechten Rohrteil befindlick 
Gasmassen. Dieses unwahrscheinliche Ergebnis ist eine unvermeidliche Fo 
der stationären Behandlung der für die Düsenzone geltenden Randbedinguf 


7) £=7 


Anfangszustand. 


=0 


N 


Zustand nach der Zeit Af: 


0043, at 


Vakuum vor dem Holben * 


Figur 6 
Stationarer Druckverlauf fiir ein in einem Rohr befindliches ( 


ras bei der plötzlichen Expans 
ins Vakuum, x = 1,4. 
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In einem weiteren Beispiel der Figur 6 befinde sich ein Gas mit dem Zu- 
nd ?, und a, im linken Teil eines langen Rohres, dessen rechtes Ende durch 
en Kolben abgeschlossen sei. Der Kolben bewege sich plötzlich mit der Ge- 
windigkeit 0,9 a, nach rechts fort. Wenn die Randbedingung stationär be- 
chtet werden könnte, so liessen sich die ergebenden Drücke und Geschwin- 
keiten aus der Tabelle 1 oder der Figur 5 entnehmen, wie dies in Figur 6 
die drei Fälle F,/F = 1; 0,6; 0,131 geschehen ist. Das Ergebnis wäre: Bei 
— 1 könnten die einströmenden Gasmassen den Kolben nicht erreichen, 
les entstünde ein Vakuum dazwischen. Wäre die Düsenöffnung vom Ver- 
tnis [;/F = 0,6, so würde das Vakuumgebiet kleiner. Dieses würde bei 
= 0,131 vollständig verschwinden. 


I 


3. Ungenauiskeit der stationären Randbedingung 
für das Strômen eines Gases durch eine Diise 


Sowohl der Drucksprung fy min — Py nach dem Strahl in der Figur 4 als 
h das Vakuum vor dem Kolben in der Figur 6 sind aber unvereinbar mit den 
ationären Strômungserscheinungen. Die Druckänderungen in den Gasen 
den immer vom Ursprung der Störung aus durch Druck- oder Verdün- 
gswellen fortgetragen. Der Druck und die Geschwindigkeit entlang dem 
pflanzungsweg der Störung können sich nur stetig ändern. Ein Druck- 
ung am Ende des sich nach der Düse bildenden Strahls ist deshalb unwahr- 
einlich. Das Vakuum stellt sich vor einen sich bewegenden Kolben auch nicht 
seiner in der Figur 6 gezeigten Geschwindigkeit ein, sondern bei viel höherer 
schwindigkeit. Beispielsweise beträgt diese 5a, für ein Rohr mit konstantem 
erschnitt ohne Düse (},/F = 1). Die im Abschnitt 2 erlangten Ergebnisse 
chen nur deshalb von der Tatsache ab, weil sie auf Grund vereinfachter, 
ionärer Randbedingungen an der Düse abgeleitet sind!). Solche Rand- 
| gelten nur für jene Unterschallströmungen, bei denen das Zeit- 
rvall des zur Behandlung der Strömungsgleichungen benützten Differenzen- 
fahrens so gross gewählt ist, dass ein genügender Ausgleich der in der 
senzone hin- und herwandernden Wellen erzielt wird. Da bei Überschall- 
jmungen keine Welle gegen die Stromrichtung zurückzuwandern imstande 
muss hier die Randbedingung immer instationär behandelt werden. Die im 
ıten Rohrteil der Figur 4 befindlichen Gase werden durch die aus der Düse 
amenden Druckwellen über den Punkt P, hinaus verdichtet, aber höch- 
is bis zum Punkt P,, dem Schnittpunkt der Verlängerungen der beiden 
ien P, P, und P,, Py (siehe Figur 4). Dieser Punkt gilt für Rohre mit 


!) Aus stationären Randbedingungen lässt sich ferneı ein günstigstes Öffnungsverhältnis 
‚ableiten, um in dem an der Düse anschliessenden Rohr einen möglichst starken Verdichtungs- 
zu erzeugen (vgl. Y.-N. CHEN, a. a. O., S.63). Dies gilt natürlich nach der instationären Be- 
ıtung der Randbedingungen nicht mehr. 
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konstantem Querschnitt ohne Düse. Er stellt den maximal möglichen Verdi, 
tungsstoss für die beiden Anfangszustände 0 und a” dar. 


4. Instationäre Randbedingung 
für das Strômen eines Gases durch eine Düse 


Eine exakte Behandlung dieser instationären Randbedingung ist wegen « 
komplizierten, unbekannten Zustände des nach der Düse sich bildenden Stra 
unmöglich. Deshalb muss die Strömung etwas vereinfacht dargestellt werd! 
Man denke sich den Strahl von einem Diffusor umgeben, der die gleiche Fol)! 
habe wie die freie Grenze des Strahls. Der mit dem Strahl verbundene Carns 
Stoss wird dann als Reibungsverlust des Diffusors aufgefasst. Die instationd 
Strömung in der Düse dürfte damit durch eine solche in der gedachten Lay 
düse reproduziert werden. 3 

Der Carnot-Stossverlust in dem an der Düse anschliessenden Strahl lässt 4 
angenähert nach der stationären Energiegleichung: i 


Ss Ss A| 

"dw: dp : 

2 | 2¢ sine) 4 
7 / : 


berechnen. Die Lange des Strahls, in der die Umsetzung der kinetischen 
Druckenergie als vollendet betrachtet werden kann, ist sehr schwer aby 
schätzen. Aus der Messung von VIKTORIN!) kann der Offnungswinkel 
Strahls ungefähr auf 12° geschätzt werden, woraus sich die Strahllänge / besti 
men lässt. Aus / kann der Ausdruck F, für den gesamten Strahl nach di 

Differenzenverfahren berechnet werden: | 


BRETT 


Seen, 


Da der Stossverlust ap als Reibungsverlust aufgefasst wird, kann der A 
druck £ w?/(2 d) in den Gleichungen (6) und (6a) durch g ar/l ersetzt werden 
Somit sind dann die Korrekturglieder Ar und Af für den gesamten Strahl n 
einer der beiden Gleichungen bestimmbar, wobei fiir a, w bzw. P, W, A, dieé 
sprechenden, im Strahl bestehenden Mittelwerte zu setzen sind. Auf diese Wi 
lässt sich die instationäre Strömung im Strahl berechnen. 

In der obigen Betrachtung wird die gesamte Strahllänge J als ein einzi 
Längenintervall des Differenzenverfahrens genommen. Es ist unmöglich, 
Verfahren durch Aufteilung des Strahls in mehrere Längenintervalle zu 


feinern, da sich der Zustand des Gases innerhalb des Strahls nicht berech 
lässt. 


1 FAKE on Untersuchungen turbulenter Mischvorgänge, Forsch. Geb. Ingenieurwesens 
H.1, 16-30 (1941). 
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Wie genau dieses Differenzenverfahren ist, wird im folgenden Beispiel (Figur 
gezeigt. Die Anordnung der Strömung sei genau gleich der in Figur 4 ge- 
en. Die Rohrleitung sei in beiden Richtungen unendlich lang. Die ursprüng- 
en Zustände o und a der auf beiden Seiten der Düse befindlichen Gase sind 
ewählt, dass die Charakteristik des Verdichtungsstosses as/,,, gerade durch 
Punkt Sirin(@s max; Ps min) geht (siehe Figur 7). In genügender Zeit nach 
Öffnen der anfangs geschlossenen Düse stellt sich ein Beharrungszustand 
er Düsenzone ein. Der Druck p, auf die Düsenrückwand ist in diesem Fall 
ich Null. Die Zustände der Gase vor dem Düseneintritt 7, am Düsenaustritt f 


Figur 7 


W-P-Diagramm für die Strömung in der Düsenzone bei p, = 0 und PR Dr 
am Ende des Strahls s’,,;, Können dann nach Tabelle 1 oder Figur 5 abge- 
on werden. Diese Zustände sind aber nichts anderes als diejenigen der letzten, 
endlich schwachen Wanderwelle, die sich nach dem vollständigen Wellen- 
sgleich in der Düsenzone bildet und durch diese fortpflanzt. Eine solche 
Ile lässt sich natürlich auch nach der instationären Auffassung durch die 
chung (6) oder (6a) berechnen. Hierzu zieht man zunächst durch den 
nkt f eine unter —1/A, geneigte Gerade fB mit A,= Mittelwert von A, 
ischen den Punkten fund s/„;„. Dann wird zu ihr die Parallele CD gezogen, 
einem waagrechten Abstand von 


DA AS Ark 


das Verfahren ganz genau, so sollen die beiden Punkte C und D mit jenem 
„ zusammenfallen. Wenn nicht, so stellt das Verhältnis 


’ 
y Smin — D 
a % 
Smin — B 
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die Ungenauigkeit des Verfahrens dar. Tabelle 2 zeigt ein Beispiel für A, 
0,910; 0,6 und 0,131. 4 
Die Umsetzung der Energien im Strahl geht im vorliegenden Fall N 


Pr = 0 isothermisch vor sich. Der Carnotsche Stossverlust wird somit nach 
Formel 


” dut en 
re JE nie 
Î Î 


berechnet. Die Korrekturglieder Af und Ar sind dann 


li 5 Pr (R = Gaskonstante) 


s’ min 


fie 22 TE af dt I il 
Af = = w (Inf), dt ides abe + EL Ee eae 


oder 
re 
Af= ee We (wegen 4 = w = a, = w,) 
und 
= S WwW w? ti 
en To] = [2 (x — 1) + | a 
Slee z || w I 
= Hire w [1 (x Whee 
i = oO 1 | w| Ww 1 
ar (an 8) a. w [1 (x 1) =| a + w 
oder 
A ‚el 2— x 1 


Pig ae eae (wegen a=W= a; = w;). 


punkt m der beiden durch 0 und a” gehenden Charakteristiken dargeste 
(siehe Figur 8). Da es sich hier um den engsten Querschnitt der gedachten 
Lavaldüse handelt, sind df = 0 und ax = 0. Darum werden die beiden Chara 
teristiken Om und a”’m so konstruiert wie für instationäre Strömungen 
einem Rohr mit konstantem Querschnitt. Die Druckwelle m-a” wandert 


den gedachten Diffusor hinein. Wenn sie an den geraden Rohrteil gelangt, 
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Tabelle 2 (x = 1,4) 


FF 0,91 0,60 0,131 Bemerkungen 


nd) 2” | 0,829 0,799 0,673 Ps minlPo aus Tabelle 1 


(Pel Po) DI? * 0,84 0,86 0,90 Pylho aus Tabelle 1 
TuS 0,7045 | 0,7402 | 0,8099 | aus Tabelle 1 
a,/ay 0,84 0,86 0,90 = (pp) ar 
In(p;/Ps min) 0,096 0,513 2,032 
ap|R Ty 0,0676 | 0,38 1,645 T;[Ty) (pbs min) 


Su 
Ar 0,0173 | 0,0945 | 0,391 = (ap/R Ts) (2 — x)/(2 x a,/a,) 


Af 0,0396 0,215 0,692 = (a/a) (1 — F,/F)/(1 + F;/F) 
DA 0,0569 0,31 1,083 — IND) 
A, 1,012 1,075 1,34 a 2% 

A mitter 1,006 1,04 I ly = (1 är 4,)/2 

Sun B 0,057 0,317 1,33 vgl. Figur 7 


0 2% 19% = (9, — D} 


Y min re B) 


te . 
min 


auf die Intensität n-a” vermindert. Der Punkt » ergibt sich aus der Ver- 
iebung der Geraden Om um ZA „„ = Af + Ar. 

“Die Wanderwelle im Strahl ist, strenggenommen, nicht linearer, sondern 
licher Natur. Darum stimmt der Punkt m nur angenähert. Seine richtige 
e liegt vielmehr etwas höher auf der durch 0 gehenden Charakteristik. Die 
eichung ist um so grösser, je kleiner F,/F gegenüber 1 ist. 

Die Verdünnungswelle 0-m kann nur mit ihrem Unterschallteil 0-f von 
Düsenaustrittsmündung aus stromaufwärts in den linken Rohrteil wandern. 
wird am Düseneintritt zum Teil reflektiert. Die reflektierte Welle wandert 
dem Düsenaustritt zurück und wird hier wieder zum Teil reflektiert usw. 
h dem Ausgleich solcher hin- und herwandernden Wellen stellen sich die 


X Cr) 


Figur 8 


Diagramm für die instationäre Randbedingung in der Düsenzone einer Rohrströmung mit 
DEC 
7 Ti 


v1/19 
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stationären Zustände 7-/’ zwischen Düsenein- und -austritt ein, welche. 
der Tabelle 1 bzw. Figur 5 abgelesen werden können. In der gleichen Zeit vw 
dert der Überschallteil /-m als Verdünnungswelle durch den Strahl str 
abwärts ab, während das Wellenelement mit Schallgeschwindigkeit am Dit: 
austritt stehenbleibt. Die Verdünnungswellenelemente mit stärkerer Ü 
schallgeschwindigkeit verlassen sehr bald den Strahl und treten in den Roh 
mit konstantem Querschnitt ein. Ihnen folgen dann die Verdünnungswell 
elemente mit schwächerer Überschallgeschwindigkeit. Nach genügender 4 
bleiben im Strahl praktisch nur Verdünnungswellenelemente mit Schall 
schwindigkeit zurück, da sie Fortpflanzungsgeschwindigkeit gleich Null be 
zen. Inzwischen hat sich die Schallgeschwindigkeit am Düsenaustritt von! 
f' verwandelt. Man zeichne nach Tabelle 1 bzw. Figur 5 den der Schallgeschw 
digkeit /’ zugeordneten Punkt sin (Ws max; Ps min). Dann bedeutet die Gers 
l'Smin die Zustände der Gase im Strahl. Man suche den mittleren Wert für, 
zwischen den beiden Zuständen /’ und s;,,;, und ziehe durch den Punkt f? 
Charakteristik B mit der Neigung —1/A,. Der waagrechte Abstand DB 
bedeutet dann die Summe der Korrekturglieder von Af + Ar für den Stré 
Die endgültige, unendlich schwache Druckwelle, die am Düsenaustritt « 
Zustand /’ erlangt hat, wandert mit dem Zustand s/,;, aus dem Strahl in € 
geraden Rohrteil hinein. Sie trifft zuerst die aus der Düse eingedrungene @ 
masse und schreitet dann über die ursprünglich im Rohr befindliche, durch ; 
vorangehenden Verdichtungsstösse erfasste Gasmasse hinweg. Diese beie 
Gasmassen besitzen verschiedene Werte von Entropien und damit verschied« 
A,. Man muss daraus ein mittleres A, ermitteln, um den Verlauf der Char: 
teristik sis zu bestimmen. Der Schnittpunkt s dieser Charakteristik ı 
derjenigen des Verdichtungsstosses 4/s stellt dann den endgültigen Zusta 
der Front des nach rechts wandernden Verdichtungsstosses dar. Die beid 
Kurven unter der Skizze der Rohrleitung in Figur 8 zeigen den #- und w-Vi 
lauf der Strömung nach dem Erreichen des Beharrungszustandes in der Düse 
zone. c,ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Verdichtungsstosses, |a,—% 
diejenige der ihm folgenden Verdünnungswelle und w, die Eigengeschwindigk 
des Gasteilchens. Der Punkt s mit dem Pfeil w, stellt die Trennschicht der 
wähnten beiden Gasmassen dar. c, ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
den linken Rohrteil schreitenden Verdünnungswelle 0-7. | 

Nach der gleichen Methode kann die Berechnung des in Figur 6 dargestellt 
Beispiels revidiert werden (vgl. Figur 9). Die parallel zur P-Achse, d D 
w/a) = 0,9 gehende Gerade K bedeutet die Randbedingung am sich bew 
genden Kolben. Ihr Schnittpunkt m mit der Charakteristik 0-/-m stellt d 
Zustand des Gases am Düsenaustritt für den Augenblick dar, in dem & 
Kolben sich plötzlich von der Düse weg mit der Geschwindigkeit 0,9 a, bewe, 
O-m ist die dabei am Düsenaustritt entstehende Verdünnungswelle. Im Bild 
geht der Unterschallteil 0-f stromaufwärts in die Düse zurück und wird 
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ieser hin- und herreflektiert, bis die Beharrungszustände 1 und f’ am Düsen- 
in- bzw. -austritt bestehen. 


Man suche den zum Punkt f’ gehörenden Punkt s’,,,,, berechne sein A, 
nd ziehe durch s,, die unter —1/A, geneigte Charakteristik Sins. Die 
(Berade ms stellt die Änderung des Zustandes des Gases an dem sich bewegenden 
WK olben dar. s bedeutet seinen endgültigen Zustand. 


Für das Öffnungsverhältnis 7/F = 0,6 sind nach den Tabellen 1 und 2: 


er 0,86; Psmin _ 0,208: As) = 1,075, 
a p 


0 0 


oraus sich ergeben: 


(Ze 


=), 82, 2, 0,259, 


se 
Smin 


Figur 9 


-P-Diagramm fiir das Strémen eines Gases ins Vakuum, wobei die im Randgebiet stehende 
Strômung instationär behandelt wird. 
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und 


re 


: = 0,799 = 0,04 _—_- . £)= 0701, 2 2017 
0 


IOs 5 


0-7 ist die endgültige, in den linken Rohrteil schreitende Verdiinnungswe | 
Für den Fall F;/F = 1 (Bild 6) schrumpft die Gerade ms zu einem einzig 

Punkt m zusammen und die Punkte 1, /’ und f zu einem einzigen f. = 
Für /;/F = 0,131 sind die beiden Punkte s und s/,,, gleich. Somit wird 


(2) = (um 


= 0,673 
Po Po 


und 
Ps = Peimin = 0,0626 Po: 


Te TT TETE 


Für #/F< 0,131 kommt die Kurve R mit der Geraden K zum Schnid 


Der Schnittpunkt s stellt in diesem Fall den endgültigen Zustand des Gases a 
Kolben dar. | 


| 


| 


5. Erzeugung eines möglichst starken Verdichtungsstosses | 
durch Verkleinerung des Rohrquerschnittes | 


In Figur 10 grenzt eine Membran M das im linken Rohrteil auf hohen D 
komprimierte Gas von dem im rechten Rohrteil befindlichen unter niedrige) 
Druck ab. Die Buchstaben o und a kennzeichnen die Zustände der beiden Gas 
Wird die Membran plötzlich zum Bruch gebracht, so wird das Gas an d 
Grenzstelle M augenblicklich auf den Zustand 3 expandiert bzw. komprimier 
Der Unterschallteil 02 von der Verdünnungswelle 03 (durch gestrichelte Linie 


x 


Figur 10 
Plôtzliche Expansion eines in einem Rohr befindlichen Gases auf sehr niedrigen Druck. 
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rgestellt) wandert nach links und ihr Überschallteil 23 nach rechts, während 
r Verdichtungsstoss 3a (durch ausgezogene Linie k dargestellt) sich natürlich 
r nach rechts fortpflanzt. Das Wellenelement 2 mit Schallgeschwindigkeit 
@cibt aber immer an der Stelle stehen, wo die Membran war. Die Strömung 
ird durch diese feststehende Schallgrenze in Über- und Unterschallgebiete 
fgeteilt. 

In Figur 11 wird der Querschnitt des rechten Teils des Rohrs von F auf F 
duziert. Die Membran befindet sich etwas rechts vom konischen Rohrüber- 


wind 


Figur 11 


11 Verdichtungsstoss wandert ab Stelle M nach rechts und eine Verdünnungswelle nach links. 
Diese schreitet mit Unterschallgeschwindigkeit durch den konischen Rohriibergang. 


ng yz. Es soll untersucht werden, wie diese Querschnittsverengerung die 
römung und damit die Stärke des nach rechts wandernden Verdichtungs- 
)sses 3a beeinflusst. 

Nach dem Bruch der Membran geht der Unterschallteil 02 der Verdünnungs- 
lle 03 von der Membran aus durch den konischen Übergang zy in das linke 
hr hinein, während der Überschallteil 23 nach rechts wandert. Durch Hin- 
d Herreflexion der Welle 02 zwischen den beiden Enden z und y des Über- 
nges werden schliesslich in diesem die Ausgleichszustände 1 — f (w; = ay) 
rgestellt, welche aus der Tabelle 1 bzw. der Figur 5 für das betreffende Öff- 
ingsverhaltnis 7;/F abgelesen werden können. Der Schnittpunkt s der beiden 
1arakteristiken fs und as stellt dann den Endzustand des nach rechts schrei- 
nden Verdichtungsstosses dar. Dieser erhält also gegenüber der Figur 10 einen 
wachs entsprechend dem Charakteristikenstück s3. Die Schallgrenze der 
römung kann aber ihre Lage nicht mehr wie in Figur 10 bei der Membran M 
'haupten, sondern sie muss stromaufwärts nach dem engsten Querschnitt z des 
nischen Überganges yz wandern. 

Wird andererseits die Membran in den Rohrteil ursprünglichen Quer- 
hnittes F verlegt (vgl. Figur 12), so wandert der Verdichtungsstoss 3a nach 
m Bruch der Membran in den Übergang yz hinein. Nachdem der Stoss diesen 
rchwandert hat, wird sein Zustand von 3 in 4 verwandelt, indem die Refle- 
nswellen « und f an der Stelle z bzw. y verursacht werden. Wenn die von y 
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ausgehende Reflexionswelle 6 die Stelle z erreicht hat, wird ihr Zustand a | i 
verwandelt. Die beiden Reflexionswellen « und 8 wandern weiter in den gerad | 

Rohrteil hinein und werden von der Welle /, welche die Reflexion der an © 
Stelle y gelangten Verdünnungswellenfront 3 darstellt, überholt. Die eigentlic? | 


(5 


P-Verlauf : 


Figur 12 

Eine hinter einem Verdichtungsstoss mit Überschallgeschwindigkeit wandernde Verdünnun 

welle schreitet durch den konischen Rohrübergang. Für den Druckverlauf Z, ist die Wegachse nie 

maßstäblich gezeichnet. Die Linie ¢ — -— - — stellt die Trennschicht zwischen den beiden, 
sprünglich durch die Membran M getrennten Gasmassen dar. 


Front 3 geht als Welle y in den geraden Rohrteil mit dem Zustand 4” hineit 
welcher durch die an der Stelle y reflektierte Welle m des nächsten Verdün 
nungswellenteils 3’ bestimmt ist. 

Die Punkte 4, 4’ und 4” werden durch horizontale, parallele Verschiebun 
der entsprechenden Charakteristiken um die Korrektur A f ermittelt. Der Inde; 
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Af in Figur 12 kennzeichnet die Strecke, auf welche sich Af bezieht. Af 
s zunächst angenommen, alsdann nachgeprüft werden, ob es dem Zustand 
Mittelpunktes der bezogenen Strecke entspricht. 

in weiteres Verdünnungswellenelement 3” (als Welle e) kreuzt die aus dem 
sten Element 3” stammende Welle # an der Stelle z zu einem resultierenden 
and entsprechend dem Punkt 4”, welcher just auf der Geraden A = + W 
. Das heisst, die Geschwindigkeit w/’ ist gleich der Schallgeschwindigkeit. 
Die der Welle n folgenden Wellen — eine davon ist zum Beispiel die Welle p — 
gen dann die Geschwindigkeit der Welle ¢ unter die Schallgeschwindigkeit, 
ass die Welle ¢ einen Wendepunkt an der Stelle z hat und nach dem Punkt 
tromaufwärts biegt. Die Figur 12 zeigt, wie die aus dem Verdünnungswellen- 
ıent 73 stammende Welle # jene e beim Punkt 74 kreuzt, der oberhalb der 
aden A = + W liegt. 

as Unterschallgebiet breitet sich mit der riickschlagenden Front der Ver- 
nungswelle ¢ ab Stelle z stromaufwärts aus, wodurch ein Wellenausgleich 
er Ubergangszone yz ermôglicht wird. Nach geniigender Zeit werden die 
‘hen Beharrungszustände «7» an der Stelle y und «/» an der Stelle z er- 
ht wie die in der Figur 11. Die Schallgrenze der Strômung muss wieder ihre 
e bei der Membran verlassen und nach dem engsten Querschnitt des koni- 
bn Übergangs abwandern. 

Man zieht durch die gewonnenen Punkte 4’, 4”, 4” und f die Parallelen zur 
rakteristik 03 und erhält die Schnittpunkte 4', 41, 41 und s auf der Ge- 
»n 4a. (Die Punkte 7, fund s sind der Übersichtlichkeit halber nicht in das 
-Diagramm der Figur 12 eingezeichnet. Sie haben die gleichen Lagen wie 
‘igur 11.) Diese Punkte stellen die Zustände der dem Verdichtungsstoss À 
enden Verdünnungswellen J, m,n, dar. Gleichzeitig wandert eine end- 
ige Verdünnungswelle 0/ ab Membran stromaufwärts. 

Es sind drei Zeitquerschnitte durch den X-Z-Plan der Figur 12 gemacht, 
lich Z=Z,, Z=Z,-und Z=Z,, um den mit der Zeit veränderlichen 
ckverlauf zu veranschaulichen. Fiir Z, ist praktisch der Beharrungszustand 
im konischen Ubergang yz erreicht. 

Unter sonst gleichen Bedingungen ist hier der infolge der Verkleinerung des 
ırquerschnittes erzielte Verdichtungszuwachs der Stossfront um die Grösse 
stärker als im vorangehenden Beispiel. Die stromabwärts der Membran ge- 
‘hte Verkleinerung des Querschnittes kann also einen viel heftigeren Ver- 
ıtungsstoss erzeugen. Ist das rechte, äussere Ende des Rohres geschlossen, 
ird der Verdichtungsstoss dort gestaut, wodurch Druck und Temperatur 
h weiter ansteigen. Auf diese Weise ist ein Mittel geschaffen, um Gase auf 
r hohe Temperaturen zu bringen und ihre dabei auftretenden Phänomene zu 
ieren!). 

1) In E.L.Rester, S.C. Lin, A. Kantrowitz, The Production of High Temperature Gases in 
:k Tubes, J. appl. Phys. 23, H.12, 1390-1399 (1952), wird dieses Thema behandelt. 
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Zusammenfassung 


Die durch Querschnittsänderung gebildete Ubergangszone einer !ind 


sionalen, instationären Gasströmung wird im allgemeinen als stationän 
weil eine exakte Lösung der betreffenden Strömungsgleichungen nic! 


denen der Zeitabstand zweier aufeinanderfolgenden Beobachtungen 


eha 
exi 
Dies ist nur für jene Strömungen mit Unterschallgeschwindigkeit 2 |issis 


&| gro: 


wählt ist, dass ein genügender Ausgleich der in der Übergangszone hi junc 
pendelnden Wanderwellen sichergestellt wird. Anders ist es aber bei Som 


mit Uberschallgeschwindigkeit, wo ein solcher Wellenausgleich nicht : 


gangszone instationär zu behandeln. 


Es zeigt sich, dass die Schallschranke, die am Austritt der einfach ] 
der stationären Strömung unüberwindbar ist, in der instationären |ltrö 


glic 
© 
In der vorliegenden Arbeit wird versucht, die Randbedingung ir er 


nicht mehr besteht. Sowohl am Düsenaustritt als auch in dem nach del)üs 


bildenden Strahl können Überschallgeschwindigkeiten auftreten. 


Summary 


The transition zone of a one-dimensional non-steady gas flow “me 


crossectional variation is generally treated as steady, because no exa» 


of the gas equations concerned exists. The results are valid only for sua\pnii 
in which the time interval between two successive observations 4\|st 1 


flow, 


chosen as to ensure sufficient equalization of the oscillating waves in the 


zone. Under supersonic conditions, however, it is impossible to attain sv 
equalization. 


In this paper it is endeavoured to treat the boundary condition as #} 
in the transition zone. Furthermore, the sound barrier which cannot be 
at the exit of a simple nozzle with steady flow, no longer exists with 1 
flow. 


(Eingegangen: 30. Juni 1954.) 


Rechnungen zur Beurteilung der Flattersicherhe| 
von Flugzeugen‘) | 


Von EUGEN GRUSCHWITZ, Altenrhein?) 


Die Schwingungen, deren ein Flugzeug als elastisches Gebilde He 
ia 
al 


® 
1) Dieser Aufsatz ist auf Wunsch der Schriftleitung als Einführung zu der nac le 


lee: 


können je nach seinen mechanischen und aerodynamischen Eigenschaft | 
halb einer gewissen Fluggeschwindigkeit oder auch in einem begren: 
schwindigkeitsbereich durch Aufnahme von Energie aus dem Luftstri| 
facht werden. Wenn diese Energieaufnahme durch Strömungsvorgäng‘ 


Arbeit von U. HOCHSTRASSER verfasst worden. 
?) Flug- und Fahrzeugwerke AG. 
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 näherungsweise Potentialströmungen darstellen, spricht man von Flattern. 
thsfndne Energieaufnahme durch Strömungsvorgänge, die nicht durch Potential- 
iäthaïiômungen angenähert werden können, findet zum Beispiel beim Schütteln 
ie *glisch: «buffeting») statt, das bei hohen Fluggeschwindigkeiten auftreten 
a ‚nn. Es wird durch lokale Uiperschallpebicis mit instabilen Verdichtungsstös- 
N ail verursacht. 
imi Da beim Flattern die bei weitem gefährlichste Anfachung erfolgt und da 
à Energieaufnahme durch Potentialströmungsvorgänge in gewissen Grenzen 
Ir Berechnung zugänglich ist, sucht man die Flattersicherheit eines Flugzeug- 
‚isters auf rechnerischem Wege zu beurteilen. Man geht dabei nach der 
ämfrosthode der kleinen Schwingungen vor und sucht insbesondere diejenige Flug- 
hifisschwindigkeit festzustellen, nach deren Überschreitung eine Anfachung mög- 
h ist, die sogenannte kritische Geschwindigkeit. Die Ungenauigkeiten in den 
ıftkräften, in der Feststellung des elastischen Verhaltens und der Massen- 
rteilung des Flugzeuges sowie die Idealisierung des Flugzeugs oder einzelner 
or meiner Teile durch irgendwelche der Rechnung zugänglichen Systeme lassen die 
saßolasultate von Flatterrechnungen in mancher Hinsicht fragwürdig erscheinen. 
ib | ie Erfahrung hat jedoch gezeigt, dass solche Rechnungen trotzdem sehr gute 
In | „jenste für die Verhütung des Flatterns leisten können. Ihre quantitativen 
ja esultate müssen natürlich mit einem gewissen Sicherheitsvorbehalt bewertet 
orden. Aber sie liefern auch in qualitativer Weise wertvolle Einblicke in das 
Slatterverhalten und insbesondere lässt sich durch Veränderung einzelner Kenn- 
re ‚össen die Auswirkung konstruktiver Massnahmen auf das Flatterverhalten 
rfolgen. 

Zu den unsichersten der in die Flatterrechnungen eingehenden Kenngrössen 
hören die instationären Luftkräfte, und zwar in um so höherem Masse, je 
ehr (im Unterschallbereich) die Kompressibilität der Luft in Betracht zu 
shen ist. Schon in stationärer Strömung ist die Berechnung der Auftriebsver- 
ilung über einem Flügel endlicher Spannweite umständlich. Die räumliche 
stationäre Strömung um einen unverformten Flügel kann mit grossem Re- 
wnaufwand behandelt werden, jedoch diejenige um einen sich elastisch ver- 
rmenden Flügel macht vorläufig noch zu grosse rechnerische Schwierigkeiten. 
an hilft sich deshalb mit der sogenannten Streifenmethode. Dabei nimmt man 
1, dass jeweils an einem beliebig schmalen, in Flugrichtung liegenden Streifen 
ig 25 Flügels dieselben Luftkräfte angreifen wie an einem entsprechenden Streifen 
ones Flügels in ebener Strömung. Die instationären Luftkräfte an einem Flügel 

(it angelenktem Ruder in ebener Strömung liegen tabuliert vor. Die Energie- 
yqamertragung von dem Luftstrom auf den Flügel oder umgekehrt kommt dadurch 
ıstande, dass die durch die Verformungen des schwingenden Flügels hervor- 
rufenen Luftkräfte phasenverschoben zu den Auslenkungen sind. Dement- 
w®rechend werden die instationären Luftkräfte durch komplexe Grössen dar- 
stellt. Die Machsche Zahl der Anströmung geht in die instationären Luft- 


ea 


ng fo 
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kräfte als Parameter ein. Man kann die Rechnung jeweils nur mit Luftk: 
für eine bestimmte, von vornherein zu wählende Machsche Zahl durchfi 
Genau genommen müsste man sie mit Luftkräften für andere Machsche 7 
wiederholen, die den Bereich überdecken, in dem man Flatterfreiheit na 
weisen hat. Beispielsrechnungen haben jedoch gezeigt, dass die kritische 
schwindigkeiten, die man mit Luftkräften für verschiedene Machsche Z 
erhält, im allgemeinen nicht weit voneinander entfernt liegen. Man re 
deshalb mit Luftkräften für eine Machsche Zahl, die in der Nähe der o 
Grenze des als flatterfrei nachzuweisenden Geschwindigkeitsbereiches lieg 
nach der Prandtlschen Regel die Strömung um einen mit der Machschen Z: 
angeströmten Tragflügel der inkompressiblen Strömung um einen Trag 
entspricht, dessen Abmessungen in Spannweitenrichtung mit dem F 
V1 — M? verkürzt sind, müssen um so grössere Abweichungen von den nac 
Streifenmethode gerechneten Luftkräften erwartet werden, je nähe: 
Machsche Zahl der Anströmung an 1 liegt. 

In der sehr umfangreichen Literatur über das Flattern werden viele 
lichkeiten für den Ersatz des Flugzeuges oder eines Flügels durch ein fü 
Rechnung geeignetes System behandelt. Da ein Flugzeug ein Kontinuun 
unendlich vielen Freiheitsgraden ist, kann man die Bedingung für die krit 
Geschwindigkeit durch eine Integralgleichung darstellen, die das Gl 
gewicht der elastischen Kräfte mit den Luft-, Massen- und Trägheitskräft 
jedem Punkt ausdrückt. Für die Rechnung ist eine Algebraisierung des 
blems, das heisst die Reduktion auf eine endliche, nicht zu grosse Anzahl 
Freiheitsgraden, erforderlich. Die beiden Verfahren, die in der nachfolge 
Arbeit von HOCHSTRASSER behandelt werden, gehen von der Integralgleic 
aus, und bei beiden wird das Flugzeug durch ein « System vorgegebener F 
änderungsfähigkeit» ersetzt. Es wird dem Flugzeug dabei nur die Verforn 
in einer endlichen Anzahl von vorgegebenen Elementarformen und line 
Kombinationen daraus erlaubt. Die Anzahl # der vorgegebenen Eleme: 
formen ist die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems, die Faktoren, mit d 
die Elementarformen multipliziert werden, sind seine dynamischen Koorc 
ten. An Stelle der Integralgleichung hat man dann ein System von n line 
homogenen Gleichungen fiir die dynamischen Koordinaten. 

Die beiden erwähnten Verfahren unterscheiden sich durch die Wahl 
vorgegebenen Elementarformen. Bei dem einen wird eine Auswahl aus 
Eigenfunktionen des Flugzeuges in ruhender Luft (beziehungsweise im Vak 
— der Unterschied ist im allgemeinen unerheblich) als Elementarformen ger 
men. Dieses Verfahren dürfte das jetzt am häufigsten angewandte sein. 
wählt also aus den unendlich vielen Eigenschwingungen des Flugzeuges je\ 
diejenigen aus, von denen man aus anschaulichen Betrachtungen anneh 
kann, dass durch ihre Kombination die Schwingungsform eines Flatterf: 
angenähert werden kann. HOCHSTRASSER hat für die Ableitung der hierfür 
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Flattergleichungen einen Weg gewählt, der bei KÜssNER!) vorgezeichnet 
ie Gleichungen werden dabei direkt aus dem Gleichgewicht der Kräfte her- 
et und nicht, wie das sonst in der Regel geschehen ist, aus dem Variations- 
p der Mechanik oder den Lagrangeschen Gleichungen. Auf diese Weise 
n die Schwierigkeiten vermieden, die das Vorhandensein komplexer Kräfte 
omplexer Amplituden bei Anwendung des Variationsprinzipes oder der La- 
eschen Gleichungen verursacht. Für das Flattern kommen nur die unteren 
schwingungen in Betracht, da hohe Frequenzen keine nennenswerten Luft- 
liefern. Dazu kommt, dass bei hohen Frequenzen mehrere Knotenlinien 
omit Vorzeichenwechsel der Luftkräfte vorhanden sind, so dass ein teil- 
r Ausgleich stattfindet. Für den Fall, dass die Luftkräfte klein sind im 
eich zu den Trägheitskräften, ist ohne weiteres klar, dass die Eigenfunk- 
ı des Flugzeugs in ruhender Luft die besten Elementarformen liefern. 
auch in Fällen, in denen diese Voraussetzung nicht erfüllt ist, kann damit 
rauchbare Annäherung erwartet werden. Eine Plausibilitätsbetrachtung 
ser findet sich bei BORKMANN?). 

as zweite Verfahren ist die von RAUSCHER?) in die Flatterrechnung ein- 
rte Methode der Stationsfunktionen. Dabei wird die Integralgleichung in 
ıkten erfüllt, und zwischen diesen Punkten werden die Verformungen 
eine lineare Kombination von 7 Funktionen interpoliert, die so gewählt 
dass sie im wesentlichen die Randbedingungen erfüllen. 

is elastische Verhalten des Flugzeuges wird bei der ersten Methode durch 
igenfunktionen, die Eigenfrequenzen und die Massenverteilung wieder- 
en: In der Integralgleichung wird der Deformationstensor (beziehungs- 
die Einflussfunktionen) nach den Eigenfunktionen entwickelt. In der 
herschen Methode bleiben die Einflussfunktionen in der Integralgleichung 
1. Bei der notwendigen Beschränkung auf wenige Elementarformen 
e, falls die Luftkräfte von der gleichen Grössenordnung sind wie die 
eitskräfte, die Darstellung der Einflussfunktionen durch wenige Eigen- 
ionen ungenügend erscheinen. Die Einflussfunktionen werden jedoch nur 
genauer bekannt sein, als sie sich durch wenige Eigenfunktionen darstel- 
ssen. Wenn am fertigen Flugzeug gemessene Eigenfrequenzen und Eigen- 
ionen («Standschwingungsformen») vorliegen, ist naturgemäss die erste 
de die gegebene. Wenn genaue Einflussfunktionen vorliegen und die 
räfte von gleicher Grössenordnung wie die Trägheitskräfte sind, kann 
cherweise die Methode der Stationsfunktionen bei gleichem Rechenauf- 
etwas wahrscheinlichere Resultate liefern. 
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Der rechnerische Aufwand für Flatterrechnungen ist beträchtlich. KA 
nungen mit mehr als drei Freiheitsgraden sind praktisch nur mit progra 
gesteuerten Rechenmaschinen zu bewältigen. In der Arbeit von HOCHSTRA 
wird deshalb das Flatterproblem vom Standpunkt des im Umgang mit sol 
Maschinen Erfahrenen aus behandelt. 


Summary 


It is given a short introduction to some problems of flutter-calculat | 


especially concerning the reprensentation of the aeroplane by systems of & | 
deformations. 2 


(Eingegangen: 14. Mai 1955.) & 


Flatterrechnung mit Hilfe von programmgesteuerten ~ 
Rechenmaschinen 


Von URS HOCHSTRASSER, Zürich!) 


§ 1. Einleitung 


Die Flatterrechnung befasst sich mit den selbsterregten Schwingungen \; h 
Flugzeugen, die infolge einer Störung des stationären Flugzustandes auftr th 
können. Je nach der Geschwindigkeit der Maschine sind diese Schwingun 
durch Energieabgabe an den Luftstrom gedämpft oder infolge Energie 
nahme angefacht. Die Geschwindigkeit, bei der weder Energie abgegeben nv |) 
aufgenommen wird, bezeichnet man als kritische Geschwindigkeit. Diese ka | 


Die ausgedehnte Literatur über die Flatterrechnung zeugt von der Wich El 
keit und Kompliziertheit dieses aerodynamischen Problems. Die Schwier 
keiten sind sowohl physikalischer als auch mathematischer Natur. Auf pli 


schaffung der für die Rechnung notwendigen Daten, wie Massenverteilunge 
Einflussfunktionen, Trägheitsmomente und Luftkraftkoeffizienten, meist se 


1) Flug- und Fahrzeugwerke AG., Altenrhein, St. Gallen. i 
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bar. Auf mathematischem Gebiet sodann ist das Problem fast immer, 
‘bst bei Verwendung sehr stark vereinfachender Annahmen, nicht exakt lös- 
, so dass Approximationsmethoden verwendet werden müssen. Diese Ver- 
ren sind meistens ziemlich grob, da der Arbeitsaufwand für eine genauere 
hnung sehr rasch zunimmt. Es hat auch gar keinen Sinn, die Giite der 
roximation allzuweit zu treiben, da der oft recht grosse Unsicherheitsfaktor 
en Ausgangsdaten grosse Fehlerschranken fiir die Resultate zur Folge hat. 
zur Einführung von programmgesteuerten Rechenmaschinen ist jedoch 
Se Begrenzung der Genauigkeit von der numerischen Seite aus kaum er- 
tht worden, da der Aufwand für die Rechnung mit Handrechenmaschinen 
r gross ist. Ohne einen grössern Stab von geübten Rechnern liess sich bis vor 
zem die Flatterrechnung kaum ausführen. Heute ist an die Stelle des Stabes 
Rechnern die programmgesteuerte Rechenmaschine getreten, die viel 
her und meist auch zuverlässiger arbeitet als der Mensch. Dies erlaubt 
rseits die Approximation des mathematischen Problems weiterzutreiben, 
ererseits die Formulierung des Vorganges besser der Wirklichkeit anzu- 
sen. Dementsprechend werden wir in der vorliegenden Arbeit zuerst eine 
rsicht geben über Ansätze und Methoden, die gestatten, den Flattervorgang 
e allzu grosse Idealisierungen bezüglich der Form und des elastischen Ver- 
ens der schwingenden Körper zu erfassen. Weiter werden wir numerische 
ungsverfahren angeben, die sich speziell für die Verwendung mit programm- 
euerten Rechenmaschinen eignen. Zum Schlusse soll dann noch kurz be- 
rieben werden, wie die uns zur Verfügung stehenden Rechenmaschinen zur 
ung des Flatterproblems eingesetzt wurden. 
Die numerischen Methoden, die bei der Rechnung mit der Maschine ver- 
det werden, sind nicht unbedingt die gleichen wie die für die Handrechnung 
wendeten. Da die Maschine, verglichen mit dem Menschen, ein ausserordent- 
dummer Rechner ist, für den alle Rechenvorgänge bis ins kleinste Detail 
gelegt werden müssen, wird man für sie möglichst einfache Verfahren be- 
zen. Je nach der Rechengeschwindigkeit der Maschine spielt es keine so 
sse Rolle, ob das gewählte Verfahren am raschesten zur Lösung führt. Da 
en der Rechengeschwindigkeit auch die Programmierungsmöglichkeiten 
üeren können, hängt die Wahl des numerischen Verfahrens auch noch vom 
us der zur Verfügung stehenden Maschine ab. Die in dieser Arbeit beschrie- 
en Verfahren sind deshalb nicht unbedingt in jedem Falle die besten oder 
hesten, sie haben sich jedoch für die von uns benützten Rechenmaschinen 
ährt. 


§ 2. Mathematische Formulierung des Flattervorganges 


Das Flugzeug stellt ein mechanisches System mit unendlich vielen Frei- 
tsgraden dar, das im stationären Zustand eine gleichförmige translatorische 
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Bewegung ausführt. Eine Stôrung des stationären Zustandes bewirkt 
treten von zusätzlichen Luftkraften. Führt man die Trägheitskräfte al 
kräfte ein, so kann man die dynamische Aufgabe, die durch die Stör 
ursachte Bewegung zu erfassen, mit Hilfe eines elastostatischen Ans 
statisches Problem formulierent). Als Koordinatensystem verwendet 
mit dem Flugzeug fest verbundenes rechtwinkliges System mit den 
%, X, X3. Die am Flugzeug im Zeitpunkte ¢ zusätzlich angreifenden L 
Trägheitskräfte kann man formal durch eine Kraftdichte K;(P, à) (= 
darstellen, die im Punkte P wirkt. Bezeichnet mar.mit w;(P, t) die 
Verschiebung des Punktes P des Flugzeuges in der x;-Richtung inf 
Störung des stationären Flugzustandes, mit T;x(P, P') den symme 


Deformationstensor, so bestehen nach dem Hookeschen Gesetz die fc 
Beziehungen: 


3 
w,(P, 6) -///x TB, Pre tidak aa pt 
(F) k=1 


Die Integration ist über das ganze Flugzeug zu erstrecken. 

Da eine Störung des stationären Flugzustandes nur dann ungefähr 
falls die relativen Verschiebungen in Abhängigkeit von der Zeit gege 
konvergieren oder héchstens eine harmonische Schwingung mit kleiner 


tude ausfiihren, wird fiir die zeitliche Abhangigkeit von w,(P,t) der f 
Ansatz gemacht: 
w;(P, t) = w,(P) e*?* | 


Die Zeitabhangigkeit der Kraftdichte K,(P, f) kann in derselben We 
gespaltet werden, weil die Kraftdichte eine homogene Funktion ersten 
bezüglich der Verschiebungen und ihrer zeitlichen Ableitungen ist. Da Z 
die Resultierende von Luft- und Trägheitskräften ist, kann man sie na 
spaltung der Zeit in der folgenden Weise darstellen: 


if 
w? 


K,(P, 1) = »? (Mp) w,(P) + — L,[w,(P), oj} eit GS = PSS 
wobei M(P) die Massenverteilung im Punkte P, © = »l/v die «reduziert 
quenz» und v die relative Geschwindigkeit des Luftstromes sowie J ein 
rakteristische Länge des Körpers ist. Der erste Term auf der rechten Sei 
Formel (3) rührt von den Trägheitskräften her, während der zweite die 
kräfte darstellt. Da die Luftkräfte eine Phasenverschiebung gegenübe 
Schwingungen des angeströmten Körpers besitzen, ist L,[w,(P), w] eine 
plexwertige Vektorfunktion. Die Abhängigkeit von L;[w,(P), w] von der 
zierten Frequenz @ ist so kompliziert, dass sie nur in tabellarischer 


1) Vergleiche zum Beispiel: KÜSSNER, Flügelflattern, S. 151 der deutschen Ausgabe di 
Review of German Science, Bd. II (Chemie, WEINSTEIN). 
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n werden kann. Setzt man (2) und (3) in (1) ein, so erhält man ein System 
Integralgleichungen, das die Zeit nicht mehr enthält: 


= [zB Py ae) Py +3 ropes), ol} | 


Gaga vey Fy S152, 36 


À = 1/v? gesetzt wurde. À und w sind Parameter in diesem System, wobei 
* bestimmte Wertepaare das System (4) eine Lösung besitzt. Das System 
It also ein zweiwertiges Eigenwertproblem dar. In der Flatterrechnung 
siert man sich speziell für reelle Wertepaare A und w, für die (4) eine 
x besitzt, da diese reellen Frequenzen » entsprechen und deshalb die 
» zwischen gedämpften und angefachten Schwingungen bestimmen. Das 
1 (4) kann nur unter Verwendung von vereinfachenden Annahmen gelöst 
1. So werden praktisch nur Teilkörper des Flugzeuges (Flügel, Rumpf, 
-und Höhenleitwerke usf.) untersucht, dagefährliche Kopplungen zwischen 
ı Teilkörpern nur bei Nachbarschaft der Frequenzen auftreten können. 
| macht man noch besondere Annahmen über das elastische Verhalten 
ilkörper, die eine Vereinfachung der Integralgleichung erlauben. Wir 
1 jedoch verzichten, im Rahmen dieser Arbeit darauf näher einzugehen. 
ch nach der Einführung all dieser Annahmen in (4) kann dieses System 
lich nur approximativ gelöst werden. Wir wollen hier zwei Approxima- 
ethoden darstellen, die beide die Integralgleichungen in ein homogenes 
s Gleichungssystem überführen. Beide beruhen darauf, dass man den 
1ationstensor näherungsweise durch einen Ausdruck der folgenden Form 


U Ba > DA ATP), (PO (a ganze Zahl). 4,K=1,2,3, (5) 
r=1 

vorausgesetzt wird, dass die X%(P) ein System von linear unabhän- 

Vektorfunktionen bilden und diese sowie die Y,,(P) quadratisch inte- 

Vektorfunktionen tiber dem betrachteten Integrationsbereich sind. Setzt 

) in (4) ein, so erhält man eine Entwicklung des Verschiebungsvektors 

Vektorfunktionen X%(P): 


Aw, (P) = 25e) | | | 37 Yeh | 
r=1 (F) k=1 
x [M(P’) w,(P’) + =z Lylw,(P’), ofan, dx, dx, (6) 


r=1 
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| 
wobei fiir die g, wegen der vorausgesetzten linearen Unabhängigkeit der ||" 
und der Eigenschaften von L, die Beziehungen bestehen: 


a =] [u | 


(F) 


| 

0 : Ty. / 1 Wi 7” ’ ! ! / | 

x mcr Yao XE) Ga EN o) aida (= (2, 
r=1 =1 


oder, wenn man die g, mit gleichem Index zusammenfasst : 


mit 


, 1 , , 2 / 
x (MiP) XE(P') + = LX? (P, o}} dx! dx, dx! . 


Man erhält also ein homogenes lineares Gleichungssystem für die En{ic 
lungskoeffizienten g,, das nur nichttriviale Lösungen besitzt, falls die fi 
zientendeterminante, die sogenannte «Flatterdeterminante», verschwin.! : 


Naat | 
Vf 1) 


Die u,,(@) sind wegen der Glieder mit L, in (8) komplexwertige Funktior:| de 
reduzierten Frequenz w, deren Abhängigkeit von w nicht in einfacher _|bis 
darstellbar ist. Zur Bestimmung der kritischen Geschwindigkeit müsshl di 
reellen Wertepaare À, » gefunden werden, für die die Determinante DE, ® 
verschwindet. Man kann dieses Problem auf ein lineares Eigenwertproble | zu 
rückführen, indem man die reduzierte Frequenz w als Parameter auffas: Int 
die n Eigenwerte },, die im allgemeinen komplex sein werden, in Abhängs ei 
von w bestimmt. Die reellen Nullstellen A* können dann aus dem Verla: | vor 
A;(w) aufgefunden werden. Mit Hilfe der zugehörigen reduzierten Fre: n 


D,(A, ©) = ||u,,(w) — A Op» || = 0, wobei d,, = 


v* 1 I 


= a 
= Dr). VA* v* 


kann die kritische Geschwindigkeit v* berechnet werden, für die die dur“ die 
Störung verursachten Schwingungen weder gedämpft noch angefacht sim) 

Die Genauigkeit der so bestimmten kritischen Geschwindigkeiten ig! 
natürlich wesentlich von der Güte der Approximation (5) des Deforma | 1s- 
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nsors ab. Wie wir sehen werden, erhält man die beste Approximation des 
eformationstensors, falls man die Eigenfunktionen /%(P) und die Eigenwerte 
des einfacheren Schwingungsproblems ohne Luftkräfte beniitzt. Da dieses 
roblem so formuliert werden kann, dass die Kerne der Integralgleichungen 
mmetrisch und positiv definit sind: 


7, V M(B) fi(P) 


S| [ (VM) Bale, PV) V MP fl‘) at axé a | ae 
“ro 


n man einen Satz von SCHMIDT!) verwenden. Auf das Integralgleichungs- 
stem (10) übertragen besagt dieser, dass die Kerne YM(P) T,,(P, P’) /M(P’) 


rch Summen der Form 3 «5(P) ß,.(P’) für gegebenes # am besten durch 
r=1 


> VM(P) 4, HP) h(P) VM(P) 

7=1 

genähert werden. Das heisst also, dass die beste Approximation des Defor- 
jationstensors in diesem Falle durch 


FUP.) = LP APN hd ee, (11) 


Beben ist. Die Verwendung dieser Approximation bedingt die Kenntnis der 
| geavektorfunktionen und Eigenwerte des Problems ohne Luftkrafte. In man- 
en Fallen kénnen diese experimentell gemessen werden. Eine andere Môglich- 
it ist ihre Berechnung auf Grund der Integralgleichungen (10). Dies ist ein 
fl leichteres Problem als das entsprechende Problem mit Luftkräften, da in 
sem Falle die Kerne symmetrisch und positiv definit sind. 

Ein anderes Verfahren zur Approximation der Lésungen des Integralglei- 
gssystems (4) liefert die von RAUSCHER?) vorgeschlagene Methode der 
tionsfunktionen. Bei dieser Methode verlangt man, dass der Ansatz (5) für 
unkte P = P,, P,, ..., P, exakt gültig ist für jede Wahl von k und P’. Als 
stem unabhängiger Vektorfunktionen Xj(P) wählt man in diesem Falle 
 Vektorfunktionen gi(P), deren Komponenten Stationsfunktionen genannt 
rden. Diese erfüllen die folgenden Bedingungen: 


1 falls »=k+(j-1N)n r=12,3,...,3n; 

x) = (12) 
O falls y+k4+(j7-1)n, k=1,2,...,n, 1j =1,2;3), 

1) E. SCHMIDT, Über die Auflösung der nichtlinearen Integralgleichungen, Math. Ann. 65 (1908). 
2) M. RAUSCHER, Stationsfunctions and Air Density Variations in Flutter Analysis, J. Aeron. Sci. 


0. 6, 345-354 (1949). 


P VI/20 


306 Urs HOCHSTRASSER N 


aus denen die lineare Unabhängigkeit der gj(P) sofort ersichtlich ist. : 
Y,,(P’) sind in diesem Falle Einflussfunktionen, da wegen (12) 


Tyx(Py, P) = Vespa) 1=12,3; r-1,2,...,n, 


das heisst Y,..(;4)n,x(P) die Einflussfunktionen für die Verschiebungskomn! 
nente w,im Punkte P, sind. Aus den Beziehungen (6) folgt dann, dass g,. (5. | 
in diesem Falle im wesentlichen gleich der Komponente w, des Verschiebur | 
vektors im Punkte P, ist. Daraus folgt auch, dass bei dieser Methode die I | 
gralgleichungen des Systems (4) an den Stationen exakt erfüllt sind. Des | 
gehört die Methode der Stationsfunktionen zu den Kollokationsmethoden: | 

Die Güte dieser Approximation hängt sehr von der geeigneten Wahl‘ 
Stationen P, und der Stationsfunktionen ab. Es ist offensichtlich, dass die | 
tionen in solche Punkte gelegt werden sollten, die bei einer Deformation 2} 
für das elastische Verhalten des Kôrpers charakteristische Verschiebung es 
den. Da die Stationsfunktionen zusammen mit den Einflussfunktionen ||| 
Deformationstensor möglichst gut approximieren sollten, ist es empfehl& | 
wert, die Stationsfunktionen aus den Einflussfunktionen durch Superposi 
unter Berücksichtigung der Bedingungen (12) zu konstruieren. Die Methi! 
der Stationsfunktionen eignet sich besonders zur Ermittlung der Eigenvek*}} 
funktionen und Eigenwerte für das Problem ohne Luftkräfte, falls die Ein if 
funktionen bekannt sind. Für die eigentliche Flatterrechnung gibt jedoch 


kungen im allgemeinen eine bessere Approximation. | 

Die Materialdämpfung wurde bei der Formulierung des Flattervorgangs 
Einfachheit halber weggelassen, da die durch sie verursachten Phasenverse | 
bungen bei den Verschiebungskomponenten keine prinzipiellen Änderunges 
der Flatterrechnung zur Folge haben. Des weiteren ist zu berücksichtigen, @| 
das mit dem Flugzeug fest verbundene Koordinatensystem noch Bewegu i 
mit höchstens sechs Freiheitsgraden ausführen kann. Diese zusätzlichen N 
heitsgrade können jedoch mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen (Sun i 
aller Kräfte und Summe aller Momente müssen verschwinden) sofort elimin® 
werden, da die Gleichgewichtsbedingungen À nicht enthalten. An dieser SE 
kann gerade auch noch erwähnt werden, dass die Integralgleichungen eigents 
noch von einem dritten Parameter abhängen, da die Luftkräfte eine Funk 
der Luftdichte sind, die mit der Flughöhe variiert. Die Berücksichtigung dié 
Parameters geschieht auf analoge Weise wie bei der reduzierten Frequeli; 
Man bestimmt für eine Reihe diskreter Werte der Luftdichte die kritisch 
Geschwindigkeiten und ermittelt dann allfällige weitere interessante 
durch graphische Interpolation. 
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$ 3. Numerische Methoden 
für die Ermittlung der kritischen Geschwindigkeiten 


Für die numerische Lösung des Problems spielt es keine Rolle, welches der 
den Approximationsverfahren verwendet wird: in beiden Fällen erhält man 
ch § 2 das folgende lineare Gleichungssystem: 


A dis = 
D uis(o) — 4 6;;] 4; = 0 | Er, 


| 


> Koeffizienten u,,(®) sind komplexwertig und haben die folgende Form: 
W;(®) = M,;+ K,,(o) , 


bei die M,, von den Trägheitskräften herrühren und deshalb reell sind: die 
; hingegen sind durch die Luftkräfte gegeben und komplex. Beide Ausdrücke 
tehen im allgemeinen aus dreifachen Integralen über das gesamte Volumen 
betrachteten Systems. Durch Einführung vereinfachender Annahmen 
üglich des elastischen Verhaltens und der Luftkräfte sind meist zwei Inte- 
tionen direkt ausführbar, so dass M,, und K,, in der folgenden Form dar- 
tellt werden können: 


B i Ba) Cyan, E,,() = reelle Funktion, | 
ö ; wobei G(x) = reelle Funktion, (15) 
= (Eu) H(x, w) dx, H(x, w) = komplexe Funktion. | 


“ Bestimmung der kritischen Geschwindigkeit hat man für eine Reihe von 
uzierten Frequenzen die Nullstellen der Koeffizientendeterminante 
j(@) — 2 ö,,| von (14) zu untersuchen. Dabei müssen die Parameterwerte w 
gewählt werden, dass sie in dem Gebiet, für das eine kleine kritische Ge- 
windigkeit möglich ist, genügend dicht liegen, so dass der Nullstellenverlauf 
‘unktion von w verfolgbar ist. Aus dem Verlauf jeder Nullstelle können dann 
die Berechnung der kritischen Geschwindigkeit diejenigen Punkte ermittelt 
den, wo / reell wird. Falls der Rang der Koeffizientendeterminanten nicht 
r hoch ist, wird die Untersuchung der Nullstellen am besten mit Hilfe der 
rakteristischen Polynome durchgeführt. Ein einfaches und rasches direktes 
fahren zur Berechnung des charakteristischen Polynoms aus der Deter- 
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minante ist von VOETTER!) angegeben worden. Bei diesem Algorithmus ers@ | 
man schrittweise eine Zeile der Determinante durch eine solche Kombinat!; 
sämtlicher Zeilen, dass zum Schluss die Elemente unterhalb der Hauptdiay,}; 
nalen alle verschwinden und das letzte Element der Hauptdiagonalen gerad el 
charakteristische Polynom darstellt. Bei einem allgemeinen Schritt geht mil 
in der folgenden Weise vor: L 

Es sei die Koeffizientenmatrix in den vorhergehenden (7 — 1) Schritten % 


die folgende Form gebracht worden: , 
Urn Una Muri. Le 
Hat, 1 
pet ee He Un,n — À 
| 0 (Ds st eke Do, n-2: Va,n-1 + den À + A? 
DE 
en 0 bi. bn Dunn + Bm + + (AM 


Dann erhält man im nächsten Schritt die neue Matrix D, durch Multiplikatig | 
von D,_, mit der Matrix B,: ih 


UD or) hc 
wobei 
Oh se 0 
0 0 0 
By 0 
0 0 1 
Are Ar 2 Zi n-1 A SF Ar n 


Die Elemente dieser Matrix sind durch die folgenden Formeln bestimmt: © 


fir? <n—r Arı= —b,,;, wobei by ¢= Un} 
A em "I 
für i>n—r Anim = De 4 BIT Ur+j1, m A n—Tr+3i by, u 
ol [j=l j=l 


(RME 


1) H.VoETTER, Uber die numerische Berechnung der Eigenwerte von Säkulargleichungen, ZA 
3, 314 (1952). 
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e man leicht verifiziert, wird durch fortgesetzte Multiplikation mit solchen 
trizen die Koeffizientendeterminante von (14) in (n — 1) Schritten auf die 
her beschriebene Form gebracht. Im letzten Schritt vereinfachen sich die 
meln, da b,_;,, gemeinsamer Faktor von allen A,,, ist, so dass man ihn 
kürzen kann, womit 


n—2 
A = ee Un=1, n-1 — > A2 i+1 by, n—i 
j=1 


4, während die übrigen A,,_,,; nach den Formeln (16) berechnet werden. Die 
tpflanzung der Rundungsfehler geschieht ähnlich wie beim GauBschen 
minationsverfahren zur Auflösung von linearen Gleichungssystemen. Des- 
b kann bei umfangreichen Determinanten die Genauigkeit durch Run- 
gsfehler stark beeinträchtigt werden. 

Falls man den Verlauf der Nullstellen in Abhängigkeit von & explizit 
nen will, muss man die Nullstellen der charakteristischen Polynome be- 
hnen. Sobald der Grad der Polynome grösser als zwei ist, sind speziell auch 
Hinblick auf die Verwendung von programmgesteuerten Rechenmaschinen 
iterativen Verfahren zur Auffindung der Nullstellen die gegebenen Metho- 
. Für langsame Rechenmaschinen, die das Wurzelziehen als eingebaute Ope- 
ion besitzen, eignet sich das Laguerresche Iterationsverfahren!) am besten, 
es kubische Konvergenz besitzt. Bei dieser Methode lautet die Korrektur- 
mel zur Verbesserung einer Versuchslösung À, für eine Nullstelle eines Poly- 
ns P,(1) n-ten Grades: 


d 


Fr(Aa) P'(1) Nc P (A) 
= 4 M n n ) 
Saini iss. ml) Pa Fa , wobei 2 
ie 10e Pia) =, PO. 


genüber dem Newtonschen Verfahren ist der Aufwand zur Berechnung der 
rrekturen grösser, dafür hat man eine viel bessere Konvergenz. Oft kennt 
n die ungefähre Lage der Nullstellen des Polynoms P,(4, w), da man schon 
jenigen für eine benachbarte reduzierte Frequenz «© + Aw bestimmt hat, 
d diese in Funktion von w nicht stark variieren. Liegen die Nullstellen nicht 
ır nahe beisammen, so kann man die einfachere Formel für die Korrektur 
wenden: 


— Falta) 
PA) 
ET AT) ur) 
2 FA) 


ich dieses Verfahren konvergiert kubisch, sobald man so nahe an der gesuch- 


1) H.J. Maury, Zur iterativen Auflösung algebraischer Gleichungen, ZAMP 5, 261 (1954). 
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ten Nullstelle ist, dass die benachbarten nicht mehr stören. Bei beiden \ 
ren kann die Rechnung stark abgekürzt werden, wenn man jeweils das Po 
durch die gefundene Nullstelle dividiert, so dass ein neues Polynom niedı 
Grades entsteht, das nur noch die unbekannten Nullstellen enthält. Da 
wegen der Rundungsfehler darauf zu achten, dass die dem Betrage nach k 
Nullstelle wenn möglich zuerst bestimmt wird. Hat man für eine grösser 
von Parameterwerten » die Nullstellen der Flatterdeterminanten bere 
so kann man durch Auftragung des Imaginär- und Realteiles jeder Nullst 
Abhängigkeit von «w die rellen Werte auf graphischem Wege ermitteln. 

Dieses Vorgehen zur Bestimmung der reellen Nullstellen erfordert sch 
niedriggradigen charakteristischen Polynomen einen erheblichen Rech 
wand. Dabei ist ein Teil der berechneten Nullstellen physikalisch nicht 
essant, da sie für keinen Wert von w reell werden, ausser für «© = co. Fall 
den Verlauf der Nullstellen in der komplexen Zahlenebene nicht benötigt 
man mit einer anderen Methode den Rechenaufwand für die Ermittlw 
reellen Nullstellen erheblich vermindern. Bei dieser stellt man das Po 
P,(A, w) mit komplexen Koeffizienten durch Aufspalten der Koeffizien 
Real- und Imaginärteil als Summe zweier Polynome von n-tem sowie (n 
tem Grade mit reellen Koeffizienten dar: 


n n n—1 


PQ, ©) = ao) # =) ao) # + à I a5 (wo) M = Gu(A, ©) + à Cys 


1=1 j=l 


wobei a,(w) = a;(w) + i a/(w). Mit Hilfe dieser neuen Polynome kann m 
erstes feststellen, in der Nahe welcher der ausgewählten reduzierten Frequ 
überhaupt eine reelle Nullstelle von P,(A, w) zu finden ist. Dazu benutz 
die mit diesen Polynomen gebildete Sturmsche Kette!) von Polynome 
rekursiv durch die folgende Formel gegeben sind: 


Dm(A )= Pm at ee es il Pm 2(A ‚ wobei 

ir 2 Pn-ı(A) Fa GA) 
Das letzte Glied in der Kette ist eine Konstante, die auch den Wert Nulla 
men kann. In diesem Spezialfall besitzt P,(A, w) eine reelle Nullstelle. 
die Zahl der Vorzeichenwechsel der Werte von aufeinanderfolgenden Pi 
men in der Kette für À = — oo gleich 7, für A= oo gleich À ist, so 
n[2 + (7 — k)/2 Nullstellen in der obern komplexen Halbebene. Mit Hilfe 
Abzählung der Nullstellen kann man diejenigen &-Werte ermitteln, fi 
P,(A, ©) mindestens eine Nullstelle in der Nähe eines Überganges vo 
untern in die obere Halbebene besitzt. Da man gewöhnlich für die gewi 
diskreten Parameterwerte nicht direkt eine reelle Nullstelle bekommt, 


1) F.WıLLers, Methoden der praktischen Analysis, 2. Aufl. (W. de Gruyter, Berlin 1950), 


1955 Flatterrechnung mit Hilfe von programmgesteuerten Rechenmaschinen SL 


iese durch Interpolation aus den Daten für die mittels der Sturmschen 
ermittelten benachbarten reduzierten Frequenzen bestimmen. Dazu 
net man mit einem der beschriebenen Iterationsverfahren die Nullstellen 
n G,_1(4, w) für diese Frequenzen. Da G,_,(A, ®) reelle Koeffizienten 
, sind diese reell oder konjugiert komplex. Setzt man die A, in die ent- 
enden Polynome G,,(A, w) ein, so wird G,,(A,, ®) im allgemeinen von Null 
ieden sein, ausser wenn A, mit der reellen Nullstelle von P,(4, w) zusam- 
lt. Durch Auftragung von G„(A;, ®) und A; in Abhängigkeit von w kann 
raphisch die Nullstellen von G,(A,;, w) und dann auch die reellen Null- 
À; und die zugehörigen reduzierten Frequenzen bestimmen. Da bei dieser 
de nur die Nullstellen von reellen Polynomen berechnet werden müssen, 
Aufwand für die Bestimmung der reellen Nullstellen wesentlich kleiner. 
an jedoch in den Ansätzen die Materialdämpfung nicht berücksichtigt, 
n es geschehen, dass die Informationen, die dieses Verfahren liefert, nicht 
shen, so dass man auf die direkte Bestimmung der Nullstellen von 
>) zurückgreifen muss. Dies ist dann der Fall, wenn eine Nullstelle schon 
ıtiv grossen reduzierten Frequenzen in die obere Halbebene wandert und 
inere w-Werte wieder in die untere Halbebene zurückkehrt. Physikalisch 
das, dass zwischen zwei Geschwindigkeiten ein Anfachungsbereich liegt, 
loch je nach der Stärke der Anfachung bei Berücksichtigung der Material- 
ung verschwinden kann. Nimmt man nämlich die Materialdämpfung wie 
in Form einer Phasenverschiebung der Deformation um den Winkel @ 
- Einfachheit halber soll jeder Freiheitsgrad dieselbe Phasenverschiebung 
n), so besteht zwischen dem Eigenwert 2 für die Schwingung ohne Mate- 
npfung und demjenigen À* für die Schwingung mit Materialdämpfung 


iehung: 5 
er A=4* (1+itgo), (19) 
sst, falls 2’ = A’ + 32", 1* = 4* + 3 A*" sowie tgp und 2” kleine Grössen 
GE SE vun, (20) 


; sieht man, dass auch für positive Imaginärteile von 2 der Imaginärteil 
negativ bleiben kann, so dass also bei Berücksichtigung der tatsächlichen 
tnisse mit Materialdämpfung keine angefachte Schwingung in diesem 
vindigkeitsbereich möglich ist. Der Entscheid über die Verwendung des 
der des anderen Verfahrens zur Bestimmung der reellen Nullstellen muss 
ch von Fall zu Fall getroffen werden. 


4. Der Einsatz von programmégesteuerten Rechenmaschinen 
für die numerischen Rechnungen 


e in der Einleitung schon erwähnt wurde, ist der Aufbau der numerischen 
rtung für die Flatterrechnung und die verwendeten Rechenmethoden 
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von der Art der zur Verfügung stehenden Maschinen abhängig, da die konstı 
tiven Daten den Zeitaufwand für die gesamte Rechnung wesentlich beein! 
sen. Wir hatten die Möglichkeit, die programmgesteuerte Relaisrechenmascl 
Z 4 des Institutes für angewandte Mathematik der ETH. sowie die Lochkar 
maschinen der International Business Machines Co. für unsere Rechnunger 
benützen. Die Rechenmaschine der ETH. kann nicht ganz siebenstellige Zal 
mit gleitendem Komma verarbeiten und besitzt 64 Speicherzellen. Das Recl 
programm darf beliebig viele arithmetische und auch bestimmte logische C 
rationen enthalten. Das Programm wird auf Filmstreifen gelocht, die dann 
Maschine steuern. Da das Rechenwerk mit Relais arbeitet, ist die Rect 
geschwindigkeit nicht sehr gross. Im Mittel werden 1000 Rechenoperatio 
pro Stunde ausgeführt. 

Es bestehen verschiedene Typen von IBM-Lochkartenmaschinen, wobei 
einzelne Typus nur wenige Funktionen ausüben kann. Die Lochkarten spie 
dabei die Rolle des Speichers, in dem die Ausgangsdaten und Zwischenresult 
sowie in beschränktem Ausmasse auch einfache Steuerbefehle für einze 
Maschinen auf dem Weg von Maschine zu Maschine in Form von eingestanz 
Löchern aufbewahrt werden können. Für unsere Rechnung standen uns 
folgenden Maschinen zur Verfügung: 

Key Punch. Mit dieser Maschine kann man die Ausgangsdaten und Ke 
ziffern in die Karten einstanzen. Die Kennziffern dienen zur raschen Ident 
kation der auf den Karten eingelochten Zahlen. 

Sorter. Erlaubt die Sortierung der Lochkarten nach einer bestimm 
Reihenfolge der Kennziffern oder das Herausgreifen einer oder mehre 
Karten. 

Reproducer. Besorgt die Reproduktion von Zahlen und Kennziffern 1 
einer Lochkarte auf eine andere. 

Collator. Ermöglicht die maschinelle Mischung von zwei Beigen von Lo 
karten in eine bestimmte Folge. 

Multiplier. Führt die in der Rechnung auftretenden arithmetischen Ope 
tionen (Addition, Multiplikation, Subtraktion, Division) aus und locht | 
Resultate in Karten. Uns stand die Relaismaschine 602A und der elektronisc 
Rechenlocher 604 zur Verfügung. Beide Maschinen arbeiten mit festem Kom 
und besitzen interne Speichermöglichkeiten für 72 Dezimalziffern beim 60 
bzw. 37 Dezimalziffern beim 604. Dazu kommen noch Zähler mit 30 Dezim 
ziffern beim 602A bzw. 13 Dezimalziffern beim 604, in denen Zahlen akkum 
liert werden können. Bei diesen Maschinen können im beschränkten Ma: 
arithmetische Operationen zu einem kleinen Rechenprogramm kombini 
werden, das auf auswechselbaren Schaltbrettern mit Hilfe von Kabeln gestec 
wird. Die Rechengeschwindigkeit der 602A liegt im Mittel leicht über derjenig 
der Z4 und ist vom Rechenprogramm abhängig. Die Rechengeschwindigk 
der elektronischen 604 hingegen ist so gross, dass die Zahl der verarbeitet 
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arten nur von der Arbeitsgeschwindigkeit der Ablese- und Locheinheit 
gt. Diese beträgt 6000 Karten in der Stunde. 

bulator. Diese Maschine kann die gelochten Zwischen- und Endresultate 
ellenform drucken und, wenn nötig, auch einzelne Additionen oder Sub- 
nen ausführen. 

t Ausnahme der ersten zwei werden diese Lochkartenmaschinen durch 
chselbare Schaltbretter gesteuert, auf denen mit Hilfe von Kabeln die 
n Schaltungen gesteckt werden können. Da die Erstellung jeder Schal- 
inigen Zeitaufwand erfordert, muss die Rechnung so aufgebaut werden, 
e aus möglichst gleichartigen Operationen besteht. Zudem soll jede Ope- 
auf eine grosse Zahl von Karten angewendet werden können, damit sich 
recht beträchtliche Zeitaufwand für den Aufbau der Schaltungen lohnt. 
lb wird man kleine Nebenrechnungen gewöhnlich von Hand ausführen. 
en Charakteristiken der eigentlichen Recheneinheiten ersieht man, dass 
ie IBM-Maschinen speziell für Rechnungen eignen, die sich aus Folgen 
enigen arithmetischen Operationen zusammensetzen, wobei die Grössen- 
ıgen der Zwischen- und Endresultate leicht übersehbar sind. Bei der 
rrechnung weist die Berechnung der Integrale, die in Formel (15) auf- 
diese Eigenschaften auf. Auch das Erfordernis der grossen Anzahl von 
rtigen Ausdrücken ist schon bei wenigen Freiheitsgraden erfüllt. Die 
anden bestehen aus Produkten von meist tabellarisch gegebenen Grössen, 
; die Integrale sowieso nur numerisch integriert werden können. Ein Teil 
Grössen ist gewöhnlich nur auf einige Prozent genau bekannt. Deshalb 
für die numerische Integration die Verwendung der Simpsonschen Nä- 
sformel, das heisst, die Integrale in (15) werden durch Summen ersetzt 
r Form: 


(1) H(x, 0) dx = [E, (a) H(a, ©) + 4 E,„(a+ A) Ha + A, 0) 
+2E,„.a+24A) H(a+2A,w)+--- 


+ 4 E,„(b — A) HG — A, o) + E,„(6) H(b, w)], 


2 n die Zahl der gleich grossen Intervalle von der Länge À ist, die das 
itionsgebiet überdecken. Sieht man von den Integrationsfaktoren ab, so 
ie rechte Seite eine Art von Skalarprodukt dar. Da die IBM-Rechen- 
Zähler enthalten, in denen Produkte gleichzeitig gebildet und zueinander 
werden können, während die Z4 diese Möglichkeit nicht besitzt, war die 
ıdung dieser Lochkartenmaschinen aus zeitlichen und finanziellen Grün- 
geben. Auf den detaillierten Aufbau dieser Rechnung kann jedoch im 
n dieser Arbeit nicht eingegangen werden. 
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Für die numerische Durchführung der Flatterrechnung nach den Metho | 
des $ 3 sind die beschriebenen Lochkartenmaschinen jedoch nicht seine) 
die Rechenprogramme zu kompliziert und zu lange sind. Infolge ihrer grosi | 
und einfachen Programmierungsmöglichkeiten kann in diesem Falle hinge: 
die Z4-Rechenmaschine mit Vorteil eingesetzt werden. Besonders das gleitem 
Komma erleichtert bei diesen komplizierten Rechnungen ausserordentlich "| 
Arbeit mit der Maschine. Die beschränkte Speicherkapazität begrenzt all, 
dings den Umfang der auf rationelle Weise noch zu bewältigenden Flatt: 
determinanten. Praktisch stellen fünfreihige Determinanten das Maximum dé | 
das die Maschine ohne spezielle Massnahmen verarbeiten kann. Der Zeita 
wand für die Berechnung des charakteristischen Polynoms aus einer vierrei 
gen Determinante beträgt beispielsweise etwa eine halbe Stunde. Die iterati va 
Methoden für die Nullstellenbestimmung können sehr leicht auf dieser Maschi || 
programmiert werden, da eine Wiederholung eines bestimmten Rechenpi 
gramms durch das Zusammenkleben des Anfanges und des Endes des Fili)| 
streifens, auf dem die entsprechenden Befehle festgehalten sind, erreicht werd), 
kann. Da keine Rechenmaschine fehlerlos rechnet, muss man der ständi 
Kontrolle der Rechnung spezielle Aufmerksamkeit widmen. Bei der Berechn 
der charakteristischen Gleichung kann man die Zeilensummen der vom Fakt, 
À freien Glieder als Rechenkontrolle mitführen, während beim iterativen At 
lösen dieser Gleichungen das Einsetzen der letzten Lösung in die ursprünglie 
Gleichung eine gute Kontrolle ergibt. a} 
Es ist vielleicht niitzlich, wenn hier auch einige Bemerkungen über & 
numerischen Eigenheiten der Methoden des $ 3 aufgeführt werden. Beim Vo 
terschen Verfahren ist zu berücksichtigen, dass es versagt, falls eines dı 
Glieder b,, zufällig Null wird. In einem solchen Fall muss man von neuem Bi | 
ginnen und durch Umordnung der Zeilen und Kolonnen versuchen, das Aw 
treten der Schwierigkeit zu vermeiden. Bei der iterativen Berechnung der Nu} 
stellen sollte am Anfang die erste Nullstelle so genau wie möglich bestimn 
werden, da wegen der Division des charakteristischen Polynoms durch di 
schon gerechneten Nullstellen allfällige Ungenauigkeiten die Berechnung dt 
andern Nullstellen beeinträchtigen können. Bei langsamen Rechenmaschin@ 
kann man Zeit sparen, wenn man im Rechenprogramm die Möglichkeit einbau |) 
für jede Nullstelle eine geschätzte Lösung der Maschine mitzuteilen. Gewöhnlie 
wird die gerade errechnete Nullstelle als Schätzung für die nächstfolgende ve 
wendet, wobei dann unter Umständen mehrere Iterationen benötigt werden 
um nur in die Nähe der nächsten Nullstelle zu gelangen. Bei schnell rechnendé 
Maschinen lohnt sich allerdings ein solcher Eingriff nicht, da die Zeit, di 
gebraucht wird, um der Maschine die geschätzte Lösung einzugeben, gréssé) 
als die eingesparte Rechenzeit wäre. Zu dem Verfahren für die direkte Bestim 
mung der Nullstellen ist zu bemerken, dass die Methode versagt, falls die dure 
G„(4, w) definierte Kurve die w-Achse nur berührt oder für zwei benachbaï 
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Verte schneidet, zwischen denen kein berechneter Wert von G,,(A, w) liegt, 
man dann zu wenig Informationen für die graphische Interpolation der Null- 
len besitzt. Ein weiterer Nachteil dieser Methode liegt darin, dass keine ein- 
ıen direkten Kontrollen der Rechnung existieren. Falls die Parameterwerte 
enügend dicht liegen, gibt der Verlauf der Kurve G,,(A, wm) eine gewisse Kon- 
Imöglichkeit, da G,„(A, w) in stetiger Weise von w abhängt. Auf diese Weise 
inen jedoch nur grobe sporadische Fehler, hingegen keine systematischen 
deckt werden. Die systematischen Fehler kommen nur dann zum Vorschein, 
ın die Lage der reellen Nullstellen, wie sie aus der graphischen Auftragung 
vorgeht, im Widerspruch zu den Aussagen steht, die von der Sturmschen 
te geliefert werden. Bei der Anwendung dieser Methode ist es also not- 
ıdig, eine sorgfältige Diskussion der Rechnung durchzuführen, um Fehler 
len Resultaten zu vermeiden. 
Mit Hilfe der beschriebenen Methoden wurde das Flattern der verschieden- 
Teilsysteme untersucht. (Flügel mit Querruder, Höhenleitwerk mit Ruder, 
npfhinterteil mit Höhen- und Seitenleitwerk usw.) Durch den Einsatz der 
srammgesteuerten Rechenmaschinen konnten diese Rechnungen in ver- 
nismässig kurzer Zeit und mit dem Einsatz von ein bis höchstens zwei 
ten durchgeführt werden. 
Der Verfasser möchte an dieser Stelle allen Herren, die ihm beim Zustande- 
ımen dieser Arbeit in irgendeiner Weise behilflich waren, seinen Dank aus- 
:chen. 


Summary 


A set of three integral equations for the components of the relative displace- 
t vector are used to describe the flutter oscillations of an aircraft. Two methods 
the approximate solution are presented, one making use of the eigenvector- 
tions and eigenvalues of the problem without airforces, the other being 
JSCHER’S method of stationfunctions in a slightly generalised form. Then 
1erical methods for finding the zeros of the flutterdeterminants are given. 
paper is concluded by a short description of actual numerical computations 
automatic computing machines. 


xegangen: 20. Dezember 1954. Veröffentlicht ausserhalb des Normalumfanges der Zeitschrift.) 
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Mathematical Analysis 
of a Simple Model for the Stripping Reaction 


By Res Josr1), Princeton, N. J., U.S.A.2) 


Introduction 


The mathematical problem analyzed in this papercorrespondstoanextrem 
simplified model of the stripping reaction. From the standpoint of the physic 
this investigation is, therefore, somewhat academic. Furthermore, we do n 
in this paper, actually solve the problem, we only indicate the procedure wh 
leads to the solution. This procedure, however, seems to us to be of suffici 
interest in itself to merit publication. It shows, namely, that in this case, 
wellknown method of N. WIENER and E. Hopr can be successfully applied t 
more complicated integral equation [compare (1.6)]. It is unknown to us h 
fruitful this generalization may be. Apart from somewhat trivial generalizati 
to systems of integral equations, no attempt has been made to enlarge 
class of integral equations to which our method is applicable. | 


1. Derivation of a Functional Equation | 


We start with the following differential equation 


Ge + SE + [0 6m) + On) A] y + Ey=0, | | 
120% | ( 

O(E) = 1>0. | | 

0 (£<O). | 


| 
(1.1) can be interpreted as the Schrédinger equation of two partid 


moving each in one dimension and acting on one another with a ö-functi 
potential. The coordinates of the particles are (£ + n) and (£ — »). Furthermol 
we assume that the particle with the coordinate (Ë — n) is reflected by % 
infinite wall located at £ = y. (1.1), then arises by using the reflection princi 


1) Most of the content of this paper grew out of discussions, which the author had with J. 
D. JENSEN, J.M. LUTTINGER, and T.H. BERLIN during their respective stays at the Institute | 
Advanced Study. The author’s only merit consists in having written down the results. 


?) Institute for Advanced Study. Now at Eidgenössische Technische Hochschule, Züri 
Switzerland. 
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1e symmetry condition 
V6, 7) + p(n, §) = 0 (1.2) 


ivalent with the vanishing of »(&, 7) at the wall. 

e are interested in solutions of (1. 1) of which the incoming part corre- 
s to a bound particle. In order to get such a solution the energy E has to 
1 the energy of two particles bound by a 6-potential. The condition 


res (4) (1.3) 


ly verified. 
1), (1.2), and the condition on the asymptotic behavior of y (with a 
le definition of outgoing waves) leads to the following integral equation: 


= 4 far | 
x [#9 (VEV(E-&)2+ 72) — HO (VEVE + (m- ©)2)] & >| 


(1.4) 


D(E) = y(é, 0); for E <0: ImVE >0; for—E>0:VE>0. (15) 


make 7 zero in (1.4) we get a homogeneous integral equation for Œ(é). 
de = £ 
DE = [ar [aP(VEIE-E))- HY (VEVE + &9)] OE). (1.6) 
0 


ain concern is to provide a method for solving this integral equation. 
rm of (1.6) suggests a Fourier transformation. For reasons, which will 
‘later, we are, however, forced to treat (1.6) (at least for the case E > 0) 
niting case: let E have a small positive imaginary part: 


E=E,+i« («>0) (1.7) 
fine VE such that N 
Im [VE] > 0. (1.8) 


7, we will take the limit « > 0. We now impose on the solution &(£) the 


= D(E) = o(e Fir) (y>0) for&>te. (1.9) 


a consequence of (1.9) the integral in (1.6) becomes absolutely conver- 
nd furthermore, 


P(E) eLVE+elé 50 for £ > and arbitrary € > 0. (1.10) 
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Now the Fourier transformation can be performed. Following a Pr 
by N. WIENER and E. Hoprt) we split the transform of ®(£) into half tr) 
forms: 2 | 
~ > À 

pd) = fe) a, lp) =— [ei OE ae. | 


0 — co L 


According to (1.9) and (1.10) g(p) is regular in an open upper half-pls 
which contains the point VE ; y(ß) in an open lower half-plane Im (#) < Im I) À 
p(b) and y(p) have, therefore, a common strip of regularity. The Fourier tr. 
formation of (6) now leads to the functional equation 


lb) — vb) = = [p(é) — p(o)], 


œo 


where 


œo(p) =VE— 2, Im[w]> 0. 


(1.12) is derived in a p-domain such that p is in the common strip of regula i 
of g(p) and y(p) and w is in the half plane of regularity of p(p). By analyt 
continuation (1.12) holds everywhere. 


In parenthesis we mention the Fourier transform of (1.4): 


art 


Vv bs) = rx let) — P(60)] 


where 


o(dı, Po) =| [a dy ete m). 


The asymptotic behavior of y(&, n), which is the interesting quantity, isi . 
simple way related to the value of the square bracket in (1.14) for vanish 
denominator p? + #3 — E. This quantity, however, is just 


With the help of (1.12) and the function-theoretical requirements on q IF 
and y(p) we can infer more about the singularities of g(p) and y(p) 


. 


(1) p(P) has no singularity at p = VE; 
(2) p(P) has at most a first order pole at p=+VE + (A/2)2; 
(3) y(é) has no singularity at = — VE, p = + VE + (a/2)2. | I 


1) E.C. Tircumarsn, Fourier Integrals (Oxford University Press, London, 1937), Chapter 
17, p. 339. 
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VE 


Branch cuts for wm = VE — p?. 


LP IPIDES Common strip of regularity of @(P) and y(p). 


Figure 1 


The cut p-plane. 


With regard to (2), we can remark that (pf) actually has the first-order 
s mentioned, since asymptotically ®(€) behaves as the superposition of two 
monic oscillations for > + co. 

Finally y(p) > 0 for |p| > oo in Im[p] > Im VE + (4/2)? and y(p) >0 
|p| > co in Im[p] < Im VE. 


2. Derivation of a Difference-Equation from (1.12) 
(a) The Uniformization 


One of the difficulties which make (1.12) not transparent is the fact, that 
) and, therefore, also y(p) and y(p) are multi-valued functions of £. It is not 
1 to convince oneself that p(p) and y(p) are, in general, infinitely many 
ıed. We, therefore, try to uniformize alle these functions. It is clear that 
‚an only hope for this with a transcendental uniformization of w(p). As such 
choose 


D VE sin? NN VE cos 22 (2%) 


(1.12) reads in a somewhat sloppy notation 


WZ) — 2) = eg (92) — v2 + D] (2.2) 
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or, making use of the abbreviation 


cos TE = + Tr: (0 <Re[&]<1,Im[&]< 0), @ 


cos > Z y(Z) = [cos Z — cos Col p(Z) + cosy Gp(Z+1). @ 


Next we have to translate the properties (1), (2), (3) of section 1 into pro D» 


(1.1) and the first property (1.3). We normalize the mapping (1.1) so 
Z = 1 corresponds to VE. Z = — 1 to — VE of Figure 1. Then the fact 
p(p) has no singularity for p = VE reflects itself in a symmetry property 
p(Z): i 
el +Z2)=pl-2). ( 
Similarly Ë 


Wl + 2) wal a (2 


The rest of the discussion is quite simple and we indicate only the result 
(1) q(x +17) and w(x + à y) tend to zero for | y| — oo; : 
(2) g(Z) can only have poles in the points + &, + n(n = 0, —1, 42.2 
it has no pole at + ¢) + 1 and only a first order pole in j 


st Gp LE BGF ZH 
(3) y(Z) has no pole in the points +, + &6 — 1, + — 2. 


(b) The Difference Equation 


With (2.5) and (2.6) we are able to eliminate from (2.4) the function y(é 
Replacing Z by — 2 — Z in (2.4) and using (2.5) and (2.6) leads to 


— cos + Z y(Z) = [- cos Z — cos Co p(Z +4) + cos> Ep(Z+3) (2 
and addition of (2.4) and (2.7) gives 

cos” Z[p(Z + 4) — 9(2)] | 

1, cos 5 Colp(Z + 4) — p(Z + 3) — p(Z + 1) + o(Z)] =0. | 


(2.8) is simplified by introducing the function /(Z) [compare (1.16)] w i 
contains the relevant information: 


HZ) = p(2) - o(Z +1) (2 


I, 1955 Mathematical Analysis of a Simple Model for the Stripping Reaction 321 


ding to (2.5) f(Z) has the symmetry 
1 
{5 +2) +1 -2)=0. (2.10) 


equation for /(Z) can be written as 


= cos Sf zZ + 1) + HZ + 2) + HZ +3)] (2.11) 


— cos (Z+ 1)[#{Z +1) + f(Z+2)] 


+ sing (Z+1)[{Z +2 + HZ + 3)] 
se 
> SolHZ) + HZ + 1) + HZ+2)]- cos > Z[H(Z) + (Z +1] 
(2.12) 


sat 
7 sin 5. 


Z[/Z +1) + HZ+2)]=2(2Z). 


1 z(Z) is a periodic function of period 1, it will turn out that = 0: 
iow this we first note that 


A) (2.13) 
ding to (2.12). 
rom the property [a(1)] of the preceding section we have 


au(x + 1 y) 
cos (17/2) (x +17) 


0 for|y| = co. (2.14) 


sing (2.4), (2.5), and (2.6), one finds furthermore, 


= [cos ? Co — cos? Z| [p(Z) — 9(Z + 2)]—sin Z y(Z—1) (215) 


rom the properties [a(2)] and [a(3)], one concludes that 2(Z ) has no pole 
= + Cy. This is, however, the only place where z(Z) could have a pole 
ling to its definition (2.12). Evidently, (Z) is a rational function of 
xp 271 Z which according to (2.13) has zeros at v= + 1 and no poles, 
se (2.14) excludes an infinity at v = 0 or v = oo. Therefore, 2(Z) vanishes 


1/21 


CNP EDEN 
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and we have \ 


os Co[H(Z) + #(Z + 1) + (Z+ 2)]—co AA za] 


+ sin Z[HZ +1) + f(Z + 2)]=0 


and still | 
fx+iy)>0 for|y|>o~. (2. <tr} 


It is slightly more agreeable to transform (2.16) tc*a normal form by # 
substitution 


— 
N 


HZ) = [cos & — cosy Z| (A2) + HZ + 1)]. 


21 

Which has the inversion | 
cos Cof(Z) = h(Z — 1) + A(Z). > | 

The equation for h(Z) then reads | 
h(Z +1) + h(Z — 1) = C(Z) h(Z) , (2.2 


au 


— 


= cos (x/2) &, — 2 cos (n/2) Z 
“ol cos (n/2) &, — cos (2/2) Z 


= 


and (2.10) leads to 


Dre 


— 
D 


— 
D 
Sey Westie 2 


h(Z) + h(—Z) = 0 
and (2.17) to 


h(x + à y) 
cos (x/2) (x + à y) 


— 


>0 for|y| >». 


In the next paragraph we need, however, a sharper condition for the be 
vior of h(x + i y), which we are going to make plausible. Since 


Spica ZI 


&x+:y)>-2 for |y| > © ! 


it is reasonable to assume (and can be proven) that h(x + 7 y) approaches 
the limit y > + oo (or y > — oo), a solution of the equation 


Zee au 


| 
{| 
| 
| 
| 


The behavior of h(x + i y) for y > oo (under reasonable restrictive assun) 
tions) is the following: 


h(Z) (a + 5 2) e" "DZ ESS) 


where n is an integer. Therefore, we expect 


HZ) >(a+bZ) e"tr+V2 fory=Im(Z)>+ ©. 


4 
| 
| 
i 
| 
| 
i 
a 
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cording to (2.23), however, n > 0. Therefore, we have 

| : > 

| h(x+1iy) +0 for|y| + oo. (2:27) 
3. The Uniqueness 


Let us now collect all the information about A(Z). 
(1) A(Z) satisfies the difference equation 


HZ +1) +h(Z—1)=C(Z) WZ), EZ+4 =L(2). (3.1) 
(2) h(Z) is antisymmetric 
h(Z) + h(—Z) = 0. (3.2) 
(3) A(Z) is meromorphic and has (at most) first order poles in the points 
tooth (k=12,3,4); 
most) second order poles in the points 


Corte 50 78). 


ese statements follow from [$ 2(a) (3)] and (2.9), (2.18). 
(4) 
h(x+iy) +0 for |y| > oo. (3.3) 


- will now show that these properties define A(Z) up to a constant factor. 
n(Z) and h,(Z) are two nontrivial functions satisfying the above mentioned 
ıditions then we first claim that their Wronskian vanishes: 


| (2) AZ + 1) | 
W(Z) = = 0. (3.4) 
h2(Z) h:(Z + 1) 


ym (3.1) we have 

W(Z + 1) - W(Z) =0 (3.5) 
m (3.2) 

W(-Z) + W(Z) =0; (3.6) 


m (3.3) follows that W(Z) is meromorphic and has at most a first-order pole 
the points + &, + n (n = 0, + 1, + 2, ...). (3.4) finally tells us that 


Wx+iy)>0 for|y| + . (3.7) 
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Therefore, W(Z) is a rational function of v = e?”‘Z with zeros at v = 0, v = + 


v = oo and at most two poles. Such a function evidently vanishes. 
Due to (3.4) h,(Z) and h,(Z) differ only by a factor, which is a ratior 
function of v: 
hy(Z) = RZ) hy{Z) (3. 


If now x(Z) is not a constant, we can find a nontrivial linear combination 
h,(Z) and h,(Z) with constant coefficients such that 


h(Z) = a hy(Z) + a hg(Z) (3. 
has at most 


a zero of first order at Z = +L,, 


regular points at Lae. MR Ne 25 4) 
a first-order pole at La Cece Ba D) 0,718) 
The function € 
WZ) = MZ 4) h(iZ—4), (3.1 
therefore, satisfies (1), (3), (4), instead of (2) we have 
h(Z) = (2) = 0. (3.1, 


Now we claim that the Wronskian 


vanishes. Obviously W(Z) is again a rational function of v which vanishes fi 
v = 0 and v = on is everywhere regular and hence zero. 
There is, therefore, a rational function of », R(v) such that 


WZ + 4) —hiZ — 4) =2 RO) HZ). (3.1: 


On the other hand, one derives easily, that every solution of (3.1), hence a 
h(Z) satisfies the equation 


h(Z + 4) + h(Z — 4) = 2 A(v) h(Z), (3.1 

where 
2 A(v) = C(Z) €(Z + 1) C(Z + 2) (Z + 3) 
—[6(Z) (2 + 1) +4Z + 1) EZ) + &(Z + 2) C(Z + 3) (3.1 
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rding to (2.21) one finds 


V2 — 2 av +1 
A (v) — v2 —2 Bu a 1 ’ 


Ct. cost Co + 8 cos? CREER (3.16) 
B= cost 6-8 cos?" Stk. | 
tion and subtraction of (3.12) and (3.14) yield 
h(Z+4)=(A+ R)H(Z), (3.17) 
= 1 = 
h(Z + 4) = Ar MZ) (3.18) 
'hese equations are only compatible if 
Bee (3.19) 
der that R be a rational function of v, « — ß has to vanish, i.e., 
Ali; (3.20) 
R(v) = 0. (3.21) 
n this case 
h(Z + 4) =h(Z) . (3. 22) 


, however, h(Z) has no singularities at Z = + &,+ À (k = 0,1, 2, 3); it 
o singularities at all and, due to (3.3), it vanishes. Thus we have reached 
tradiction, and the z(Z) in (3.8) is a constant. 


4. Final Remarks 


fter the preliminaries of the preceding sections, the reader could reasonably 
expect us to solve the difference equation (2.20), (2.21). This equation 
ctually be solved. The theory of a class of difference equations containing 
ne under discussion, has been given recently). This theory contains a 
ruction for the solution, which in our case may be manageable, though 
as. We will not attempt here to push it through. 

here is, however, one case for which the solution is trivial. This is the 
vhere the auxiliary equation (3.14), (3.16) 


H(Z +4) + H(Z — 4) = 2 A(v) H(Z) (4.1) 


R. Josr, Comm. Math. Helv. 28, 173 (1954). 
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reduces to an equation with constant coefficients: 


A(v)=1, cost Gr. ( 


One verifies easily that every solution H(Z) of (4.1) in the general case gives 
to the following solution of (2.20), (2.21): 


h(Z) = 

=H(Z+3)+¢(Z+3)H(Z+2)+[E(Z +3) (Z + 2) -1]H(Z+1) 
+[é(Z + 3) ¢(Z + 2) Z +1) — KZ + 3) —¢(Z+ 1) J A(Z) 
| H(Z — 3) + (Z +1) H(Z—2) +[C(Z +1) OZ + 2) -1]H(Z — 1). 


If one applies (4.3) to the special case (4. 2), where the auxiliary equa’ 
(4.1) has the fundamental system of solutions H,(Z) = 1, H,(Z) = Z one; 
the following fundamental system of (2.20): 


= 1 + Y3 cos (n/2) Z | | 
h,(Z) [4 — 3 sin? (x/2) Z] [2 + Y3 cos (a/2) Z] ' ( 
ha(Z) = [1 + V3 cos (x/2) Z] Z + V3 sin (x/2) Z 


[4 — 3 sin? (2/2) Z] [2 + V3 cos(x/2) Z] 


Evidently h,(Z) satisfies all the properties of Section 3 which are requ 
for h(Z) and, therefore, solves the problem. 


Zusammenfassung 


Die Integralgleichung (1.6), die aus einem sehr vereinfachten Modell 
«stripping reaction» hergeleitet ist, wird diskutiert. Es ist bemerkenswert, « 
die bekannte Methode von N. WIENER und E. Hopr auf diese komplizierte I: 
gralgleichung angewendet werden kann. Die entstehende Funktionalgleich 
(1.12) wird im $ 2 auf die lösbare Differenzengleichung (2.20) reduziert. 
behandelt die Eindeutigkeit der Lösung und $ 4 die explizite Lösung in en 

- Spezialfall. Die explizite Lösung des allgemeinen Falls wird nicht angegeben 


(Received: June 24, 1954.) 
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tine neue Berechnungsmethode der quadratischen Regelfläche 


Von KLAUS ANKE, Erlangen!) 


Einleitung 


ei der Untersuchung linearer stetiger Regelungen wird vielfach als Güte- 
für die dynamische Regelabweichung x(t) die 


oo 


«quadratische Regelfläche » [#0 dt 
0 


endet; dabei ist x(t) die (durch gegebene Anfangsbedingungen festgelegte) 
ng einer gewöhnlichen linearen Differentialgleichung mit konstanten Koef- 
ten. Der Verlauf der Regelabweichung x(f£) wird dann als besonders günstig 
‚ehen, wenn durch geeignete Wahl der verfügbaren Koeffizienten die quadra- 
> Regelfläche zu einem Minimum gemacht werden konnte [1], [2], [4]?). 

ır Berechnung der quadratischen Regelfläche scheidet der Weg über die 
zite Lösung x(t) aus, da eben wegen der verfügbaren Koeffizienten diese 
ng im allgemeinen gar nicht explizit angegeben werden kann. 

ei Benutzung der Laplace-Transformation gelingt es, zu einem geschlossenen 
ruck für die quadratische Regelfläche zu kommen; der Weg führt entweder 
den komplexen Faltungssatz [1] oder einen Algorithmus [3]. 

1 der vorliegenden Arbeit soll gezeigt werden, dass die Berechnung der qua- 
schen Regelfläche im Zeitbereich auch ohne explizite Kenntnis der Lösung 


elingt. 
ir formulieren das Problem genauer: Es sei x(f) die durch die Differential- 
Lung 
dx an7ix dx 

Ay am" An-ı din-1 et A + ax = 0 (1) 

en Anfangsbedingungen 
dx (ER 
x(0) = qo, Fron a Gi...) Git lino IAn-ı (2) 


nmte Funktion der Zeit. Wir setzen voraus, dass die Koeffizienten dp, @,, 
„ der Hurwitz-Bedingung genügen. Dann gilt 


dx 


jim x = 0 ev =i HO), the PR yor. (3) 
s existiert das Integral 6 
I= JE dt . 


0 


Siemens-Schuckertwerke-Aktiengesellschaft. 
Die Ziffern in eckigen Klammern [] verweisen auf das Literaturverzeichnis am Schluss der 
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Berechnung von J) in einem Beispiel 


Wir demonstrieren das Verfahren zur Berechnung von Jy zunächst am Beisy 
n= 3. ; 
Die Differentialgleichung für die Funktion x(#) 


3 asx # dx 1 dx 
In SD FE SR 


+ ap = 0 


mit den Anfangsbedingungen 


(0 NE ere 
= ln mo À 


und dem Verhalten im Unendlichen 


CE 
imx = lim 
HN ee à 


multiplizieren wir nacheinander mit x, dx/dt und d*x/dt®; es entstehen so 
Gleichungen 


en N nn Te ee vie 


asa a?x dx 
ass * Ha * | HE x Ay # X = 0, 
3 ax dx | + ax dx | é dx dx dx # 0 F 
"CA NER: ande: ae ee Stall Nae : : 
ht A a ae 
PE TE Sa PO EE où dE Na Se 


die Anfangsbedingungen, das Verhalten im Unendlichen und die folgenden, d 


Wir integrieren diese Gleichungen von Null bis Unendlich und beachten = 
partielle Integration entstehenden Relationen: 


i 
(se) co oo 
|e dt a eee N 
[art [a at nat pa 
0 0 0 4 
3% ax ei f (dx\2 dx : 
Te à) a) #= To 9ı Mae. 
ny 0 à 
foe} 
"dx 
ie x at = —— qi 
0 + 2 
ee © © x i 
PURE ails Qe. aa a?x\2 f (d?x\2 ; 
/ ai a ae an I ( a) Mn / ( dt? ) “u 
0 0 0 0 E 
Fa d Pe 
dix dx LES DS TT er 3 
/ ar J i dik oes | 
0 ö 
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en Abkürzungen 


© co ' os) 
es [(dx\2 "(d2x\2 
Ih = 2/ mar. = -2/ (3 ) dt, h= 2 | (Sz) dt 
0 û 0 
ht schliesslich aus (4) das lineare Gleichungssystem 
do Jo + ag Ji = + @1 O19 + 42 Oro + 43 Qo (= Qo) ; | I 
a, Jy + a3 Je = -% Qu - A, Qo, — a3 Qui (= -Qı)), (5) 
ao Jy + A Je = +4 Qoa + 41 Que ~ 43 Qso (= Qù) . | 
en Unbekannten Jo, Ju, Jo und den Abkürzungen DIR 


Q1 = Qui = 98, Ox = 9a = 2 You, Qua = GF, 
Qso 2 40 a — U, Qu = 24142, Oso =. 


ir den allgemeinen Fall ist es vorteilhaft, die Matrixschreibweise zu ver- 
n; wir gehen daher an dieser Stelle dazu über und setzen 


|] a, || 
My Ay 0 e Jo 0 Qio Qe Pro | 
| 1 || | 
0 al, a= ne J = | Jı || 2 Q — Ou 07 Os, —Qs | ; 
| 2 | | 
0 ay ay | || my | | Ja | Qo Qu 0 Qso 
ER 8 


‚leichungssystem (5) schreiben wir damit 
Ad [=O a, (6) 
sen (6) nach / auf und erhalten 
J= 47104. (7) 
ie uns hier durch die Aufgabenstellung allein interessierende Unbekannte J, 
sich aus (7) 


= Qo , Ge (42 Qi + a3 Qs») 
= 


An Go (Ay Ag — Ay Gs) 


is System (6) ist genau dann eindeutig auflösbar, wenn die Determinante 
ler Matrix 4 von Null verschieden ist; dies wird aber durch die Erfiillung 
urwitz-Bedingung gewährleistet, denn | À | ist die Hurwitz-Determinante. 


Allgemeiner Fall 


r den allgemeinen Fall der Differentialgleichung (1) mit den Anfangsbe- 
agen (2) und dem Verhalten im Unendlichen (3) verfahren wir analog. Wir 
Jlizieren also (1) der Reihe nach mit 


PA. 

a” 
e entstehenden #-Gleichungen integrieren wir von Null bis Unendlich unter 
tung der Anfangsbedingungen, des Verhaltens im Unendlichen und der 


pe 0 Lan — I 


+! 
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folgenden, durch partielle Integration entstehenden Relationen: 


‚[ex ®x ae — | Qar falls w+ r=1(2) 
F dis de (—Qur (Ye Im falls p + vy = 0 (2) 


K+ v= 0,1..., 2n—1; 


mit den Abkürzungen 


schreiben wir das aus (1) durch die angegebenen Operationen entstehende 
chungssystem 


(a—r—1)2 
2 2 C1) quo Ira à + (— 1} Be Ges ya B+ v=? 
Our == Osu = se y2 | 
(u > rv) | 2 ne (1) 1 gy 2 Qnse à a+r=4 
= | 
© = = 
= 
Fe = (82 | (Se) ae 
ö : 
Mit den Matrizen 
u a So | 
0 a,4&, a. a; | Jı N 
0 2,0,4,. | 
A=||. : «= ea = = 
0.. an an Fas | 
| 
: 
0 Oo Om --- Qno i 
—Qor 0 —O;, > =}; ı 
Lez Qu 0 One | 
Q= 
aan AR | 
3 
Atta | 

mit der Lösung | 
J=A7Qa. | 

Damit ist die gestellte Aufgabe auf die Multiplikation bekannter Matrizen zus 
geführt und wird als gelöst angesehen. p 


Minimalproblem 


Es ist nicht angebracht, fiir den allgemeinen Ausdruck von Jy, wie ersich 
ergibt, das Minimum aufzusuchen. Die entstehenden Resultate würden 
der Allgemeinheit der Anfangsbedingungen und der jeweils möglichen 
denen Anzahl der freien Koeffizienten a, zu unübersichtlich werden. 
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ir einen zur Orientierung bei den Anwendungen recht gut brauchbaren Fall 
wir jedoch die Minimalbedingungen an. 

ir setzen zunächst ,= 1,9, = 9, = --- = g,_ , = 9 und, ohne Beschränkung 

ligemeinheit, 4, — 4, — 1; sodann sehen wir alle übrigen Koeffizienten 
-., 4,_, als verfügbar an. Die Durchführung der notwendigen Rechnungen 

, dass unter den genannten Voraussetzungen J, ein Minimum wird, wenn 


Pe] 


4, — PV 2. ae — 


t wird; man erhält also folgendes Koeffizientenschema 


LA 4, LA a, a, a; a; a; as 
== ft 1 1 

a—Z i 1 1 

= — Ss 1 2 1 1 

n = 4 1 2 3 1 of 

co — 1 3 3 - rf 1 

n—6 1 x 6 - 5 I: 1 

Hl 1 - 6 10 5 6 1 1 

a—& 1 - 10 10 15 6 7 1 1 


ifferentialgleichungen, die bei den genannten Anfangsbedingungen die 
g mit minimaler quadratischer Regelfläche besitzen. 


LITERATURVERZEICHNIS 


_SARTORIUS, Zweckmässige Festlegung fret wählbarer Regelungskonsianien, 
ssertation 1945, TH. Stuttgart. 

HAZEBROEK und B. I. vAN DER WAERDEN, Theoretical Considerations on 
Optimum Adjusiment of Regulators, Trans. Amer. Soc. Mech. Engrs. 72 
150). 

BÜCKNER, A Formula for an Iniegral Occurring in the Theory of Linear 
ruomechanisms and Conirol-Sysiems, Quat. Appl. Math. 70, Nr. 3 (1952). 
Sartorius, Das Optimierungsproblem in der Regelungsiechnik, Regelungs- 
hnik, H. 4 (1953). 


Summary 


ıen analyzing linear and steady controls the so-called quadratic control 
frequently used as a measure of quality for the dynamical deviation of the 
1. All familiar methods used for calculating the quadratic control area are 
on the Laplace transform. A method is presented by means of which the 
atic control area can be calculated in the time domain without explicit 
-dge of the control’s dynamical deviation itself. 


angen: 6. Januar 1955.) 
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A New Derivation and Interpretation of Yule’s ‘Characteristic 


By Gustav HERDAN, Bristol (England)1) 


Yute’s ‘Characteristic’ K of the word-frequency distribution of a ling 
text is derived under the assumption that the occurence of a word in such 
was governed by a law of chance (the Poisson law)?). This assumption, and 
it the use of K as a characteristic of the text, has been attacked by lingui 
without foundation, as the writer believes. 

However, the constant K can be derived without such an assumption, \ 
has not only the advantage of obviating adverse criticism of the kind referı 
above, but of showing K to be an easily interpretable, useful and intere 
characteristic of a linguistic text. 

The number of words that occur X times in the sample from a given text 
statistical terms called the frequency of X (X being the ‘variable *) anc 
manner in which the frequencies are distributed over the scale of X is calle 
frequency distribution. Such distributions are peculiar in that 


A 2 X 
the arithmetic mean M, = u 
ae ES 
the standard deviation o, = |/- N SIMS 
and 
the coefficient of variation v, = ais 
a“ 


all vary with the size N = fit fo+-:-+ 7, of the sample, increasing as | 
creases, but each doing so at a different rate. 

However, the quantity v,|VN is found to remain sensibly constant for sat 
of any size. The reason is that it is no longer dependent upon N, as can be 
when it is written explicitly as 


Ve _ GIN fe Aa NE a ee ae ET lg Bo 
N M2 ME [X NE N Dip 


since N cancels out in the first term on the right and 1/N becomes for gre: 
negligibly small. 

Expressing (2) by the Ist and 2nd moment of the variable about ZOO 
and S, = 7, X2, we write the supposedly constant characteristic as 


Da S- 1 
NS UN 
and for great N as 


>) 


University of Bristol. 
2) G. Upny YULE, A Statistical Study of Vocabulary (Cambridge, 1943). 
3) A.S.C. Ross, Philological Probability Problems, J. Roy. Statist. Soc. [B], 12, Nr. 1, 39 (1 
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but for the factor 104 which YULE used so as to avoid very small decimals, 
E’S ‘characteristic’1), K = 104 (S,/S? — 1/S,) for great samples when 1/S 
2s negligibly small. 

have thus derived the ‘Characteristic’ without any assumption about the 
being governed by the Poisson law, and indeed without any assumption 
à Stochastic process, as implied in Yure’s derivation, for the generation of 
ccurrences. 

‘eover, the ‘Characteristic’ when written in the form 


o,/VN 
MEN 


1 


to represent the coefficient of variation of a mean, or the relative fluctua- 
a mean, as distinct from that of a single value, o,/M,. We shall distinguish 
the latter by the symbol v,, and understand by it the coefficient of varia- 
the sampling distribution of means. 

test the deduction that v,, is a constant for a linguistic text, a Russian 
ount was used. JOSSELSON of Wayne University, Detroit, has made a 
te count of the approximately 30,000 words in PusHKIN’s ‘ The Captain’s 
ey’*). He then made a count for a sample of approximately 10,000 words 
ed of all the words in 16 two-page groups spread uniformly throughout 
»k; finally he withdrew at random from the entire book two independent 
; of approximately 5,000 words each. The exact number of occurrences are 
elow. For each of these word counts, I calculated the quantities M,, o,, 
iS given in the following table. 


Vocabulary 5 
N = M, Ca Uy Om Um K* 
4783 5:97 31-5 5-27 0:0764 0-00583 0:00603 
2432 3:76 14-5 3-85 0.0781 0-00610 0-00656 
1672 2-81 8-9 3-16 0:0778 0-00605 0.00663 
1567 3-16 9-75 3-08 0-0778 0-00606 0-00673 


note that whereas neither M, nor o, nor v, can be used as a characteristic 
ext, since they vary with the number of occurences and with the size of 
ary (the sample size), rising as the latter increases, v2, remains constant as 
d and is sensibly equal to K*. 

brings out an important property of word counts, and indeed of linguistic 
this respect: such texts are characterised by the ratio 


Standard Error of the Mean 
Mean 


onstant throughout the text irrespective of the sample size, and also 
tive of the mean, the standard deviation and the coefficient of variation, 
en by itself. Graphically this means that the standard error of the mean 
otted against the mean in a sample of size N must be a straight line, the 


Upny YULE, A Statistical Study of Vocabulary (Cambridge, 1943). 
J. JosseLson, The Russian Word Count (Detroit, U.S.A., 1953). 
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slope of which is v„. Applied to our data, the relative fluctuation of 
frequency of use of a word by PUSHKIN was about 8% of the mean 
word aggregates, no matter what the size of these aggregates. 

In general, we can say that a style with small relative fluctuatio 
terised by words being rare whose frequency expressed as deviati 
mean frequency represents an appreciable fraction of the latter, and 
a large relative fluctuation by such words being numerous. This in 
particular style may be characterised by a constant relation betwee! 
and diversity in the number of iterations of the items of vocabulary. 


» # 


Zusammenfassung 


Worthäufigkeitsverteilungen sind dadurch charakterisiert, dass 
Streuungen und Variabilitätskoeffizienten nicht konstant sind, son 
Stichprobengrösse wachsen, aber jedes in verschiedener Weise. Es : 
zeigt, dass der Variabilitätskoeffizient des arithmetischen Mittels ur 
von der Stichprobengrösse und deshalb geeignet erscheint, als statis 
meter solcher Verteilungen zu dienen. Diese Grösse ist im grossen 
identisch mit G.UpNy Yutes ‘Characteristic’ K, wird aber hier ab 
die Annahme einer vollständig zufallsmässigen Wahl der Worte, 1 
statuierte. 

Vom Standpunkt der theoretischen Statistik aus gesehen, ist e: 
dass es Verteilungen gibt, in denen nur der Quotient 


mittlerer quadratischer Fehler des Mittels 
Mittelwert 


konstant ist und unabhängig vom Werte des mittleren quadratische: 
vom Werte des Mittels. 


(Received: February 28, 1955.) 


On the Effect of Lubricant Inertia in Hydrodynamic Lu 


By FLETCHER OSTERLE and EDWARD SAIBEL, Pittsburgh, Pennsylv: 


The Reynolds equation of hydrodynamic theory, modified to t 
inertia into approximate account, is applied to the steady-state ops 
inclined slider-bearing to determine the effect of lubricant inertia « 
city. A simple relationship results, relating this ‘inertial’ load ca 
physical properties of the lubricant and the operating characteristic: 
bearing. It is found that the inertia effect increases the load ca 
amount which can be significant in the laminar regime. 


Introduction 


The laminar hydrodynamic lubrication problem is governed by 
equation which relates the pressure and viscous forces acting on a] 


1) Departments of Mechanical Engineering and Mathematics, Carnegie Institu 
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want to the lubricant inertia in accordance with Newron’s second law of 
pn. In solving this equation for the steady-state load-supporting capacity of 
»dynamically lubricated bearings the inertia term is always neglected on 
prounds that under normal operating conditions it is quite small in compa- 
with the maximum values of the pressure and viscous force terms. Therefore, 
ke present time it is impossible to evaluate quantitatively the effect of 
ta on load capacity under a given set of operating conditions. Such an 
pation, if available, would perform the useful function of establishing the 

of operating conditions under which neglect of the inertia effect is a permis- 
approximation. It is the purpose of this paper to determine quantitatively 
ffect of lubricant inertia on the load capacity of the slider-bearing by a 
od based on the approximation procedure suggested by SLEZKIN and TARG 
). From the results of this investigation the range of validity of the negligible 
2 assumption can be readily determined. 


1l 
a 
The differential equation governing the steady-state laminar hydrodynamic 
Sation of a slider-bearing without side-flow is 


= 
; d?u ap lu Ou Ou 
eH Oy? dx e : 


Theory 


(1) 


9 is the lubricant pressure, 
is the lubricant viscosity, 
is the lubricant density, 
x, y) is the lubricant velocity in the # direction, and 
RZ y) is the lubricant velocity in the y direction, Figure. 


Da 
B 


il 


—— 


Slider-bearing configuration. 


s paper the lubricant viscosity and density will be assumed constant. The 
erm in equation (1) originates from the viscous force, the second term from 
‘essure force, and the third term from the lubricant inertia. 
addition to equation (1), the lubricant must also satisfy the continuity 
eion which for an incompressible fluid is 
2 Ou Ov 


ce Dos (2) 
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and the following boundary conditions 
(0,0) = SU) u(x, h)=0, u(x, 0) = 0 
P(0) = 0, a 


where U, h, and B are as shown in the Figure. 

An exact solution of equations (1) and (2) for the lubricant pressur: 
to the boundary conditions (3) is extremely difficult. However, owin 
relative smallness of the inertia term, an approximate solution would se 
justifiable. SLEZKIN and TARG (1946) suggest averaging the inertia over 
thickness. If this is done equation (1) becomes 


» v(x, h) = 0, 


The right hand side of equation (4) is thus a function of x alone. Equa 
and (2) together with the boundary conditions on velocity (3a) are then 
solvable for the pressure gradient yielding 

PNG HUE 7) QUE [ne x (H — h) h’ (4 — hj? hk!) 
dx n N Bon ln Ss me | 
where H is the film thickness at which the right hand side of equation (4) v 
and the primes indicate differentiation with respect to x. The boundary co: 
On pressure will be used to determine the constant H and the constant (C 
will arise when equation (5) is integrated for the pressure. Equation 
reduced form of equation (7) in the Slezkin and Targ paper which is der 
somewhat more detail in that reference. 

To proceed from equation (5) to the pressure distribution, the film-th 
variation must be specified. In this paper we will consider the film-th 
variation of exponential type employed by CHARNES and SAIBEL (195 
shown by them to approximate very closely the plane slider-bearing. Th 
thickness variation can be written 


Ip == Th 


min F 


BB 


where fms is the minimum film-thickness (henceforth referred to as A) 
is the ratio of minimum to maximum film-thickness. From equation (6) wes 


= Bl 


RB Je 
Therefore equation (5) becomes 


ax h® 30 h IM 
where 
ain De 
— uUB)’ 
og 
ee: 
eU Le Am R 


with Re the Reynolds number based on the minimum film-thickness. 
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With the Reynolds number set equal to zero, equation (8) reduces to the familiar 
ation (which neglects inertia) as we would expect. If we let P, be the solution 
he Reynolds equation and H, be the value of H corresponding to this case, 
can write for the solution of equation (8) 


P= Pe AP, (12) 


H= H+ AH, (13) 


re the second terms on the right of each equation are small corrections to 
ount for inertia. Substituting equations (12) and (13) into equation (8) and 
lecting small quantities we obtain 


dP, (Hy —h) 2 
ee ae Cy 


ax hs 30 


ation (14) integrates to 


dran Holy 2-4 (15) 


H, 3X y2X 
he Sin 2In7 


Ie, = Gor (16) 


constants C, and H, can be determined from the boundary conditions on 
sure (3b), namely that P, vanish when X equals either zero or one. Thus 


men! Hy 1 rer) 
Co Ang) Fo olny He 2 (1 — 73) ED 
equation (16) becomes 
RNA 1 — y2X 
Fo a We =| (F8) 


ation (18) expresses the pressure distribution obtained by neglecting the 
tia. 
reating equation (15) the same as equation (14) we obtain 


27Inr /1—72)\2 21n7 1 — r3X 
= 40 Be Pot 75 (x Tore 2 


ation (19) expresses the pressure distribution which must be added to Ie 
ccordance with equation (12) to correct for the effect of inertia. 
he load-supporting capacity per unit area is the average pressure, defined by 


B 
p =/p dx (20) 
0 
dimensionless form 
1 
P=/Pax, (21) 
ù 
re from equation (9) x 
Pit in (22) 
GuUB 


338 Kurze Mitteilungen — Brief Reports - Communications brèves 


Substituting equations (18) and (19) into equation (21) we obtain 


— »—1 (1— (r?— 1)/3lnr 1— (vy? — 1)/2lnr 
I 21n7 1— 73 1 — 7? 


and 


= 27 Inv (1 — v2\2 — : In 7 1 21 (-—-1)/3m7r 
40 (=) MES 1— 78 


respectively. Now from equation (12) we have that 


P= P+ AP, 
or 

AED re 

Po Py 


which expresses the ratio of the average pressure to the average pressure negl 
ing inertia. 


Discussion and Conclusions 
By equations (11), (23), and (24), equation (26) can be written 
Pe f 
Po 
where f has been written for P,/P, and is recognized as being a function only « 
It is given by 


1 2 1= — 1)/3lnr 
na Rear Se (LN, 1— 73 
40 (=) 1 18 = D )1iZ ira FS 
1— à 1— 7 


Representative values of this function are tabulated in Table I. 


Table I 
r f 
1/3 0-6740 
1/2 0-2099 | 
2/3 0-0727 
1 0 


It is apparent from equation (27) that the inertia effect increases the I 
capacity. | 
In terms of the Reynolds number, equation (27) can be written | 
Ba —= Re. 

0 


If we consider a slider-bearing with a minimum to maximum film-thickness nr! 
of 1/2 and a minimum film-thickness to slider length ratio of 0-001, the ine 
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ct willincrease the load capacity one percent at a Reynolds number of about 
. The critical Reynolds number for parallel flow (i.e., y= 1) is about 2000. 
s is would appear that the inertia effect can be significant in the laminar 
rodynamic lubrication problem. 
The effect of inertia on load capacity can be expressed in terms of fewer 
iables if equation (26) is written 
De LU 
Po Po 
re À has been written for P, and is a function only of r. Representative values 
are tabulated in Table II. 


: (30) 


Table II 
% k 
1/3 0-01777 
1/2 0-00568 
2/3 0-00160 
1 0 


s apparent from equation (30) that the inertia effect is most pronounced in 
case of high speed, lightly loaded bearings. Further examination of equation 
) reveals that under normal operating conditions the inertia effect is indeed 
ligible. For example, with an of 1/3, a lubricant of 0-90 specific gravity, an 
rage pressure of 100 lbs. per sq. in., and a bearing velocity of 500 in. per sec., 
load capacity is increased only about 1/3 percent by the inertia effect. 
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Zusammenfassung 


Die Reynoldsche Gleichung der hydrodynamischen Schmierungstheorie, unter 
efahrer Berücksichtigung der Trägheit des Schmiermittels, wird für ein 
efes Gleitschuhlager im stationären Zustand angewendet, um den Einfluss 
Tragheit des Schmiermittels auf die Belastungskapazität zu ermitteln. Man 
et einen einfachen Zusammenhang sowohl zwischen der Trägheitswirkung 
den physikalischen Eigenschaften des Schmiermittels wie den Bedingungen, 
che das Arbeiten des Gleitschuhlagers spezifizieren. Man stellt fest, dass der 
fluss der Tragheit die Lastkapazität um einen Betrag erhôht, der wichtig sein 
n in der laminaren Region. 


eived: July 27, 1954.) 
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Tagung über elektronische Rechenmaschinen und Informations-- 
verarbeitung in Darmstadt vom 25. bis 27. Oktober 1955 


Die Gesellschaft für Angewandte Mathematik und Mechanik (GAMM) tn 
die Nachrichtentechnische Gesellschaft (NTG) im Verband Deutscher Elekt= 
techniker (VDE) planen eine Fachtagung «Elektronische Rechenmaschinen 
Informationsverarbeitung». Sie ist in Aussicht genommen für Dienstag, 
Mittwoch, 26., Donnerstag, 27. Oktober 1955, in Darmstadt, Technische Ho 
schule. Behandelt werden sollen die logisch-mathematische und die technisl 
konstruktive Seite der Maschinen, die Ausführungsformen und die Anwendun 

Interessenten sind gebeten, ihre Teilnahme spätestens bis Donnerstag, 
September 1955, an den örtlichen Tagungsleiter, Prof. Dr. A.Walther, Insti 
für Praktische Mathematik der Technischen Hochschule Darmstadt, anzuzei 
Anmeldungen für Vorträge mit höchstens 15 Minuten Sprechzeit und in einer 
Tagungssprachen, Deutsch, Englisch, Französisch, sind bis Sonnabend, 6. Aug 
1955, an den Tagungsleiter zu richten; sie müssen, um in Erwägung gezogen 
werden, von einer kurzen Inhaltsangabe des Vortrags von höchstens 20 Schre 
maschinenzeilen Länge (etwa 1500 Buchstaben) begleitet sein. 


<2 


Errata 


Correction to the paper Note on the Boundary Layer on a Rota 
Sphere. By Swami Dayar Nicam, Wageningen, Netherlands}). 


On page 153 NiGam?) the functions A, Fy, F,, G,, Gs, G, should read as follow 


F=as(i— (1425 st(1—9, G = (1/2) (24+) 1-98 


Fz = bs (1— s)? (1 + 25), Gg =cs(1—s)? (14 2s) 
Fz=ds(1—s)# (14 2s), Gs = es (1 — s)? (1 + 2s) 
Numerical integration of the equations gives 


a = 1:518, b = 0-373, c = 0-426, d = 0-253, e = 0-195, and 6 = 2-794 


art 
The values of H,, H,, H, and other functions can be calculated as indicated in i 
paper. The general conclusions of the paper remain unaltered. - 
2nd correction to the paper Boundary Layer on Rotating Spheroid) 
By BHASKAR SADASHIV Fapnis, Kharagpur, India?) 


On page 158 Fapnis‘) equations (3.15) — (3.18) should read it à 

52 AR. Die } 

F=as(1—s*(1+ 2s) - (5) s? (1 — s)? (3282 des ¢ 

eee tntiere 
1) Ship Model Basin. Wetstreyt 

2) S.D. NicaM, Note on the Boundary Layer on a Rotating Sphere, ZAMP 5, 151 (1954). Me Mi 

; Department of Applied Mathematics. Indian Institute of Technology. Nabe der 


B.S. Fapnis, Boundary Layer on Rotating Spheroids, ZAMP 5, 156 (1954). 
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1 
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PSPC mer) es (js in (3.17) 
formation i | 4 sinh* a | 
yer 1055 yes le) (3.18) 
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corrected values of the constants are 
@ = 1:5183, b= 0.4158, c = 0:3304, 6 = 2-794 
@ 159 the functions A7, H, are 
—H, = 4:2822 s? — 7-271 s®-+ 4:5432 st — 0-9789 s5, 
—H, = 2:5358 s? — 0:1091 s? — 3-6402 st + 1-9632 s5. 


blate Spheroid. Page 161. The expressions for F,, G,, G, are same as given 
e, while F, is 
62 
a 1 Mal as y N 2 2, 
Im = DS s)? (1 + 2s) + de Ss & 5) 


values of the functions can be calculated as shown in the paper. The general 
d of curves in Figures 2, 3, and 4 remains same. The conclusions of the paper 
in unaltered. 


Buchbesprechungen — Book Reviews — Notices bibliographiques 


icrowave Spectroscopy. By W. Gorpy, W. V. SmitH, and R. F. TRAM- 
LO (John Wiley & Sons, Inc., New York 1953). 446 pp. with more than 90 
res and Tables; $8.-. 
ie Mikrowellenspektroskopie ist in der kurzen Zeitspanne ihres Bestehens zu 
der reizvollsten Gebiete der Kernphysik, Hochfrequenztechnik und physi- 
chen Chemie geworden. Die stiirmische Entwicklung besonders der letzten 
Jahre liess oft den Mangel eines Standardwerkes fiihlbar werden. Das vor- 
nde Werk bekannter amerikanischer Mikrowellenspektroskopiker schliesst 
Liicke und bietet gleichzeitig auch in bezug auf theoretische Zusammen- 
e eine detaillierte Darstellung des gegenwärtigen Standes der Mikrowellen- 
troskopie und einiger verwandter Gebiete der Radiospektroskopie. 
as erste Kapitel bringt eine gedrängte Zusammenstellung der technischen 
smittel der Mikrowellenspektroskopie, wobei naturgemäss die experimentelle 
odik der Autoren im Vordergrund steht. Von besonderem Wert ist dabei ein 
hnitt über die theoretische Empfindlichkeit verschiedener Spektrographen- 
n. Die folgenden Kapitel über die Theorie der Mikrowellenspektren von 
n, des Stark- und Zeeman-Effekts und der Intensität der Rotationslinien 
isentieren eine kondensierte Zusammenfassung von in der Originalliteratur 
erstreuten, theoretischen und experimentellen Arbeiten. Der praktisch ar- 
nde Mikrowellenspektroskopiker vermisst hier vielleicht die explizite Wie- 
be der King-, Hainer-, Croßschen-Tabellen der Energieniveaus des asym- 
ischen starren Kreisels. 
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Den Interessen des Festkôrperphysikers und des Kernphysikers kommer 
Kapitel über para- und ferromagnetische Resonanz in Festkörpern bzw. 
Kernquadrupolspektren entgegen. Für den physikalischen Chemiker enth: 
die letzten Kapitel eine Fülle von Angaben über den Zusammenhang der K 
lung von Kernquadrupolmomenten und molekularen Dipol- und Quadrupo 
menten mit Zuständen der Valenzelektronen und modernen Problemen 
chemischen Bindung. 

Besonders wertvoll sind auch die als Anhang wiedergegebenen zahlrei 
Tabellen experimenteller Resultate und die umfangreiche Zusammenstellung 
Literaturangaben. : 

Zweifellos wird das Buch von GORDY, SMITH und TRAMBARULO dem M 
wellenspektroskopiker zur Einführung und als Nachschlagewerk von grös: 
Nutzen sein. Hs. H. Günt 


Höhere Mathematik, Teil VI: Iniegration und Reihenentwicklung im 1 
plexen. Gewöhnliche und partielle Differentialgleichungen. Von R. ROTHE 
I. SzaB6 (Verlagsgesellschaft B. G. Teubner, Leipzig und Stuttgart 1953). 25 
54 Abb.; DM 17.60. 

Zu den bewährten Leitfäden Höhere Mathematik von R. ROTHE ist nun 
im Grunde schon längst notwendige Ergänzung erschienen. Dieser von I. S: 
verfasste Teil beginnt mit ausgewählten Fragen aus der Funktionentheorie (] 
gration, Reihenentwicklung, asymptotische Reihen). Dann wird die allgen 
Theorie der gewöhnlichen linearen Differentialgleichungen weiter ausgebaut 
das Verhalten der Lösungen in der Umgebung isolierter Singularitäten uı 
sucht (Fuchssche Theorie). Ein grosser Teil des Bandes ist den wichtigsten 
ziellen linearen Differentialgleichungen und den Funktionen der mathematis 
Physik gewidmet. Den Abschluss bilden einige grundsätzliche Bemerkunge 
den partiellen Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung (diese s« 
im noch folgenden Teil VII ausführlich behandelt werden). 

Die Auswahl des Stoffes ist sehr glücklich getroffen; die Darstellung klar 
mathematisch einwandfrei. Jeder Abschnitt enthält eine Anzahl Übungsaufga 
die zum Teil auch die Theorie weiterführen. Das handliche Buch wird den 
dierenden der angewandten Mathematik, der Physik und der Ingenieurwis 
schaften sowie den mathematisch interessierten Physikern und Ingenieuren 
gute Dienste leisten und kann daher vorbehaltlos empfohlen werden. 

E, Roth-Desm 


Small Particle Statistics. By G. HERDAN; with a Guide to the Ex 
mental Design of Particle Size-Determination, by M. L. SMITH (Elsevier Publis 
Co., Amsterdam, 1953). 520 pp.; 70s. 

Obwohl in jüngster Zeit umfassende Fach- und Lehrbücher über mod 
Statistik und ihre verschiedenen technischen Anwendungsgebiete, vor alleı 
der amerikanischen Literatur, erschienen sind, fehlt es an einer einschlägiger 
sammenfassenden Darstellung der statistischen Verfahren im Gebiete der kle 
Stoffteilchen von siebbarer und untersiebbarer Grösse (von 1 em bis 107: 
Durchmesser), das heisst für einen Teilchengrössenbereich, der sich an die 
loidalen Dimensionen unmittelbar anschliesst und für welche die Gesetze der | 
sikalischen Statistik nur bedingt übertragbar sind. Es musste dies als ein « 
findlicher Mangel angesehen werden, indem der Technologie körniger Stoffe 
beachtliche Bedeutung zukommt und ihre Weiterentwicklung ein verfein 
Verständnis der Verfahren zur Bestimmung von Korngrösse und ihrer Wec 
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iehungen (Verteilungsgesetz usw.) verlangt. Deshalb ist es ein grosses Ver- 
nst des Verfassers, das umfangreiche Material, das in einer ansehnlichen Zahl 
1 Abhandlungen in verschiedenen Zeitschriften zerstreut liegt, überarbeitet 
d in einem Gesamtwerk zusammengefasst zu haben. 

Das Buch zerfällt in die folgenden Hauptabschnitte: I. The Determination of 
* Fineness of Solids; II. The Technological Importance of the Fineness of 
ids; III. Attainment of a Specified Fineness and of Homogeneity in a Sub- 
nce; IV. Principles of Statistic of Coarse Disperse Systems; V. Experimental 
sign and Experimental Errors of Particle Size Determination (verfasst von 
L. SMITH). 

Vom Leser werden keine näheren Vorkenntnisse über physikalische Statistik 
langt, indem die Statistik der siebbaren und untersiebbaren Stoffteilchen 
bhängig als neues Erkenntnisgut in unmittelbarem Kontakt mit den experi- 
ntellen Beobachtungen und Erfordernissen aufgebaut wird. Eine wertvolle 
eicherung bildet der letzte Abschnitt, der von einem erfahrenen Mitarbeiter 
fasst wurde und eine kritische Würdigung der heute gebräuchlichenVerfahren 
Teilchengrössenbestimmung darstellt. Das Buch wird sich als willkommenes 
fsmittel erweisen für alle Industrie- und Hochschullaboratorien, die sich mit 
n leidigen, aber sehr interessanten Gebiet der dispersen Systeme überkolloi- 
er Teilchendimensionen auseinandersetzen müssen. R. Sänger 


Introduction to Solid State Physics. By CHARLES Kitrer (John Wi- 
& Sons, Inc., New York 1953). XII + 396 pp. 

Der Autor schreibt diese Veröffentlichung für Kreise, die sich einen ersten 
| doch nicht allzu summarischen Überblick über das Gebiet «Grundfragen der 
ysik des festen Körpers» erwerben wollen. Das Ergebnis leistet aber mehr: die 
le des gebotenen Stoffes, alles in präziser und knapper Form, stempelt das 
rk zu einem handlichen Vademekum für Leser, die verschiedene Fragen aus 
angewandten Physik des festen Körpers bearbeiten müssen und nicht ohne 
gewisses Mass an tieferer Einsicht in den grundsätzlichen Sachverhalt bleiben 
len. Eine gute Ausnützung des Buches fordert allerdings Mittel, wie sie etwa 
bekannten Joos, Theoretische Physik, zur Darstellung gelangen, und das ist 
blich mehr als die im Vorwort etwas optimistisch veranschlagten Minimal- 
ntnisse. 

Speziell bemerkenswert ist die Aufnahme neuester Messmethoden und Mess- 
sbnisse sowie die den einzelnen Kapiteln beigegebene Aufgabensammlung und 
raturliste von buch- und referatmässigen Publikationen über die bezüglichen 
hgebiete. 

Die Kapitel 1 bis 5 handeln über strukturelle und thermische, die Kapitel 6 
10 über dielektrische und magnetische Eigenschaften von Kristallen. Elek- 
che Leitfähigkeit wird in den Kapiteln 11 bis 14, der Begriff «Störstelle» in 
Kapiteln 15 und 16 diskutiert. Ein reichhaltiger Appendix ergänzt in stoff- 
er und didaktischer Hinsicht die einzelnen Abschnitte. W. Baumgartner 


Einführung in die Mikrowellen und ihre wissenschaftlichen Anwen- 

agen. Von H. H. KLINGER (Verlag S. Hirzel, Stuttgart 1954). 117 S., 92 Abb.; 

[ 9.60. 

Die Erschliessung eines neuen Frequenzgebietes elektromagnetischer Wellen 
eutet zugleich den Beginn einer Bereicherung der Wissenschaft durch neue 

lichkeiten und Erkenntnisse. Diese Tatsache hat sich in höchstem Masse bei 
Mikrowellen (Zentimeterwellen, Millimeterwellen) bewahrheitet, wobei die 
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Leistungsfähigkeit und Organisation der modernen Forschung das Ihri; 
einer beinahe sprunghaft raschen Entwicklung beitrug. H. H. KLINGER ha! 
in verdienstvoller Weise in seinem Buch zum Ziel gesetzt, einen weiten Krei 
Lesern — Studierende, Physiker und Naturwissenschafter, welche nicht H 
frequenzfachleute sind — mit dem reichen Tatsachenmaterial in einer einfa 
übersichtlichen und klaren Form vertraut zu machen. Diese Zielsetzung, ve 
den mit der notwendigen Beschränkung des Gesamtumfanges, gestattet keir 
tieftes Verweilen bei Einzelheiten; der interessierte Leser findet aber wert 
Hinweise in dem ausführlichen Literaturverzeichnis. Der Stoff ist reichhaltig 
zweckmässig gegliedert: Hohlleiter, Hohlraumresonatoren, Erzeugung von M 
wellen, Detektoren, Messtechnik, Mikrowellenspektroskapie, Mikrowellen-] 
nanz-Absorption in Kristallen, anomale Dispersion und Absorption von M 
wellen in polaren Flüssigkeiten, elektrische Leitfähigkeit von Metallen bei h 
Frequenzen, biologische und medizinische Wirkungen, Mikrowellen in der A 
nomie und Astrophysik, Mikrowellen in der Experimentalphysik, Mikrowell 
der Kernphysik. 

Das kleine Werk liest sich gut und kann zur allgemeinen Orientierung 
zur Einführung in das Gebiet der wissenschaftlichen Anwendungen der M 
wellen bestens empfohlen werden. F. 


Electro chemical Data. By B. E. Conway (Elsevier Publishing Com 
Amsterdam, 1952). 374 pp.; 55s. 

Das Buch gibt in Tabellenform einen Überblick über die wichtigsten ele 
chemischen und physikalisch-chemischen Daten unter Berücksichtigung 
neuesten Methoden und Ergebnisse. Der Stoff ist in folgende Kapitel einge 

I. Universelle Konstanten und Umrechnungsfaktoren. — II. Physikalisch 
ten, wie Entropiewerte von Ionen in wässriger Lösung, Polarisierbarkeit 
Ionen und Molekülen, Ionenradien und kovalente Abstände. — III. Wec 
wirkungskräfte bei Ionen und Molekülen in wässriger Lösung, wie Aktivit 
Hydratationskonstanten, Aussalzkonstanten usw. — IV. Transport in Lösu 
starker Elektrolyte, wie Leitfähigkeiten und Ionenbeweglichkeiten verschiec 
Salze in verschiedenen Lösungsmitteln. — V. Dissoziationskonstanten, Lös 
keiten und Pufferlösungen. — VI. Eigenschaften elektrischer Doppelschichte 
Grenzflächen. — VII. Allgemeine Eigenschaften kolloidaler und makromo 
larer Elektrolyte von biölogischem Interesse. — VIII. Elektrochemie von Sch 
zen bei hohen Temperaturen. - IX. Reversible Elektrodenprozesse. — X. Ki 
elektrolytischer Vorgänge. 

Ausführlicher Quellennachweis ermöglicht zusätzliche Orientierung in 
einschlägigen Literatur. Das Tabellenwerk ist für Chemiker und Physikochen 
sehr wertvoll, und die gedrängte, klare Darstellung ermöglicht ein rasches 
finden der gewünschten Daten. Allen Laboratorien, die auf elektrochemis 
Gebiet tätig sind, kann das Werk empfohlen werden. Ee 


Tables des fonctions de Legendre associées, calculées pour le ce 
national d’études des télécommunications, (Edition de la Revue d’opti 
Paris 1952). 291 pp. 

Diese Tafeln geben die zugeordneten Legendreschen Funktionen Pret 
für n= — 0,5, (0,1), 10, für m = 0, (1), 5 und für @ = 0, (1°), 90° mit dt 
schnittlich fünf bedeutsamen Stellen und ohne Differenzen; sie bilden ein v 
volles Hilfsmittel für die numerische Lösung von Potentialaufgaben in sp) 
schen Koordinaten. Bs 
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Eindimensionale Probleme 
bei einem nichtlinearen Elastizitatsgesetz 


Von FRIEDRICH JINDRA, Stuttgart 


1. Einleitung 


jie klassische Elastizitätstheorie geht vom Hookeschen Gesetz aus, das 
1 linearen Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzerrungen an- 
nt. Dabei werden die Verzerrungen als unendlich klein behandelt. Nun gibt 
er auch Werkstoffe, die schon bei diesen kleinen Verzerrungen ein nicht- 
res Verhalten zeigen und also zur Beschreibung des elastischen Verhaltens 
ichtlineares Elastizitätsgesetz erfordern. 

lier benützen wir ein nichtlineares Elastizitätsgesetz für kleine Verzer- 
en, das sämtliche elastischen Probleme umfasst und die klassische Theorie 
renzfall enthält. Auf ein rechtwinkliges (x, y, z)-System bezogen, lauten 
pannungs-Dehnungs-Beziehungen dieses nichtlinearen Gesetzes in allge- 
er Form?): 


1 1 2 

Ex — 3K k(S6) O0 2 GE g(t) (0% Oo) > ] 
1 

ee ee Ven . 
; , ne 


1 5 1 5 5 

| Pay = @ g(t) Toy» Yyz = ie g(t) Tyzs You = a g(é) Tze + 
| 

| 
i bedeuten o,, o,, 6, die Normalspannungen, Tour Ty zs Tze die Schubspan- 
EN, Er Ep €, die Dehnungen und y,,, %yz, Yz» die Scherungen, X und G den 
pressionsmodul und den Schubmodul, sy und ¢, die dimensionslosen Span- 
sgrössen 


bee.) 


H. KAUDERER, Ing.-Arch. 17, 450 (1949). 
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Die Funktionen k(s,) und g(#5), die als sogenannte Kompressionsfunktion 
Schubfunktion neu eingeführt werden, und die im Falle des Hookeschen 
setzes den Wert Eins annehmen, werden als Potenzreihen von s, bzw. ve 
angesetzt: 
. R(so) =1+ hy Sot ho sR + hg si +---, 
(6) = 1 + 82 6 + 8% + 6 +". 


Die Funktionen (3) sind für jeden Stoff durch geeignete Versuche zu ermit 

Hier handelt es sich um Lösungen von elastomechänischen Problemen 
nur von einer Koordinate abhängen. Legt man kartesische Koordinaten 
grunde, so ergibt sich sofort der einfache Zugversuch. Durch die experimen 
Verwirklichung dieses einfachen Spannungszustandes kann man die zwei : 
kürlichen Funktionen (3) des Elastizitätsgesetzes (1) bestimmen. Wesen! 
interessanter sind die eindimensionalen Probleme mit Zylinder- oder Kı 
koordinaten. Bei allen Zahlenbeispielen zeigt es sich, dass die Spannungs 
teilung von den Werten der linearen Theorie erheblich abweicht, und zwar 
besondere an den Rändern, so dass der aus der technischen Praxis häufig 
kannte erhebliche Abbau der Spannungsspitzen schon durch sehr kleine 
weichungen des Elastizitätsgesetzes von der Linearität erklärt werden k 


2. Der Zugversuch 


Der Zugversuch eignet sich zur Bestimmung der Funktionen (3), wenn! 
dabei ausser der Längsdehnung auch noch die Querdehnung in Abhängig 
von der Spannung misst!). 

Ist bei einem Zugversuch von den Spannungen nur o, =o + 0, so f 
nach (2) 


co. ARE MU 
OR OC (GELS 


= 
Damit erhalt man nach (1) fiir die Dehnung in Zugrichtung 


re à I, 2e: 
ee lax ne =) TRE elser)| 2 


und für die Querdehnung 


ER a BE j 0 5 
De EF (5%) 71264 eer) = 


Aus (4) und (5) ergeben sich dann die Beziehungen 


€ 


o BER: Hi oy 2G 
Kor) — 5 = (€, + 2 Ey) ’ er) = he — (Ey = Ey) > 


woraus sich sowohl X und k(s,) als auch G und g(¢2) ermitteln lassen. 


1) H. KAUDERER, Ing.-Arch. 17, 460 (1949). 
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i] Bei Versuchen!) an gezogenem Kupfer ergab sich der in Figur 1 wieder- 

ebene Verlauf der Längs- und Querdehnung abhängig von der Zugspan- 

Mig. Die Hookesche Gerade ist als Tangente der Kurven im Nullpunkt ge- 
ichelt eingetragen. Man findet daraus 


K —1,37-106 kg/cm? und G = 0,46 10° kg/cm?. 
rtet man die Versuchsergebnisse nach (6) aus, so darf innerhalb der Ver- 
hsgenauigkeit die Kompressionsfunktion k(s,) konstant gleich Eins gesetzt 


kg/em° 4 


1000 


800 |- 


400 |-- f 
Ze) 
J eZ | 
4 


he 
0 2 # 6 8-107* 


Figur 1 


Spannungs-Dehnungsdiagramm für gezogenes Kupfer. 


:rden, und die Schubfunktion g(t?) kann in guter Näherung durch die ersten 
‘ei Glieder der Reihenentwicklung (3) dargestellt werden, also 


k(s) =1, 86) =1+86 (7) 
it go = 0,18- 108. 


3. Das dickwandige Rohr 


Wird ein dickwandiges, zylindrisches Rohr, dessen Länge gross gegenüber 
inem Durchmesser ist, durch gleichmässigen Innendruck beansprucht, so 
gt in guter Näherung ein ebenes Spannungsproblem vor. Für die axiale 
annung wird also vorausgesetzt: 


Cn 0) (8) 


1) K.Craus, Bestimmung der Poissonschen Zahl reiner Metalle und ihr Gang im periodischen 
stem, Dissertation (Stuttgart 1953), S. 39. 
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Die Belastung ruft einen drehsymmetrischen Spannungs- und Formänderun 
zustand hervor. Das Problem hängt nur von der Koordinate 7 ab. 

Das Kräftegleichgewicht an irgendeinem aus der Zylinderwand heraus 
schnittenen Element (Figur 2) liefert die Beziehung zwischen der Radialsp: 


Figur 2 


Dickwandiges Rohr unter Innendruck. 


nung o, und der Tangentialspannung o,, 
| 
do, | 
Op Ope) Fes 
Mit den Hauptspannungen o, und o, errechnet man nach (2) die invariant 
Spannungsgrössen zu 


Mittels der radialen Verschiebung w lassen sich die Dehnungen in radialer 
tangentialer Richtung darstellen durch 


_ du _ u 
oe 5 or a 


( 


Der Zusammenhang der Dehnungen mit den Spannungen folgt dann aus di 
nichtlinearen Elastizitätsgesetz (1) zu 


du 1 1 3 
= =) +) eh) (20, —0,), | 


u 1 1 5 
f= = GK Bese) (Or + 0) + GE BU) (2c en. | 


Durch Entfernen von # aus den beiden Gleichungen (12) und mit (9) ergibt 
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Differentialgleichung für die Radialspannung 


1 d / 1 d 2 / 
on gy Leo (20, +7 Eee rs [g() (0, + 2r0;)] 
(13) 
re g(t) 0, = 0 
1 / 9 2 9 , / 
So = 5x (ZOr +705)» D = gs (2 +ro,0,+ 72 0,°?). (14) 
iche bedeuten Ableitungen nach 7. 
Hierzu treten die linearen Randbedingungen: 
Bl UN Of 0, rer (15) 


ei 7, den äusseren und 7, den inneren Halbmesser bedeutet. 
Beschränkt man sich für die Anwendungen auf den Sonderfall (7), so ver- 
facht sich die Differentialgleichung (13) zu 


(24r202+21r0,0,+Âo+l)ro, | 
(16) 
BAY? Ga Ue eens A ee | 
der Stoffzahl 
eu (17) 


GRO) Gi 


Wir wollen hier die Integralkurve von (16) in der Umgebung der Stelle 
y, durch eine Potenzreihe darstellen. Zu diesem Zweck setzen wir in (16) 


en 


machen für 


o,(r) = 61 — 7) = &(s) 
Ansatz 


co 
G,(s) = Dc, SY = C8 + C287 + cg 8° + fare (18) 
u=1 


ei wir das erste Glied cy = 0 setzen und somit von vornherein die erste 
dbedingung (15) erfüllen. 

Geht man mit (18) in (16) ein, so lassen sich die Koeffizienten der Reihen- 
wicklung durch Vergleich entsprechender Potenzen von s der Reihe nach 
echnen: 


21+2I9),.-(B+41d)a=d; 
6 (1+ 2A c2) cg — 8,4 2A (8 c © — 20 cf) cg + 134% = 0, 
Zit 


1 + 2A à) ca — 15 ¢,+ 3 À (24 Cgc, — 28 ch) cs 


+ A (16 c2 — 108 cy cy + 95 cf) co -—12AG=0, 


350 FRIEDRICH JINDRA 


20 (1+ 2A ch) cs — 24¢,+ 4A (320,0, — 36) cy 
+A (72 cs c, + 96 c — 412 c, ©, + 173 c?) c, 
— A (88 & — 212 ce, + 71 ci) eg =0, 


30 (1 + 22 ct) cg — 35 ¢5+- 5A (40 cy ©, — 440) cs 
+ A (240 cg cy + 160 3 — 668 c, c, + 273 c?) cy 
+ À (180 c3 Cg — 372 c3 ¢, — 476 3 + 734 cy ©, — 116 cy) es 
+ A (150 cf = 15,0% OL, 
42 (1+ 2A ci) c, —48¢,+ 62 (48 cc, — 52 02) c, 
+ A (360 cs cy + 240 c3 — 984 cy c, + 395 c) cs 
+ A (192 ¢, cy + 576 cs co — 1164 c, Cy sel 44 1120 cs cy acne 


+ A (108 4 — 828 ¢5 ce + 615 cs cy + 754 cf — 430 cy cy) o — 842 08 = 0 M 


56 (1 + 2A ch) cg — 63 c, + 7A (56 cy c, — 60 C2) c, 
+ A (504 cz cy + 336 c — 1360 c, c, + 539 €?) c 
+ À (560 c, cy, + 840 cs cg — 1672 cy cy — 1068 c + 1582 c, c, — 236 Cc?) "en 
+ À (448 c4 Cy — 888 c, c, + 504 2 — 2524 cy c, 
+ 1834 cy c, + 1124 2— 620 c) cy 
— À (468. c5 — 1235 6: c> + 336 c ©, + 395 c2) c, = 0, 


usw. 
Die Auflôsung dieser Gleichungen ergibt: 


Ca >= A er): 


Az Er. Ne (60 + 396 a + 1312 a? + 2224 a? + 1920 at + 640 a5 il 


cs = go nr (860 + 2955 a + 14877 a2 + 42870 a®+ 76072 a4 
+ 81120 a5 + 48016 af + 11872 a’) , 


Co = za (2520 + 22365 a + 158325 a2 + 650724 45 
+ 1761036 at +3191968 a5 + 3877552 a® 


= gt (12 + 51 a + 84 a? + 44 ad), 
+ 3023680 a? + 1369920 a® + 271 104 a9) , ] 
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. mit den Abkürzungen 


a=Ae, N=1+4+21cG. (19a) 


Die Lésung ist nun der zweiten Randbedingung (15) anzupassen. Man erhalt 


py Re (20) 


mit eine Bestimmungsgleichung für die Konstante c, gewonnen ist. 
Die Tangentialspannung o, findet man endlich nach (9) und (18) zu 


= De (w+ 2) epar st. (20 


u=0 
SIL 


m r die beiden Ringspannungen an den Stellen » = 7, und 7 = 7, folgt 


7,0) =, 51-2) = Po De wie): (2 


Va a u=0 a 


Für 2 > 0 geht unsere Lösung (18) in die bekannte Lösung der linearen 
Micorie über. Nach (19) findet man nämlich für die Koeffizienten der linearen 


mit wird 
= eer = 1 
a*(s) pee cx So Bi = (wu + 1) s* > ee aot (= 2 Cr 
er 
1 a 
ox = 7 (1-4). (23) 
ie Randbedingung (15) verlangt 
ie Po 
cy > 0 ze) (24) 
it der Abkürzung 
Va 
== PA . (25) 
1e Spannungskomponenten der linearen Theorie nehmen dann in der Tat die 
ekannten Werte an: 
ke Po Er Ve * Po ra 
0, > Dar (1 a), Cp oe—1 (1+ va.) (26) 
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DNS CUT Te 


samt den Randwerten 
= 2 Po a Ose i 
(CHERE = DI (OF) 22= di o= ‘tes 


Als Zahlenbeispiel wählen wir Kupfer von Ziffer 2, für welches mr 
A = 0,255-10-6 cm4/kg? errechnet. Figur 3 zeigt den Verlauf der Radialsp»: 


COR EE une 


SERRE she Dita À TE liche 


156 


u 


ar men mas nen 


Figur 3 


Spannungsverteilung in dickwandigem Rohr. 


Le Ra 0 Pt a ob Pt aka ASIAN patti bad 6e En 


Ab 
Br 


= : à = r : ’ 
nungen o, und o* sowie der Tangentialspannungen o, und o% längs eines Hall! 


messers (und zwar für o = 2,0 und für Po = 610 kg/cm?). Die Spannungsverte) 


lung wird infolge der Nichtlinearität gleichmässiger, die Spannungsspitze aij 
Innenrand wird herabgesetzt. F igur 4 stellt die Abhängigkeit der Tangenti 
spannung o, am Innenrand 7 = y, vom Innendruck 
des Halbmesserverhältni 


GAs immer mehr von den Geraden der linearen Theorie ab, die 


messerverhältnissen stärker. 
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Kg/cm’4/ay, rn 
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hes 
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Po 
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Figur 4 


Änderung der Tangentialspannung am Innenrand für dickwandiges Rohr. 


4. Die Hohlkugel 


Legt man Kugelkoordinaten zugrunde, so ergibt sich hier die Berechnung 
Spannungsverteilung in einer dickwandigen Hohlkugel, die durch gleich- 
ssigen Innendruck oder Aussendruck beansprucht wird. Die Lösung dieses 
blems ist bereits an einer anderen Stelle!) mitgeteilt worden. Unter Be- 
ränkung auf den Sonderfall (7) gelingt es, die Differentialgleichung für 
radiale Spannung geschlossen zu integrieren. Auf die Wiedergabe der For- 
n möge hier verzichtet werden. 
In Figur 5 ist die Verteilung der Radialspannung o, und der Tangential- 
nnung o, für Kupfer von Ziffer 2 über dem Halbmesser aufgetragen, und 
r wieder für das Halbmesserverhältnis 9 = 7,/7) = 2,0 und für den Innen- 
ck Po = 1000 kg/cm?. Die Spannungswerte der linearen Theorie o* und Op 
gestrichelt eingetragen. Man sieht auch hier, dass eine kleine Abweichung 
Elastizitätsgesetzes von der Linearität eine recht erhebliche Verminderung 
Wertes der Tangentialspannung am Innenrand verursacht. Figur 6 stellt 
Abhängigkeit der Tangentialspannung o, am Innenrand 7 = 7, vom Innen- 
k ?, graphisch dar. Die Abnahme der Tangentialspannung wird um so 
ser, je grösser das Halbmesserverhältnis o = 7,/r, ist, das heisst, je grösser 
Spannungsspitze der linearen Theorie am Innenrand wäre. 


) F. Jinpra, Ing.-Arch. 22, 411 (1954). 
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Figur 5 


Spannungsverteilung in dickwandiger Hohlkugel. 
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Anderung der Tangentialspannung am Innenrand für dickwandige Hohlkugel. 
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Summary 


Using a general nonlinear elasticity law for small strain, solutions of some 
stomechanic problems are stated depending on only one coordinate. If Car- 
ian coordinates are applied, the equations of the simple tensile test are imme- 
tely given, by which the two arbitrary functions of the nonlinear elasticity 
v can easily be determined. In cylindrical and polar coordinates, the stresses 
: calculated in thick tubes and thick hollow spheres subjected to a uniform 
ernal pressure. Numerical examples demonstrate a considerable deviation of 
ess distribution from linear theory, especially at the boundary, so that the 
crease of stress maximum known in technical practice can be explained by 
all deviations from linearity. 


ngegangen: 5. August 1954.) 


Einfache Resonanzversuche am symmetrischen Kreisel 


Von FRITZ KIRCHNER, Köln!) 


Die wachsende Bedeutung gyromagnetischer Messmethoden in der moder- 
n Atomphysik, von denen die eindrucksvollen Kernresonanzversuche von 
BrocH und seinen Mitarbeitern am bekanntesten geworden sind, liess es 
inschenswert erscheinen, das diesen Methoden zugrunde liegende physika- 
he Geschehen durch einen möglichst einfachen mechanischen Modellversuch 
schaulich zu demonstrieren. Der Blochsche Kernresonanzversuch besteht 
kanntlich in folgendem: Atomkerne, zum Beispiel Protonen, die ein bestimm- 
;mechanisches Impulsmoment und ein magnetisches Moment besitzen, füh- 
1 in einem verhältnismässig starken magnetischen Feld eine Präzessions- 
wegung aus, deren Frequenz durch ihr «gyromagnetisches Verhältnis» und 
 Feldstärke des magnetischen Feldes bestimmt ist. Lässt man auf die präze- 
renden Atomkerne zusätzlich noch ein sehr schwaches magnetisches Wech- 
feld quer zu dem konstanten Magnetfeld einwirken, dann erfolgt nunmehr 
 Präzession aller Atomkerne in gleicher Phase und lässt sich infolgedessen 
kroskopisch mit Hilfe einer Induktionsspule als rotierende Magnetisierung 
chweisen, falls die Frequenz des zusätzlichen schwachen Wechselfeldes mit 
- Präzessionsfrequenz der Atomkerne übereinstimmt. 

Nach verschiedenen Vorversuchen hat sich die in Figur 1 abgebildete Ver- 
"hsanordnung ergeben, mit der sich diese Erscheinungen in sehr einfacher 
ise mechanisch veranschaulichen lassen. Ein symmetrischer Kreisel, der 
rch einen eingebauten kleinen Motor mit veränderlicher Umdrehungszahl 
getrieben wird, ist in einer in der Institutswerkstatt hergestellten karda- 
chen Aufhängung befestigt, und zwar so, dass seine Figurenachse durch 


1) I. Physikalisches Institut der Universität. 
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Figur 1 


Versuchsanordnung zum Studium der erzwungenen Schwingungen des symmetrischen schwii. 
Kreisels. 


den Drehpunkt der Aufhängung hindurchgeht (Figur 1). Der Schwerpunkt (}" 
Kreisels fällt nicht mit dem Aufhängepunkt zusammen; seine Lage auf |" 
Figurenachse kann aber mit Hilfe eines längs der Figurenachse verschiebba | 
kleinen Zusatzgewichts in gewissen Grenzen verändert werden. Das von \f'‘ 
Schwerkraft herrührende Drehmoment entspricht dem Drehmoment, das 
Atomkerne im konstanten magnetischen Feld des Blochschen Versuchs inf@ i 
ihres magnetischen Moments erfahren. Die Schwerkraft verursacht eine M{? 
zession der Kreiselachse, deren Umlaufsgeschwindigkeit sich in bekanr 
Weise aus dem Quotienten der Beträge von Drehmoment und Impulsmom) 
ermitteln lässt (vgl. unten), die aber nach einiger Zeit infolge der Lagerreib 
abklingt, wobei der Schwerpunkt seine tiefste Lage erreicht. | 
Mit einer in horizontaler Richtung gespannten und an der Figurenachse ||!" 
Kreisels befestigten Spiralfeder (vgl. Figur 1) lässt man nun auf den Kreisel’ |" 
sätzlich eine schwache, aber periodisch sich ändernde Kraft in horizontäl|" 
Richtung, also senkrecht zur Schwerkraft, einwirken; diese periodisch & k 
ändernde Federkraft entspricht dem magnetischen Wechselfeld des Blochschl |" 
Versuchs. Die periodische Spannung der Feder erfolgt mit Hilfe einer klei® 
Exzenterscheibe, die über ein Getriebe von einem Motor in Umlauf versé! B 
wird; die Umlaufsfrequenz, und damit auch die Frequenz der «erregenMl 
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aft», lässt sich in weiten Grenzen ändern (zwischen etwa 0,1/s und 20/s). 
e sich unter dem Einfluss der periodisch veränderlichen Kraft ausbildende 
rwungene Präzessionsbewegung der Kreiselachse lässt sich zwar am Kreisel 
bst ganz gut verfolgen. Um sie aber einem grösseren Auditorium sichtbar zu 


@a,pchen und um gleichzeitig auch die Phasenbeziehungen zwischen dieser 


rischen sol 


äzessionsbewegung und der erregenden Kraft demonstrieren zu können, ist 
Î der oberen Spitze des Kreisels und auf dem Schieber, an dem die Spann- 
ler befestigt ist, je ein kleines Spiegelchen angebracht. Die beiden Spiegel- 
ken sind schwach gekrümmt (Galvanometerspiegel) und reflektieren aus dem 
htkegel einer hellen Lampe je ein schmales Bündel heraus, so dass man auf 
in Projektionsschirm in vergrössertem Maßstab den zeitlichen Ablauf der 
Äzessionsbewegung und der erregenden Kraft verfolgen kann. 

Schon bei den Vorversuchen zeigte sich, dass ausser der Resonanzerschei- 
ıg, die dem Blochschen Versuch entspricht, mit der beschriebenen Anord- 
mg auch interessante Beobachtungen über die Phasenverhältnisse bei der 
wungenen Präzessionsbewegung gemacht werden können. Es erschien des- 
Ib wünschenswert, parallel mit der weiteren Ausgestaltung der Versuche 
th die Theorie der erzwungenen Schwingungen des symmetrischen Kreisels 
ht nur für den Resonanzfall, sondern auf möglichst allgemeiner Grundlage 
szubauen. Dieser Aufgabe hat sich R. WIEBELITZ unterzogen; er berichtet 
über im einzelnen im nächsten Aufsatz. An dieser Stelle soll deshalb nur 
e kurze Übersicht über die Versuchsergebnisse gegeben werden, die man er- 
t, wenn man, etwa mit dem kleinstmöglichen Frequenzwert der erregenden 
aft anfangend, die Frequenz der Kraft langsam steigert. Wenn man wartet, 
eine etwa vorhandene Eigenpräzession abgeklungen ist, so besteht die 
liesslich allein übrigbleibende «erzwungene Schwingung» stets darin, dass 
| Figurenachse des Kreisels auf einem elliptischen Kegel — im Resonanzfall 
einem Kreiskegel — präzediert. Solange die Frequenz der Erregung kleiner 
als die Frequenz der «Eigenpräzession», liegt die grössere Halbachse der 
| ipse in der Richtung der erregenden Kraft!); nach dem Passieren der Reso- 
ızstelle kehrt sich das Verhältnis der beiden Halbachsen um, so dass nun die 
ssere Halbachse senkrecht zur erregenden Kraft liegt. Steigert man die 
Pquenz der Erregung weiter, so wird die Ellipse immer flacher und geht 
“Hliesslich in eine Gerade senkrecht zur erregenden Kraft über. Die kritische 
'quenz, bei der also die Figurenachse des Kreisels nur noch senkrecht zur 
ftrichtung hin und her pendelt, ist unabhängig von der Umlaufsfrequenz 
Kreisels und stimmt mit der gewöhnlichen Pendelfrequenz des stillstehen- 
ı Kreisels überein?). Steigert man die Frequenz der erregenden Kraft über 
se kritische Frequenz hinaus, dann beschreibt das Ende der Figurenachse 
{der eine Ellipse, die nun aber im entgegengesetzten Sinn durchlaufen wird 


!) Bei den Versuchen rotiert der Kreisel stets in gleichem Sinne um seine Figurenachse. 
?) Vgl. R. WıEseLıtz, im folgenden Aufsatz S. 362. 
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als vorher. Bei weiterer Steigerung der Frequenz der erregenden Kraft eı 
sich ein zweiter Resonanzfall, der der «Nutation» des Kreisels entspricht 
bei dem die Figurenachse ihren Resonanzkreiskegel im umgekehrten S 
durchläuft als im ersten Resonanzfall. Bei noch höheren Frequenzen de 
regenden Kraft geht der Präzessionskegel wieder in einen elliptischen K 


/C/ 


Figur 2 
Maximaler Ausschlag « der Figurenachse in Richtung der erregenden Kraft als Funktion der 
gungsfrequenz (O: Messwerte; ausgezogene Kurve: nach Gleichung (6) der folgenden Arbei 
WIEBELITZ berechnet; Werte der Konstanten: 2, 314s71, ©, 854 g cm}, ©, 6600 g cm! 
Gs 334000 dyncm, k, 4,32 p, S$; 5 Cm). 


über, wobei die grössere Halbachse der Ellipse wieder, wie im Gebiet 
niedrigsten Erregerfrequenz, in der Richtung der erregenden Kraft liegt 

Figur 2 gibt das Ergebnis einer Versuchsreihe wieder, die WIEBELITZ in 
oben angegebenen Weise durchgeführt hat. Als Abszisse ist dabei die Frequ 
der erregenden Kraft aufgetragen, als Ordinate die Amplitude des Winkel 
schlags in Richtung der erregenden Kraft, den die Figurenachse des Kre 
bei der erzwungenen Präzessionsbewegung der betreffenden Frequenz z« 
Aus der Abbildung ist ersichtlich, dass die gemessenen Werte recht gut mit 
theoretisch berechneten (vgl. den folgenden Aufsatz von WIEBELITZ) über 
stimmen. 

An dieser Stelle soll noch auf einen hübschen Versuch hingewiesen wer: 
der durch die theoretische Behandlung des Problems angeregt worden 
Stellt man den Kreisel so auf, dass die Drehachsen der Kardanringe in der Rı 
lage parallel und senkrecht zur Richtung der erregenden Kraft sind, und w 
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ın die Erregerfrequenz so, dass bei freier Beweglichkeit aller Kardanringe 
r eine Pendelung der Figurenachse in der Ebene senkrecht zur erregenden 
raft, also kein Ausschlag in Richtung der Kraft stattfindet, dann erhält man 
1e sehr ausgeprägte Resonanzpendelung in Richtung der Kraft, wenn man 
it der Hand einen Kardanring so festhält, dass die Figurenachse in der Rich- 
ng senkrecht zur Kraft nicht mehr pendeln kann. 

Die oben beschriebenen Versuche wurden bei der Physikertagung am 
, April 1954 in Goslar vorgeführt; gleichzeitig wurden die theoretischen Er- 
bnisse des folgenden Aufsatzes von WIEBELITZ mitgeteilt. 

Bei den bisherigen Versuchen blieb die Richtung der erregenden Kraft 
nstant. Um die erzwungenen Schwingungen des Kreisels auch bei «zirkularer 
regung» zu studieren, wurde an der Kreiselachse eine zweite Spiralfeder be- 
tigt und über die gleiche Exzenterscheibe wie die erste Feder periodisch 
spannt, aber so, dass ihre Kraft zwar auch in der Horizontalebene, aber 
akrecht zu derjenigen der ersten Feder und mit einer Phasenverschiebung 
n —- 90° auf den Kreisel einwirkt. Bei dieser Art von Erregung erhält man 
nach dem Umlaufsinn der Richtung der erregenden Kraft entweder nur den 
sten oder nur den zweiten Resonanzfall, wie es ja nach dem tatsächlichen 
wegungsablauf bei linearer Erregung — entgegengesetzter Umlaufsinn in den 
iden Resonanzfällen! — auch zu erwarten war. 

Die genaueren Einzelheiten über die Abhängigkeit der Amplitude der er- 
rungenen Kreiselschwingungen von der Frequenz der Erregung und über die 
lasenbeziehungen zwischen der erzwungenen Schwingung und der erregenden 
raft sind aus der ausführlichen Diskussion der Lösungen der Differential- 
ichungen, durch die der Bewegungsablauf beschrieben wird, ersichtlich (vgl. 
> folgende Arbeit); dabei wird auch der Einfluss der Reibung — nur die 
ibung in den Lagern der kardanischen Aufhängung, nicht die Reibung im 
ger des Kreisels selbst, tritt bei den Versuchen in Erscheinung, da ja der 
-eisel durch einen Motor angetrieben wird — näher untersucht. Im Hinblick 
f den doch nicht ganz unbeträchtlichen mathematischen Aufwand, den die 
nauere theoretische Behandlung des Problems erfordert, mag hier aber noch 
rauf hingewiesen werden, dass man die beiden Resonanzfälle auch mit ganz 
‚mentaren Mitteln anschaulich interpretieren kann, wenn man sie, wie man 
ja auch bei den gewöhnlichen erzwungenen Schwingungen tun kann, als 
ntdimpfte Eigenschwingungen» auffasst, deren Dämpfung eben durch die 
rregende Kraft» gerade aufgehoben wird. Der erste Resonanzfall entspricht 
nn der gewöhnlichen Präzession des schweren symmetrischen Kreisels unter 
m alleinigen Einfluss eines konstanten Drehmoments, das hier von der 
hwerkraft herrührt; die Präzessionsfrequenz, die der «Larmorfrequenz» in 
r Atomphysik entspricht, ergibt sich unter der Annahme!), dass der Dreh- 


1) Diese Annahme ist mit grosser Näherung erfüllt, wenn der Kreisel hinreichend schnell um 
ıe Figurenachse rotiert. 
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| 


; 
impulsvektor in Richtung der Figurenachse zeigt, in bekannter Weise ( 
Figur 2) aus 


23 
AN + rar 
Ne ee 


zu 


QO _ ap _ Meglsind M gl 
P dt N sin® N 


Der zweite Resonanzfall, der der Nutation des symmetrischen Kreisels 
spricht, lässt sich ebenfalls als Eigenschwingung anschaulich interpretieren. © 
das Wesentliche dieser Art von Eigenschwingung des Kreisels mit einfachs?| 
Mitteln zu erfassen, ist es zweckmässig, als schematische Darstellung ein H | 
telmodell zu wählen (Figur 3). Die Hantelachse stelle die Figurenachse 
Kreisels dar; die Hantel rotiere um irgendeine Achse, die durch den Punk 
der Figurenachse (Drehpunkt der kardanischen Aufhängung) hindurchg 
Dann liefern die Zentrifugalkräfte (vgl. Figur 3) ein resultierendes Drehmom | 
das stets senkrecht zur Kreiselachse, aber bei den in den beiden Figuren 2 | 
3 angenommenen Verhältnissen entgegengesetzt zu dem im ersten Resonanzf' 
von der Schwerkraft herrührenden Drehmoment liegt. Das von den Zentrifu H 
kräften herrührende Drehmoment führt demnach ceteris paribus zu eine: 
Umlauf der Kreiselachse auf einem Kreiskegel im umgekehrten Drehsinn "il! 


D D | 


| 
| 


Figur 3 

Zur anschaulichen Ableitung der «Eigenfrequenzen» des schweren symmetrischen Kreisel 

(Mt Drall um Figur-Achse); a: D Drehpunkt der kardanischen Aufhängung. b: «Hantelmode 

des symmetrischen Kreisels zur Veranschaulichung der Nutation: D Drehpunkt der kardanisch@ 

Aufhängung; mD Figurenachse des Kreisels; DO Nutationsachse; 3 Zentrifugalkraft auf m a) 
Ursache für die «Nutation». (Die zweite Teilmasse m der Hantel ist nur der Einfachheit halb 
in die Drehachse gelegt!) a 
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alle der «Präzession» (erster Resonanzfall); dies ist die als Nutation be- 
te Bewegung des kräftefreien symmetrischen Kreisels. Die Umlaufsfre- 
z lässt sich in analoger Weise hinschreiben wie im ersten Resonanzfall; 
hat dazu lediglich das von der Schwerkraft verursachte Drehmoment 
h das Drehmoment zu ersetzen, das von den Zentrifugalkräften herrührt. 
unser Hantelmodell ergibt sich also: 


[M] = m 2% 0:21c0s9 


or do __ |M| m EN (22) > sind cosd 
BOS eke |N| sind N sind 
N 
On = m (21)? cos (2) 


Q, Qy = (mgl)/(m[21]?cos®), das heisst, das Produkt aus den beiden 
manzfrequenzen ist unabhängig von der Kreiselfrequenz. Der im Nenner 
ende Ausdruck m (21)? ist aber das Trägheitsmoment ©, des Kreisels um 
senkrecht zur Figurenachse durch den Drehpunkt D hindurchgehende 
e; anderseits ist m g / nichts anderes als das von der Schwerkraft m g her- 
ende Direktionsmoment D, des physischen Pendels, dessen Schwerpunkt 
Abstand / vom Drehpunkt D hat. Für kleine Ausschläge gilt bekanntlich 
ie Frequenz 2, des physischen Pendels: 


2 D, m gl 
2 OL m (2 1)? ° 


erhalten demnach auf elementarem Wege die gleiche Beziehung 
DQ Oy = 23, 


sich unten fiir kleine Ausschläge allgemein aus der Lésung der Differential- 
‘hung ergibt. 


Summary 


nvestigations are carried out on forced oscillations of a heavy symmetrical 
scope - rotating with constant angular velocity about its axisofsymmetry-as 
nction of an external linear or elliptical sinusoidal periodic force acting in 
zontal direction on this gyroscope. The purpose of this work was to find a 
hanic model for the phenomenon of nuclear induction. Experiments with the 
ngement shown in figure 1 prove that the forced vibrations left over, after 
natural vibrations have ceased, consist in a rotation of the body's axis on an 
tic cone. It is demonstrated how sense of rotation, orientation of the principal 
of the ellipse and phase difference between forced vibrations and acting 
rnal torque vary with frequency. Two frequencies of resonance are found, 
at the natural frequency of precession and one at that of nutation, the first 
corresponding to nuclear induction. An elementary calculation of the two 
uencies of resonance is given. 


egangen: 21. Mai 1954.) 
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Zur Theorie der erzwungenen Schwingungen 
des symmetrischen Kreisels 


Von RUDOLF WIEBELITZ, Köln!) 


In der älteren Literatur hat man sich durchweg nar mit dem kräftefr 
und dem schweren Kreisel beschäftigt, nicht aber mit Kreiselbeweg 
unter der Einwirkung periodischer Kräfte. Erst in neuester Zeit ist d 
Problem ausführlich behandelt worden, und zwar von BRAUNBER?). Den A 
dazu gaben die ganz analogen Vorgänge bei der Kerninduktion®). Vorher 
lediglich SCHULER®) wiederholt darauf hingewiesen, dass sich selbst 
Problem mit Hilfe einer von A. Förpr stammenden Näherungsmethode I 
liesse und dass es dabei 2 Resonanzstellen gebe. 

Die vorliegende Arbeit ist von Herrn F. KIRCHNER angeregt, um die Th 
zu den in der vorstehenden Arbeit besprochenen Experimenten zu liefern 
beschränkt sich daher auf die Bewegungen des schweren symmetrischen I 
sels, der mit konstanter Geschwindigkeit um seine Figurenachse rotiert 
auf den senkrecht zur Schwerkraft sinusförmige periodische Kräfte einwit 
Da die Untersuchungen von BRAUNBEK, soweit sie sich auf das vorliege 
Problem beziehen (Fall II bei BRAUNBEK), sich auf Näherungen für den 
ziellen Fall des »schnellen» Kreisels ohne Berücksichtigung der Reibung 
ohne Berücksichtigung der Nutation beschränken, dürfte es von Interesse 
das Problem noch einmal mit anderen Methoden und in allgemeinerer Fo 
behandeln. 


I. Beschränkung auf kleine Winkel 
a) Das Differentialgleichungssystem 


In dieser Arbeit soll ein sehr anschauliches Gleichungssystem benutzt 
den, das von A. FöppL stammt°: Mit Hilfe der Hauptträgheitsmomente © 


1) I. Physikalisches Institut der Universität. 
2) W. BRAUNBEK, Der symmetrische Kreisel mit zeitlich periodischem Richtmoment, ZAM 
174-188 (1953). 
8) Siehe vor allem F. Brocn, W. W. Hansen und M. PackarD, Nuclear Induction und 
Nuclear Induction Experiment, Phys. Rev. 70, 460-485 (1946). Ferner F. BLocx and A. SIE 
Phys. Rev. 57, 522-527 (1940) und R. K. WanGsness and F. BLocH, Phys. Rev. 89, 728-739 ( 
4) M. SCHULER, Kreisellehre (6. Kap. in Müller-Pouillets Lehrbuch der Physik, 11. Aufl 
1. Teil, 1. Band, S. 763-767), und M. Scnurer, Einführung in die Mechanik, Teil II (195! 
157-159. 
5) A. Föppr, Vorlesungen über technische Mechanik, Bd. 4, 10. Aufl. (R. Oldenburg, Mut 
und Berlin 1944), S. 226-233; Bd. 6, 6. Aufl. (R. Oldenburg, München und Berlin 1944), S. 18 
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(| parallel zur Figurenachse und | senkrecht dazu) lässt sich der Dreh- 
ulsvektor Jt folgendermassen darstellen 


R= 2,9ın+2,0,n,=Q,09ın+©, Im, 4 4 (1) 
‚2, = Winkelgeschwindigkeitskomponenten, n = Einheitsvektor in Rich- 
3 der Figurenachse, n, derjenige senkrecht dazu). 
ie äusseren Drehmomente sollen in einem rechtwinkligen Koordinaten- 
em (x, y, z) mit senkrechter z-Achse formuliert werden, dessen Mittelpunkt 
MDrehpunkt liegt. (Einheitsvektoren i, j,f). Zur Schwerkraft — m gt (m 
*{reiselmasse) tritt dabei eine sinusförmige Kraft, die in der Form À, j sinw ¢ 
21 cosmt angesetzt wird. Das Vorzeichen (+) gibt dabei den Umlaufsinn 
Kraftvektors um die Figurenachse an. — Dabei sind folgende Sonderfälle 
nterscheiden: 1. lineare äussere Kraft (zum Beispiel k, = 0), 2. zirkulare 
ft (k, = ky) und 3. elliptische Kraft (k,, beliebig). Die zu diesen Kräften 
@rigen Radiusvektoren seien: —sn(|s| = Schwerpunktsabstand)2), s, 1 
Sin. Dann gilt unter Vernachlässigung der Reibung nach dem Dreh- 


En; ER Im, | = +h, S[n, i] cosw t+ k, s,[n, j] sin © £ | a 
; +m gs[n, f]. | 

ei ist das Glied (dQ,/dt) O,n weggelassen worden, da im Experiment 9, 
h den eingebauten Kreiselmotor konstant gehalten wurde?). 

ivision durch ©, und Komponentenzerlegung ergibt das nichtlineare Dif- 
itialgleichungssystem für die Komponenten n,, n, und n, vonn 


5 36 = k 
an. — Nz Ny + Ny nN, — din, = — i n,sinwt, 
thy + Ny Ne — Ne Nz + 22 2, = ae En, COSMt, (3) 
A ss . ky 
Nz + Ng Ny NN = m ty sine te 22: Le cos@ ¢t 
all OL 


= 2,9, = Drehimpulskomponente um die Figurenachse, 22 = [m g s]/O HE 
t für Ss 2 0?) gerade die Kreisfrequenz des Kreisels fiir den Fall, dass er, 
Zu rotieren, einfach als physikalisches Pendel schwingt. 


Denn dn/dt = (2, n], also [n, dn/dt] = [n, LQ, all re A2ın. 

Wenn der Schwerpunkt unterhalb des Drehpunktes liegt, ist s also positiv, falls n «nach 
zeigt (n, > 0). 

Ohne Berücksichtigung der Reibung wäre es unabhängig davon = 0, wie man durch skalare 
likation von (2) mit n erkennt. 
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Dieses System vereinfacht sich wesentlich, wenn man sich auf «kleine W 
kel», das heisst auf kleine Abweichungen der Figurenachse von der Vertika i 
beschränkt. Dann weicht nämlich die Kugeloberfläche, auf der sich die Spi) 
von n bewegt, nur sehr wenig von der Ebene z= 1 ab, und man kann né 
rungsweise n, & 1 setzen. Nach dem Vorbild von SCHULER sollen hier fe 
n, und n, durch die Drehwinkel « und f der Figurenachse um die (+ x)-Ad! 
bzw. um die (+ y)-Achse ersetzt werden. Legt man dabei fest, dass in 
(x z2)-Ebene « = 0 ist und in der (y z)-Ebene B = 0, so folgt 


# 


fr wsinbBs BP und n,» —-sina & —«. 


Durch Einsetzen in (3) ergibt sich dann das System mit konstanten Ko 
zienten: 


re INI Raser = IN: Ry s 
2 ANY Ay Si 2 2 Vu 2 Sa 
a+ at 6° P= — on sinot; B+ 226 OR es o 1 0 


Nach SCHULER!) ist es ferner zweckmässig, statt © |, zwei verschiedene Ha 
trägheitsmomente ©, und @, einzuführen?). ©, zum Beispiel ist dabei das T 
heitsmoment des Kreisels um die x-Achse für den Fall, dass die Figurenachse 
die (y z)-Ebene beschränkt ist. 

Genau genommen muss ferner noch die Reibung berücksichtigt werden 
vor allem in den Lagern des kardanischen Gehänges zu suchen ist, während 
Luftreibung demgegenüber klein ist. Setzt man die Lagerreibung proportional 
Winkelgeschwindigkeit an, so kommen auf der rechten Seite von (2) die Gli 

2 


— = Ru (in, n], n,) n„ hinzu (n,, = Einheitsvektoren in Richtung der Kart 
m=1 
achsen). Bei Beschränkung auf kleine Winkel ergeben sich daraus auf der lin 


Seite von (4) die Zusatzglieder 


In 9 : eo: ; 
Ce oN bzw. N 
Unter Benützung der Abkürzungen 
a, A or ee 
1,2 Orr, 2 % U Or ’ 1,2 Or ’ 


wobei die jeweils ersten Indizes zusammengehören (und ebenso die jeweils zwei 
erhält man aus den allgemeinen Gleichungen SCHULERS!) 


à+Qa+aa+af=—-bsinot; +028 +0, p— a à= + b,cosot. 


1) M. ScuuLer, Kreisellehre (6. Kap. in Müller-Pouillets Lehrbuch der Physik, 11. Aufl. 
1. Teil, 1. Band, S. 763-767), und M. ScHULER, Einführung in die Mechanik, Teil 11 (198! 
157-159. 

?) @, und ©, unterscheiden sich in den Trägheitsmomenten der jeweils mitbewegten Kal 
ringe und eventuell durch verschiedene Lagen der betreffenden Drehachsen (Abbildungeï 
SCHULER). 

3) sx und s,, = Abstände des Schwerpunkts von den Drehachsen, meistists, = S, = S. 
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b) Lineare periodische Kraft ohne Berücksichtigung der Reibung 


ie Gleichungen (4) stellen einen besonderen Fall der Differentialgleichun- 
für gekoppelte Schwingungen dar. Daher haben auch die Lösungen grosse 
Blichkeit mit denjenigen bei Schwingungen. Für k, = 0 lauten sie 


Csinwt+ Asin(Q,¢+ y) + Bsin(Q,¢+ y) | 
6 
D cosw t + A sign (Q 22) cos(Q,t+ 9) — B sign (Q)) cos ({2, é + y) | 


f » N 0? Ay ge Ni /O1. OPI ei 3 Aysy . 
(22 — w)?— (N2/O}) wo? ©, ? (2? — w)?— (N3/O}) oO, ’ 

1 = Vorzeichen, also signa = +1, falls a 20; ©, = Kreisfrequenz der 
ession, Q,, = diejenige der Nutation; A, B, g und y sind die Integrations- 


tanten). 

a die Eigenschwingungen — wie noch zu zeigen ist — durch die Reibung 
impft und daher nach einer gewissen Zeit praktisch abgeklungen sind 
Whigstens fiir s > 0), ist es experimentell leicht möglich, die eigenschwin- 
@igsfreie erzwungene Schwingung [= stationäre Lösung; erstes Glied der 
ten Seite von (5)] zu untersuchen. Die Figurenachse des Kreisels bewegt 
dabei im allgemeinen auf einem elliptischen Kegel, ihre Spitze also auf 
Mr Ellipse. Dieser elliptischen Bewegung werden durch die Eigenschwin- 
@igen, nämlich durch die Präzession (2. Glied) und die Nutation (3. Glied), 
i kreisföormige Bewegungen überlagert. Diese Schwingungen sind bei der 
@plschen Näherung alle unabhängig voneinander. — Wenn der Nenner der 
@ionären Lösung verschwindet, liegt Resonanz vor. Das ist gerade bei den 
nfrequenzen 


en j [Nu | Ni | 3 
Oly ie Se a one 


INi| Nr 
O3 4 = 9, = +| | +] - + 23 | 
Su 1,49% AOR 8 
Fall. Aus diesen Formeln ersieht man, dass 2,, 2, = (22 ist. Für schnelle 
Adrehungen des Kreisels um seine Figurenachse, das heisst für grosse Werte 
9, und N, , wird näherungsweise 


220 WOES) [Na | |Q, | 9ı 
OS & QD, & Il = E 
x [Ni | | 2, | 0; ; O 0, 
2, + © folgt also auch 2, > oo. Das wird der Grund sein, weshalb bei 
UNBEK keine Resonanz mit der Nutation erwähnt wird. 
ür den Fall, dass der Schwerpunkt oberhalb des Drehpunktes liegt (Q? < 0), 
nen die beiden Resonanzstellen zusammenfallen [für (N/@,)? = 4 |22]] 
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oder ganz verschwinden [für (N/@ ,)?< 4 |Q2|]. Doch ist in diesem E 
die experimentelle Untersuchung schwierig, da Präzessions-Eigenschwingu 
kaum zu vermeiden sind, und diese — wie noch zu zeigen ist - unter dem Ein 
der Reibung exponentiell anwachsen. | 

Für die stationäre Lôsung ergibt sich ferner aus den Amplituden |C| 1 
|D| von « und ß, dass die Hauptachse der Ellipse für |o| <Q, und |o| > 
in y-Richtung, also in Richtung der äusseren periodischen Kraft liegt, dageg 


| 
Die Amplitudenfunktionen Cl ) und D( ) der stationären Schwingung in Abhangial 


von der Kreisfrequenz © der äusseren periodischen Kraft nach Formel (6). (Werte der Kensal 
2, = 10sec-t, N, /O, = 10sec", kys,/Q) = 1 sec.) 


6D 


w 


Figur 1 


für 2,<|@|<, quer dazu in x-Richtung. Der Umlaufsinn der 
achse um die (+z)-Achse ergibt sich aus den Vorzeichen. Er ist positiv o 
negativ, je nachdem sign { Q) (w2 — Q?)}= +1 ist. Für Ial<Q, stimt 


er mit dem Umlaufsinn der freien Präzession und für |o|> 2, mit det 
jenigen der freien Nutation überein, wie aus den Vorzeichen der Eigenschwi 
gungen ersichtlich ist. Dazwischen liegt der Fall der Querschwingung (x ={ 
der erstaunlicherweise gerade für |o| = Q, auftritt. Die Phasendifferenz ZN 
schen äusserer periodischer Kraft und «-Schwingung, die experimentell ebe 
falls leicht zu untersuchen ist, ergibt sich auch aus den Vorzeichen. Sie i 
0 oder +7, je nachdem sign (— C) = +1 ist. An den Resonanzstellen und b 
der Querschwingung gibt es daher Phasenspriinge. | 

Den quantitativen Verlauf ersieht man aus Figur 1. Dabei geben die 
soluten Beträge von C und D die Amplituden der betreffenden Winkel 
Während die Vorzeichen die Phasenverhältnisse ausdrücken. Vorzeichenwe 
sel bedeuten also Phasensprünge. 
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ber die in der Arbeit von BRAUNBEK behandelten subharmonischen Re- 
zen lässt sich auf Grund der hier besprochenen Näherung noch nichts 
gen, da diese nur die Grundschwingung erfasst, nicht die Oberschwin- 
En) 


c) Elliptische periodische Kraft ohne Berücksichtigung der Reibung 


ür 0; = 0, = 0 lauten die stationären Lösungen!) von (5) 


MODS) SEOs, : 
1 (2y — ) Ca — sinw t 


pl feng Aa 
t (2205) 0 — 2) a en 

ß _b, a, © Fb, (Qÿ — w?) N, 
: (2-09) (95 — w*) — a, a, w* à 


tationäre Schwingung lässt sich also durch Überlagerung der beiden Schwin- 
en erklären, die durch die beiden periodischen Kräfte erzeugt werden, wenn 
nzeln wirken. Diese Einzelschwingungen entsprechen genau dem schon be- 
elten Fall (Abschnitt Ib), nur dass für Q? + Q7 und a, + a, Unsymmetrien 
okommen. 
eispiele: 1. 0<b, <b,; Q,>0; 22 = Q2> 0; a, = a, > 0; positiver Um- 
inn (oberes Ne ichon) Die Resonanzstellen, das heisst die Nullstellen des 
ners, sind an den alten Stellen geblieben, doch die Querschwingungen haben 
verschoben. Es gibt jetzt zwei Arten von Querschwingungen: Entweder 
«= 0 (an den Stellen wm = Qg) oder B = 0 (für = 2g). Wenn b, von 0 
, wächst (für festes b,), so fällt 9, — wie man leicht nachrechnet — monoton 


Q, bis Q,, während 2g monoton eh 3 9, wächst. 
. Zirkulare äussere Kraft (b, = b,), = = 08; a, = ay. Die «Querschwingun- 
fallen mit gewissen nr PR so dass man kürzen kann: 
b b 
1 ‘ if 
0. > ee sin ot; es coswt. (7) 
2 22— ©? + a, © Mr 92 — wo? + a, w 


ibt also keine Querschwingungen mehr; die Kreiselspitze bewegt sich viel- 

durchweg auf einem Kreis. Wie man leicht nachrechnen kann, tritt dann 
nur dann Resonanz für = +2,,, ein, wenn die entsprechende Eigen- 
ingung denselben Umlaufsinn hat wie die äussere periodische Kraft. 


d) Elliptische periodische Kraft unter Berücksichtigung der Reibung 


Die allgemeine Lösung des Gleichungssystems (5) lautet: 
L sin (w ét +6) + A, er! sin(Q, t+ p) + A, e “nt sin (2, t+y), 


Apt 


—2 sin(oi+e)+ B,e~4?'sin(Q,¢+ 9+) + Bze “r' 


sin (9, { + y +2). 


st eine nach unten beschränkte Funktion, so dass die Amplituden an den 
ynanzstellen nicht unendlich gross werden können. W, und W, hängen von 
id 6, ab und können für sehr kleine Werte von b,,, so klein werden, dass selbst 
Resonanzstellen in den Bereich «kleiner Winkel» fallen. 


) Die dazugehörigen Eigenschwingungen sind von SCHULER (Kreisellehre) diskutiert. 
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Angaben zur stationären Lösung: 


re v2 — ©?) by Fa, © be]? + 0 w? bi, 


W, = V[(22 — w?) by F a, © by)? + 0? w2b 


ror 


; 


W, = VP?+ Q2 + 44, a 0; 0, © 


Quy = (22 — 0) go (22 0) 0,0, 
(+) (+) 


mit 


P = (95 — w*) (92 — 02) + 0; 9 ©? — a, a, w?. 


Die Phasenwinkel sind bestimmt durch 


> \ il r 2 9\ 9 : 9 2 Sr 
sin Ô W, W, {[(27 — 0)’ + 01 05 ©? + a, a, Q ©] wb, F QO, 4a, w b3} 
2 1 N b 2 2 2 
sine = WW, {P a, w b, F (9 — w?)? + 0102] (22 — w?) 
— di 43 (95 — w*) w*) bg}. 
+ cosö erhält man aus dem Ausdruck für sine und ebenso + cose aus 


wenn man alle Indizes 1 durch 2 sowie x durch y ersetzt, und umgekehrt. 
W, <> Wy, 2,< > Q,, di <> by usw.) 

Für den Spezialfall 2, = Q,, a, = a, @ = 0, und b, = 0 sind 6 und 
Figur 2 graphisch dargestellt. Die geraden Streckenziige entsprechen den P] 


Figur 2 


Die Phasenwinkel 6 (-—-) und ¢ ( ) sowie ihre Differenz e — 6 (--------- ) nach Formel (8). D 

gezogenen geraden Linien deuten die Phasen ohne Berücksichtigung der Reibung an. (We 

Konstanten: Q, = Q, = 10sec, a, = a, = 10 Bei 01 = @ = 1sec™, b, = 0, also b, b 
+ 0. 


ohne Berücksichtigung der Reibung1). Wie bei der harmonischen Schwin 
bewirkt die Reibung also auch hier, dass keine Phasenspriinge auftreten. Zwi: 
dem grössten und dem kleinsten Wert von & liegt eine Differenz von 2 x. De: 
war die Angabe zweier Winkelfunktionen (sine und cose) erforderlich, wal 
man bei den harmonischen Schwingungen mit einer Angabe (meist tge) 


1) Zu 6 gehört zum Beispiel der Streckenzug (0,2), (25,2), (Q 0), (2.0), (QT), (I 
(Q,, 0), (00, 0). 
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mt. Da durchweg & — 6 + + 1/2 z ist, liegt die Ellipse, auf der sich die Spitze 
Figurenachse bewegt, schief!). 


\ngaben zu den Eigenschwingungen: 

Jie Eigenfrequenzen 2, und , sind (wie bei den harmonischen Schwin- 
yen) gegenüber dem reibungsfreien Fall verschoben. Ausserdem treten jetzt 
1pfungsexponenten A, und A, auf. Die Werte #,,=—A, +1, und 
= — À, +1 2, sind die Lösungen der charakteristischen Gleichung 

(01 + 02) 2° + (ar ta + 23+ QF) #2 + (Q, QF + Os 23) x + 22 Q2=0. 


y 


irlich lassen sich die Lösungen dieser Gleichung ohne weiteres explizit hin- 
eiben, aber im allgemeinen Fall nur in recht unübersichtlicher Form. 

Jie Grössen B,, und #%,, sind keine Integrationskonstanten, sondern sind 
immt durch By Pye eles Io, ‚n| bzw. m,2 = arg (U,,„), wobei 


4 a ds (Ayn + © Dyn) É 
2 An n ais 2 GE) T Q2 (“An SE a 25, n) Ar 2 


Die jeweils ersten Indizes gehören zusammen.) Im allgemeinen bewegt sich 
die Spitze der Figurenachse bei den Eigenschwingungen nicht mehr auf einem 


s, sondern auf einer schiefen Ellipse. Nur für Q? = Q?, a, = ds, 0, = 0, wird 


HE also B,, A, , und n, = 1/27 sign (2,2, n= —1/2 sien (Q,), 
ass ähnliche Verhältnisse vorliegen wie ohne Berücksichtigung der Reibung. 
Dies lässt sich leicht sehen, wenn man die %, (i—1,..., 4) ausrechnet, was 


mein für Q2= 2} durchgeführt werden soll. Durch die Substitutionen 
22y,2= y + (1/y) wird die charakteristische Gleichung auf eine quadratische 
chung zurückgeführt, aus welcher sich folgende Lösung ergibt 


REN 0 5 SFT 
= gt 


» 4 4 
€ ey 2 7 2 4 5 
ier V2 (ei + 03 — 2 a, a, — 8 O32) — 2e, (0, + @) VT 
T = (0; — 02)? — 4 a ay; &je= +1. 


T = 0 gibt es je nach Grosse des Radikanden der letzten Wurzel analog zur 
nonischen Schwingung einen Schwing-, Grenz- oder Kriechfall. Für T < 0 
it man besser etwas um und erhält 


S = (4 Q2 + a, a, + 01%” — 4 23 (0, + 02)? 


den Dampfungsexponenten A, erhält man daraus 


A Or +08 1 ;V- Sipe af ae CHEN +. 02 


ra vr + 2 (422 + a, a + 0 @)?=0, 
) Abgesehen von der unmittelbaren Umgebung von | o| = 2, ist das jedoch normalerweise 


xperiment kaum zu merken, da der Reibungseinfluss meist viel geringer ist, als in Figur 2 
Übersichtlichkeit halber) angenommen wurde. 


 V1/24 
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je nachdem 27 2 0. Je nach der Lage des Schwerpunktes vergrössert oder vé 
kleinert die Präzessionsreibung also die Amplitude der überlagerten Präzessi 
exponentiell (vgl. Abschnitt Ib). 


e) Festhalten eines Kardanringes 


Aus dem System (5) lässt sich ferner die Kreiselbewegung leicht für de 
Fall berechnen, dass man den äusseren Kardanring festhält, so dass sich d 
Kreisel nur noch in einer Richtung bewegen kann. (Er hat dann also nur not 
einen Freiheitsgrad.) Diese Richtung wird einfachheitshalber als Richtw 
einer Achse, zum Beispiel der x-Achse, angenommen. Dieser Fall entspric 
dem Grenzübergang Q? +. Denn bei diesem Grenzübergang wird ja d 
konstante Drehmoment um die y-Achse so gross, dass sich der Kreisel nid 
mehr um diese bewegen kann. Dividiert man die zweite Gleichung von (5) dur 
“2 und führt den Grenzübergang durch, so folgt 6 = 0. Aus der ersten Gleich 
aber ergibt sich die Gleichung der erzwungenen harmonischen Schwingu 
a + Oo +0,% = —b,sinwt. Wegen der Beschränkung auf kleine Winkel 
dies gleichzeitig die Gleichung der erzwungenen Pendelschwingung des Kreï 
für den Fall, dass dieser gar nicht rotiert. Für lineare periodische Kraft (b, = 
an der Stelle der Querschwingung erhält man daraus unter Vernachlässigu 
der Reibung folgendes interessante Ergebnis: Verhindert man die Quersch 
gung durch Festhalten des äusseren Kardanrings, so geht die Kreiselbewegu 
in eine Längsschwingung über, die sich sogar zur "Resonanz aufschaukelt. 


II. Exakte Behandlung der zirkularen periodischen Kraft ohne 
Berücksichtigung der Reibung 


Die exakte Lösung des Systems (3) bereitet im allgemeinen grosse Sch 
rigkeiten. Für zirkulare äussere periodische Kraft (A = ky = kj Ss, = So 
erhalt man jedoch eine einfache stationäre Lésung: 


— Cy w?+ (N /9,) ® 0, 


C 
= = — ,* De cosa t; | 


ee mage TE NC | 
LE EN CNE à © (AC Or 


Die Kreiselspitze beschreibt hierbei also durchweg einen Kreis. - Obwohl 
eine Integrationskonstante des homogenen Systems (3) ist, kann es nicht bel 
big gewählt werden, sondern muss aus der Zusatzbedingung 


m=m+m+tr 


berechnet werden, die besagt, dass n ein Einheitsvektor ist. Daraus folgt « 
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Be le 
Co ©? + 


x 


(Ge) 


e lässt sich wesentlich einfacher nach « auflösen als nach Cy: 


= (1-0) (2 ao 


9, 


N Q2 ks 
| : | = i “x HE 
SC, 0, | à |: C2 OF Or a 9, V1 — Cè (10a) 


= +1). Eine mit Hilfe dieser Gleichung erhaltene Kurve zeigt Figur 3. 
dem Werte von w gibt es demnach 2 bzw. 4 Werte von Cy, das heisst, es 
ebensoviele stationäre Lösungen. [Denn wenn man C, kennt, berechnet 
nach (9) auch leicht n, und n,.] — Die Zweige der Kurve in der Nähe von 


Figur 3 


onstante Wertn, = Co ( ) der stationären Lösung in Abhängigkeit von der Kreisfrequenz 
zirkularen äusseren Kraft nach Formel (10a) und zum Vergleich dazu nach (10b) der konstante 


n, = C der freien Präzession oder Nutation (+ ) in Abhängigkeit von der Kreisfrequenz 


w. 2 der betreffenden Eigenschwingung. (Werte der Konstanten: N,/9ı = 10 sec}, 
22210 5e622, %s/O1, — 10 secon.) 


—+1 entsprechen der Näherungslösung (7). Dazu kommen jetzt noch die 
nanzkurven. Sie sind, wie es auch bei andern nichtlinearen erzwungenen 
ingungen der Fall ist, nach grösseren oder kleineren Frequenzen hin ge- 
. Zwischen den beiden benachbarten Kurvenästen herrscht dabei eine 
endifferenz von 180°, die im reibungsfreien Fall nicht überbrückt werden 
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kann, wenn man die Eigenschwingungen ausschaltet (was durch geeign 
Wahl der Anfangsbedingungen möglich ist). Unter dieser Voraussetzung 
sich daher der Kreisel beim Durchgang durch die Präzessionsresonanz umk 
ren. Wenn die Spitze vorher nach oben zeigte, so zeigt sie nachher nach unt 

Zur Erläuterung der stationären Lösung sollen noch die freien Eigen! 
quenzen!), also die Lösungen des Systems (3), für À, = k, = 0 angegeben ¥ 
den?). Für die Präzession lauten sie: 


I 


Wey 


+ V1 — C2 cos(Q,¢ + 6); 
ny = — V1 — C2 sign (Q, 22) sin(Q,¢+ 6); m=C,. 
und die Konstanten C, und 6 durch andere Konstanten C, und & ersetzt. 


Eigenfrequenzen 2,,„ sind dabei keine absoluten Konstanten, sondern har 
VON = Cy, AD 


(Das obere Vorzeichen und C, gehören zu Q,.) — Für grosse Werte von 
(gross im Vergleich zu den andern Grössen) erhält man daraus unter Bert 
sichtigung von C, = cos® die Formeln (1) und (2) des vorigen Aufsatzes 
F. KIRCHNER. — Trägt man C,,„ als Funktion von 2,,„ auf (siehe Fig 

so liegen die erhaltenen Kurven gerade zwischen den Resonanzkurven der 
tıonären Lösung. Der seltsame Verlauf der Resonanzkurven ist also durch 
Eigenschwingungen bedingt. 


III. Zur Braunbekschen Näherungslôsung 


Für den Fall der linearen oder elliptischen periodischen Kraft bietet 
System von FÖPPL grosse Schwierigkeiten, so dass man hier auf die 
BRAUNBEK angegebene Näherungsmethode angewiesen ist?). 

Nach BRAUNBEK ist es fraglich, ob die von ihm angegebenen Reihen k 
vergieren. Durch eine Änderung der Rekursionsmethode ist es jedoch mögli 
die Konvergenz unter geeigneten Bedingungen zu beweisen und gleichzei 
die Präzessionseigenschwingungen und die elliptische periodische Kraft mit 
erfassen. In Analogie zu BRAUNBEK soll in Gleichung (1) für grosse Werte’ 


1) Wegen der Nichtlinearität können diese Lösungen nicht einfach zu der partikulären Lös 
addiert werden, um die allgemeine Lösung zu erhalten. 

2) AVE IAE ds Vorlesungen über technische Mechanik, Bd. 6 (R. Oldenburg, München 
Berlin 1944), S. 230ff. 

3) W. es Der symmetrische Kreisel mit zeitlich periodischem Richtmoment, ZAMM 
174-188 (1953). 
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as 2. Glied vernachlässigt werden, so dass n & N/(9, ©,) wird. Setzt man 
in (3) ein, dividiert durch N,/O, und setzt 


2 
LAS 220, 
ee 
mgs 


=O) ne, 


T p? er 
Ni Ry So 


rhält man das Differentialgleichungssystem 


DIN,=--0&B0,N,smo&, N,+ Q,N,= La 9, N. cosw t , | 


(11) 
=aBQ,N,snot+anN,Q,coswt | 
AUNBEK schreibt P,,... statt N,,... und w, statt 2,). Macht man den 
atz (46) von BRAUNBEK}), so erhält man die Gleichungssysteme 

2, In = zB 2, Yn-, Sin t; In ar 2, Dr +2, Yn-ı COS É; | ) 

12 


0; Pr Sn@ t+ Og, coswt n=],2,...). | 


n = 0 verschwindet die rechte Seite, und man erhält 
Do = 4,2082, 250, Gg ag sin 05279, m — Cy > 


sprechend sieht allgemein die Lösung des homogenen Systems von (12) 
Variation der Konstanten ergibt dann die Rekursionsformeln 


t 
7 2, [mat-Psino x cos Q, (¢ — x) + cosw x sinQ, (¢ — x) }dx 
ui + A, cos(Q,¢+ 6,); 


t 
4 25 | mal B sinw x sin Q, (t — x) + cosw x cos Q, (¢ — x) }dx (13) 
x — A, sin(Q, t + 6,); 


t 
: 2, | {B Pn- SiNn@ x gq,_ı cos@ x}dx ee 
0 
Integrationskonstanten A,, 6, und C, sollen so gewählt werden?), dass auf 


rechten Seiten keine Grössen nr (Q,,¢ + 6) bzw. in der letzten Gleichung 


e Konstanten mehr vorkommen, falls n > 0 ist. - Die ersten Glieder der 


) Entwicklung nach Potenzen von a: Ny = 2' pa’; Ny = 2 wa’; N, = Lrya’. 
) Diese Festsetzung bedeutet keine Einschränkung, denn die Grössen, die jetzt wegfallen, 
en lediglich einer Entwicklung von A, bzw. Cy in Potenzreihen nach & entsprechen. 
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Entwicklung erhält man hieraus leicht durch Einsetzen, zum Beispiel 
Di Co ne no cosa ft; IR 
Ay 2 Li) ae = Ob © 
Peer nn. | me re cos[(2 © + 2,) t+ 6] 


n — Q Q 
IF. re en Ei: ge cos[(Z  — 2,) - ol} 


D 


Hierbei treten ausser den schon von W. BRAUNBEK behandelten Obersc 
gungen also noch Summen- und Differenzschwingungen zwischen erzwungt 
Schwingung und Präzessionsschwingung auf. (Ob entsprechende Glieder 2 
bei der Nutation eine Rolle spielen, kann hier nicht entschieden werden, da 
Braunbeksche Näherung ja grundsätzlich auf die Diskussion der Nutation 
zichtet.) Diese Erscheinung ist zu vergleichen mit den Summations- und 
ferenztönen, die beim Auftreten zweier Schallwellen auf einen nicht-harm 
schen Oszillator (zum Beispiel aufs Trommelfell) entstehen. Auch dort hat 
es übrigens nach der Helmholtzschen Theorie mit nichtlinearen Gleicht 
systemen zu tun. 

Für das allgemeine Glied der Entwicklung kann man nun ansetzen: 


n—1 
Pena = DE Ayn-ı,2u41 cos (2 UT 1) ot, | 
u=0 


n—1 
Jon—1 = Co DS) Bont, 241 sin24u+1)ot 


u=0 


n—1 


Yon = 45 À Con-1,2¢+1 COS{[(2 u + 1) © + 2,]t+6} 
+ Con your COS{ [2 w+ 1) 2,]t- 6}, 
Don — AË Agn,2„ COS[(2 u + Q,) t+ à] 
+ Ayn,2, COS[(2 wa — Q,) t — 6], 


Ian = AN Ban,2„Sin[2Zuw+ Q,) t+ 6] 
u=1 


+ Bono, Sin (2 Lu © — Q,) t— 6], 


Van = GL Con, 24 cos2 uwt. 
pal 


VI,1955 Zur Theorie der erzwungenen Schwingungen des symmetrischen Kreisels 375 


etzt man dies in die Rekursionsformeln (13) ein, so erhält man 


_ Ge = B(2u+1)o+a, 
= cree. Conon es 1)2 ©? — Ds cos(2u+1) mt | 


PAZ y — Do 25 
(2 u — 1)? wo? — où 


cos (2 u — 1) w t) ; 


_ CoS —B 2, + (24 +1) o 
= = 2 ER eae + Die a sin (2 u + 1) wi 


BQ, + (2u¢—1) w 
(Zu loi 22 


sin (2 u — 1) ot), 


= AG n cos{[(2 w+ 1) © + Q2)¢+ 6} 
z _ B Aan ay — Bon, ou) (2 u + 1) + 2% 


D 


cos{[(2 u — 1) © + Q plt+ 0} 
ar (B Aan, on ate Bon, 24) > (2 u es 1) © + Qe 2 


+ (A’, B’)-Glieder , 


Se, 2n+ 2) @ = OF) 6b 0. 15 
Ph 7 —? D Cars 2u+1 +5 et = 0] Z 2 ) 


b= 


u &© + OF + Q 
x cos{[(2 4 + 2) © + Qz]é+ ie ja Te 2 Al = Cr 
HD. u) 


x cos[(2 u «© + 22) t+ 6] + (C’)-Glieder , 


| Ay Qy ¥ se 
| | er Cont, 2ut1 [2 me 1) © 


(2 ww + 25) 
Zu a + nr 22 


x sin[(2 uw + Q,) t+ 6] + (C’)-Glieder , 


SL a. : 


AG - ß Anti, eut F Bonsı,aur 
ANR ATEN cos2 (u+1)wt 


ae B Ant, 2 +1 JE Bntı,2ur 
2uw 


cos (2 4 @ t) 1) 


= 2,). Die (A’, B’)-Glieder haben denselben Aufbau wie die unmittelbar 
rstehenden Ausdrücke (A) 2,/2) &...) und entstehen aus diesen, wenn 


sin 


Die Glieder mit | os 2» t + 0, und die Konstante in 7,,,,, sind noch in diesen Formeln ent- 


, werden aber eat die Integrationskonstanten zum Verschwinden gebracht. 
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man A,,, durch 4;,1 Br durch B,,,, 25 durch —Q,") und 6 durch —6 ers 
Ebenso erhält man die (C’)-Glieder aus den jeweils davorstehenden Sum 
durch dieselben Einsetzungen und C},, statt Cy. ; 

Zunächst ergibt sich mit Hilfe der Rekursionsformeln (15) durch vollstän 
Induktion, dass sich die p,,, 4, und 7, (m = 1) alle in der Form (14) darst 
lassen. Darüber hinaus lässt sich mit Hilfe von (15) die absolute Konver, 
der Reihen nachweisen. Definiert man zu diesem Zweck 


1 = EE) , On => 2 KB 
b= 


u=0 


m 
? RS Cats 
u=0 


und schliesst man schmale Intervalle | (2 n + 1) © +2,| < A um die 
nanzstellen herum aus, so folgt aus (15) 


es = ole 1) Ras à Os 4 125 | UE Ran ’ 
2 |Q,| Ma: i 5 
Ronnie = eal ae (Ponta sie Qe n+1) = Mi Ron 
mit 
M, = 2p| Max (| B], 1) : 


VA œ 


Daraus ergibt sich nach dem Quotientenkriterium, dass Z R,, a?” für a < 
konvergiert, und aus dem Majorantenkriterium folgt dann nach den ob 
Abschätzungen auch die Konvergenz für & P,,,,«?"+! und 20,141 a2"+}, 
die Reihen für die stationären Lösungen (A, = 0): XY fons, «?*+1 usw. kon 
gieren in diesem Gebiet absolut und in jedem abgeschlossenen Teilgebiet gle 
mässig. 

Für grosse Werte von ||, etwa für |»| = |2,|/(1—- À) mit O< A 
kann man offensichtlich M, durch M/ = M,VA/(A @) ersetzen. Die Rei 
konvergieren mit wachsendem |@| also immer besser. 

Berücksichtigt man die Präzessionseigenschwingung, so muss man zus 
lich diejenigen Intervalle |m «© + 2,| = A ausschliessen, für die m gerade 
da hier die Nenner der Summen- und Differenzschwingungen nicht nach u 
beschrankt sind. Unter dieser Zusatzvoraussetzung folgt dann 


19,1 Max (1, |P]) 
VA Min (A, lol) ~ 


Rony SM? R,,, mit M= 


Daraus ergibt sich die Konvergenz der A,-Reihen und wegen M, < M 
absolute Konvergenz der Gesamtreihen fiir « < M=1. 


1) Die Glieder Q,, bleiben stehen. 
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ie Reihen konvergieren also, wenn « klein genug ist, mit Ausnahme 
er Umgebungen der Resonanzstellen und des Nullpunktes. Durch geeignete 
e Wahl von « kann man in jedem vorgegebenen Punkt mit Ausnahme 
» = 0 und der Resonanzstellen selbst Konvergenz erzielen. Resonanzstellen 
dabei: 

|| = |2,| für alle Schwingungen; 

|@| = |2,|/(2 +1) für die Ober-, Summen- und Differenzschwin- 
n von einer gewissen Ordnung ab; 

|o| = |Q,|/(2n) für die Differenz- und Summenschwingungen ab einer 
sen Ordnung. 

uch in der Nähe der Resonanzstellen kann natürlich die Amplitude nicht 
ig gross werden. Deshalb müssen immer A, und Cy so gewählt werden, 
IN]| = Ny = const ist. Von den drei Integrationskonstanten A,, C, und 6 
Iso nur noch zwei aus den Anfangsbedingungen bestimmbar. 

dem oben angegebenen Bereich der absoluten Konvergenz kann man die 
n auch umordnen und zum Beispiel die Glieder mit gleichen Argumenten 
inkelfunktionen zusammenfassen. Die stationäre Lösung wird dann durch 
ale Fourier-Reihen dargestellt. 


Summary 


1e object of this paper is to give a theory of the experiments described in 
pregoing paper. The applied system of non-linear differential equations by 
PPL is first solved approximately for ‘small angles’, that means small 
ions of the axis of the gyroscope from the vertical direction, the cases 
ut and with consideration of damping force being discussed separately. All 
cteristic features of the motion observed in the experiments are explained. — 
that, an exact particular solution is given for the case of a circular periodic 
An approximate calculation is carried out for the case of a periodic elliptical 
cting on a fast rotating gyroscope. The'solution contains an infinite number 
onance frequencies (subharmonic resonances and resonances with sums and 
ences of the forced and natural frequencies). 


Jangen: 21. Mai 1954.) 
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Sur la thermodynamique des processus irréversibles 


Par KYRILLE Poporr, Sofia?) 


Quatrième mémoire 


Dans une série de publications [1], [2], [3]?) nous avons considéré la thet 
dynamique des processus irréversibles dans un système adiabatiquement iso 
nous avons établi que, dans ce cas, les relations phénoménologiques d’Ons:! 
sont des intégrales premiéres d’un systéme d’équations différentielles du 
newtonien, où l'expression de l’entropie, autour de l'état d'équilibre the 
dynamique, joue le rôle d’une fonction potentielle des forces. 

Dans ce qui suit nous allons considérer le cas important où le sys 
échange de la chaleur avec le milieu ambiant, la température et la pre 
restant constantes et où la fonction ® joue le rôle d’une fonction potentiell 
forces. Nous appliquons les résultats ainsi obtenus à la théorie des phases 
développements mathématiques présentant une grande analogie avec les € 
loppements mathématiques de notre troisième mémoire cité, nous allons] 
suivre ces recherches et tirer quelques résultats nouveaux, concernant les 
priétés des intégrales des équations différentielles définissant les processu 
les deux cas. Enfin nous traitons la question des barrières énergétiques. 


Thermodynamique des processus irréversibles dans le cas où 
température et la pression restent constantes 


Considérons le cas où le système échange de la chaleur avec le 
ambiant, la température et la pression restant constantes. Ces processus 


caractérisés par la fonction 
U+pV 


si ? 


DS 


où S est l’entropie, U l'énergie totale interne, V le volume total, p la pre‘ 
et T la temperature absolue du systeme. Dans ce cas ® croit d’une mal 
monotone et atteint son maximum à l’état de l'équilibre thermodynamiqui 

Soient &, &, ..., €, les variables, autres que T et p, définissant l'été 
système, et &9, €0, ..., 9 leurs valeurs à l’état d'équilibre. Posons 


AP = Pie) — DE) = oy Bin Hi Xp, AVEC Big = Sei» MT Er 
UR 


1) Institut mathématique de l’Université de Sofia. 
2) Les chiffres entre crochets renvoient à la bibliographie, page 386. 
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» Sin X Xp est une forme quadratique définie positive. En suivant la mé- 
de de notre troisième mémoire, sans apporter aucun changement, on 
tre que, dans ce cas encore, les relations phénoménologiques 


0(—A®) 


2 L;, À; + Li» X,+ a Le A avec X, = 7 Ox. ? Li, = Ly; (3) 
des intégrales premiéres du systéme 
d’x, = : 
a! (4) 
gré das les conditions x,(+ oo) = 0. 
e (4) on tire immédiatement 
ji 12 12 12 
3 a +4) AD =O. (5) 


Application a la théorie des phases, T et Pp restant constants 


Avant de poursuivre notre exposition nous voulons rappeler une propriété 
4 fonctions homogènes. Soit f(x, y) une fonction homogène de x et de y de 
@ré m. On a, comme on le sait, 
Of(x, 7) 


GR y D may). 


n montre facilement que 0f(x, y)/0x, Of(x, y)/dy sont des fonctions 
ogènes de degré (m — 1) et que par conséquent les secondes dérivées par- 
s de /(x, y) sont des fonctions homogènes de degré (m — 2) et ainsi de suite. 
onsidérons maintenant un système de deux composants en deux phases, 
ie par PLANCK [4] et soit 


M=M+M,, M,=M,+M} (6) 


asses M, et M, des composants, partagées parmi les phases (’) et (”). 
a fonction caractérisant l’état du système est ici 


DESSERT (1 bis) 
ON SEE SEE SET TEST Veen température T et la 
ion p étant constantes et les mêmes pour les deux phases, l’on aura 
D' + D”. 

>, U, V étant des fonctions homogènes de la masse du dégré un, on a le même 
®. De plus la composition relative de ©’ étant la même pour M!, M A 
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et pour n Mj, n Mj, ®’ est une fonction homogene de degré un par rapp 


à M; et M;. Par conséquent 
Op’ Od’ 
om; “ 0m; 
sont de degré nul et 
0? @’ 0? D’ 0?’ 
OM?’ 0M 0M,’ 0M} 


de degré moins un (— 1) par rapport à Mj, My. Ona ainsi 


OD” r 08" 


98 : Mi 08’ 


am, Pi 


BA = a a(S) 2. Ore Ber 1 WG) 
om 0M, M, °°) ome om; MI? 


où l’on a mis 


/ 
N SRLS 
rT 3 KE wes 
M; MY 


D'autre part, 0®’/0M{ étant une fonction homogène de degré nul, on obt 


SO ME a Mi LME TS 
ome =" ME (C), use = M, 00m M; Ÿ 
et de même 
d?D" a My Wy lt 0p” 1 pat 
OM? mr PC), mp m? er 


Formons apres cela A®. En posant 
@(M,, M,) = ®’(M}, Mj) + D'(M, M3) 
et en tenant compte de ce que 


6M, = -6M! =m,, 6M,=—6dM, = m, 


on obtient d’abord, en choisissant pour Mj, M3, MY, My les valeurs de 


variables correspondant à l’état de l'équilibre thermodynamique, 


08°. 115000 QC TN 
ÔM, 0M” OM OMz 


— 0? 


Ces équations, qu’on peut écrire aussi, ayant égard à (7), sous la forme 


pile) — wc") =0, wc) — plc") = 0 


déterminent les concentrations c’, c” à l’état de l'équilibre thermodynami 


= PRP: MONTRE Riser eu Ww ASE T PR 
nel = p(c') > OM; Yale’) , oM{ Yr (e ), oM}% v 
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Ainsi, autour de l'équilibre thermodynamique, l’on obtient 


1 [/ 020 02D ; 020" 00" 
27 [( OM? = ames OM te 2 | reo | OM’ aa. | 
x 6M, 6M, + ( Met SL um) 6M. | + 
= Lak le) + ayes orten] mt " 
2 Ir p'(c") + oe e"(c")| Mi Ma 
ar #6) + ape ven] me} + 
= > [- Ma 9'te) (Ge — sae) - Me (Gee — He) ] 


D) étant une forme quadratique, positivement définie, on voit d’ici que 
7) et @”(c”) sont positifs. 
“Avec cette expression de A® les équations (4) deviennent 


1 0(— A®) Mp es ey p'(c") g”"(c”) 
om, kine p (c’) ' Me p (c )| My Boe Ar M? | Ms ; 
a _ 9-49) pe‘) p’ (c”) _ fee’) p’ (c”) 
Om, | M "Mm | m | | M Ÿ M | ia 8) 


D) étant une forme quadratique positivement définie, les racines 72, 72 
‘équation algébrique en r? 


Ms Me Fr p”(e”) 
| M? (2 (c’) ot Mi? p (c ) a M; E M} ) 
( AR AG!) Lie Ch 

M; M} 


-0 (14) 


al 
Mer | 


positives et par conséquent deux des racines de cette équation en 7 sont 
tives et les deux autres positives. Soient 


EHEN, NP eg = Lie 
intégrales de (13) vérifiant les conditions 
limm,(t) =0, limm,(t)=0 pour {++ 
de la forme 
| = 0,68 7 Use" 5, My C Bie AAC, Don, (15) 
1 et C, sont définies par les conditions initiales 


t=O) m=C, + Ce, m=Cßı + CB. 
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Pendant la durée du processus l’on aura, suivant (5), 


(Sp) + (Gey = -240. 


CIJUeS AVEO Ili == I 
Après tout ce que nous avons dit dans nos mémoires précédants il | 


phénoménologiques correspondantes, l’integration du système (13) ne présé 
tant aucune difficulté. 

Considérons le cas spécial où la seconde phase ne contient que le composa® 
M, c'est-à-dire où l’on a M$ = 0, M3 = M,. Dans ce cas l’on a 


; " OD’ 020” 02D” 
Mo öM, öM, OF OM? OF OMY 0MZ = Oy OM yz? =0. 
De 
Od’ Op” 
omy ie tomy Ma 
on tire 
OD” 
Me ue —_ = = 
DE OM om? @ u 
Les équations 
00) MOD, RED 
OME COM CNE NON RE 


déterminant l’état de l'équilibre thermodynamique deviennent maintenant | 


OD’ OD’ 
om ana 


et l'équation (12), en négligeant les termes de degré > 2 en m, et my, devit 


1 M VA AT 2 


Ainsi le système (13) se réduit dans ce cas à l'équation unique 


d?m M ne 
TRE quiz PO) m. 


- (MJ?) (et dm M 5 
m=Ce AE > t= CEA pi(c’) . 
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Propriétés des intégrales des systèmes du type (4) 


ous avons vu que le système (4), caractérisant des processus irréversibles 
le cas où T et p restent constantes est du même type que le système 
uations différentielles correspondant au cas d’un système adiabatiquement 
Dans les deux cas les forces X, proviennent des formes quadratiques 
tivement définies, soit de 


1 
zZ ze X%, AVEC Gr Sri- (18) 


ik 


i tous ce qui va suivre se rapporte aux deux cas et aux cas analogues se 
entant dans l’étude des processus thermodynamiques irréversibles. 
Souvent on sera obligé de donner des poids différents aux forces X;. Ainsi, 
exemple, dans l'étude de l’osmose le passage des molécules à travers une 
i poreuse dépend, entre autre, du parcours moyen des molécules, ce qui 
e une sélection des masses. Ici encore nous nous bornons au cas de deux 
ables indépendantes pour mettre au claire l'influence du poids sur la 
e des relations phénoménologiques. 

Considérons le systéme d’équations différentielles 


dx oP 

a 9, = g1 %1 + 82 2 = À, | : 
(19) 

0°%5 | 


oP = 
Ge Rossini lisse avec A>0, 


s intégrales correspondant aux conditions de limites 
limz,(¢)=0, limx,(i) =0 pour À > +oc. 
n posant 
te CU On 
st conduit, pour la détermination de 7 et de B, aux équations 


Bun 7 Ben =), Ao, tPAga-)=0, (20) 


l’on tire pour r? l’&quation 
| 
at 812 | x 
| = 74 — 77 (A ges + Eu) +A (Gun 822 — Sia) = 0, (21) 
À &n Ag r? | 
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Pour À — 0 la valeur de l’expression sous le signe du radical est positive. 
expression ne s’annule pour aucune valeur réelle de 2 tant que g,, + 0. 
En effet de 


soma ea di ire étui 


qu'on peut écrire sous la forme 


Are 2A len 8e 28) rel. 
on tire 


Gears Lin Lao — 2 Bio + Ver: — Pe S22 
va 852 


titan TE pe 


Or comme 9,1% + 2812 X1 Xo + Soo X, est une forme quadratique posi 
ment définie, l’on a 


i 
811 822 — 812 0, bu > 0, Ge 0. 
1° Dans le cas où gy. = 0 les équations (19) se réduisent à 

der d’xz 5 
“ae en ge tee 
et les relations phénoménologiques correspondantes deviennent 
%y=1,X%,, %= In‘; i 
on = Ibs, = O- 


2° Dans le cas où gy. + 0 la valeur de l’expression sous le signe du ra 
de (24) sera négative; A, et A, seront complexes et par conséquent les raci 
rt, 3 déterminées par (22) seront réelles et positives pour À > 0, comme 
s'en rend compte en écrivant (22) sous la forme 
| 
| 


2 gun +2 Gin + À 892 Ÿ? 
7h Eten + (ete) ne). 


Ainsi les quatre racines de (21) sont réelles: 
SOL OMR a anne er: 


Comme dans le processus physique on a lim x, = lim x, = 0 pour { > + 


il faut mettre C,= C,= 0 et prendre les intégrales du système (19) sous 
forme | 
Suen C, ei Cet = Cy re" + Cor, en | | 


t 3 / t A 
A2 = Cy Bye” + Cy Bae”, = Cia Bre + Cara ße". | i 
Avec ces valeurs de x, et x, on obtient pour les expressions de X, et X, M 


Xi = gu %1 + Bo X2 = Ci er (G11 + 12 Pa) + Ce en (Sir + 812 Ba) » | | 


Hefe + Sea Va — Cie len Pi) HC ea gon Pa) | 
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imination de C, e”’, C, e"' des expressions de x/, X,, X, d’une part et des 
essions de x3, X,, X, d’autre part conduit aux relations phénoménolo- 
es 
; : 
Mp ALES ht = 


uivant le chemin de notre premier et troisième mémoire on trouve Mobs 
s le cas de racines doubles l’expression sous le signe de radical de (22) 
être nulle et par conséquent l’on aura g,, — 0. Les équations (19) se réduisent 
équations (25) déjà considérées. 


barrières énergétiques envisagées au point de vue de la théorie des 
processus irréversibles 


a théorie des processus irréversibles exposée dans ce travail éclaire d’une 
ière nouvelle la question des barrières énergétiques. Pour ne pas compliquer 
osition considérons le cas n = 2. Les équations (4) s’écrivent dans ce cas 


dx a Lo d’X, — © L = fox 7 o [04 4bi ) 
Di: «11 1 1 819%, D ED 521. Ln 622) Von CVEC Sap NET (4 bis) 


intégration de ces équations par des expressions de la forme x, = «xe't, 
f e’* donne pour 


eine ur). 


ésignant par 7, et r, les deux racines négatives l’on a pour les intégrales 
ulant pour t = + co 


r,t Tot 4 2 rt 
f= Ca Bio € re, % = —Cy (21, — 77) e” 


2\ ptt 
— Ca (un —7 8) ee". 
ésignant par x?, xf les valeurs de x,, x, pour ¢ = 0, on aura pour déter- 
r les constantes d’intégration C,, C, les équations 


= Ci Rio + Cou, = —Cy (Girt) CS (ei 78) 


aleurs de C, et C, ainsi déterminées donnent, en général, pour les dérivées 
t, dx,/dt au moment ¢ = 0 des valeurs différentes de zéro. Pour que la 
r de dx,/dt, par exemple, soit nulle au moment ¢ = 0 il faut qu'on ait de 


O= Ci ri Lio + Cora Lo: 


onséquent, pour que les trois dernières équations soient compatibles il 
qu'on ait 

x 812 

x u Fa 


V1/25 
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On trouve de même pour que le flux de x, au commencement soit nul la co 


tion 0 
x I; ave Mae 
= En "17% doit être satisfaite. 
#2 812 


Dans le cas den > 2 on pourrait avoir des barrières correspondant aux ra 
multiples. 
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Zusammenfassung 


In einer Reihe von Publikationen in der ZAMP und in den C.r. Pariser Aka 
der Wissenschaften haben wir gezeigt, dass die phänomenologischen Relati 


x; ar X,, mit Lj, = Lys, 


im Falle eines adiabatisch isolierten Systems erste Integrale eines Systems 
rentialgleichungen von dem Typus 


sind, wo 


und wo AS den Ausdruck der Entropie im thermodynamischen Gleichge 
zustand bedeuten. In der vorliegenden Arbeit wird der Fall betrachtet, in de 
System, bei konstantem Druck und konstanter Temperatur gehalten, 
mit der Umgebung austauscht. Es wird gezeigt, dass auch in diesem Falle di 
nomenologischen Relationen (1) Integrale eines Systems der Differentialglei 
gen (2) sind, in denen ee 
X,= _0(— 49) 
und 
@= S— 


darstellen. Die so entwickelte Theorie wird auf die Phasentheorie angewe 
Im weitern folgt eine Untersuchung des Systems 
aK, ax, 2 
ae re de =) PX beiA>0, 
in welcher nachgewiesen wird, dass die ersten Integrale dieses Systems z 
nomenologischen Relationen (1) mit L,, = L,, führen. 
Zuletzt wird die Frage nach den energetischen Barrieren erörtert. 
(Reçu: le 26 juillet 1954.) 
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mmung der Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix 
mit Hilfe des Quotienten-Differenzen-Algorithmus 


Von HEINZ RUTISHAUSER, Zürich!) 


r Verfasser hat in zwei früheren Arbeiten?) Theorie und einige Anwendun- 
:s Quotienten-Differenzen-Algorithmus (OD-Algorithmus) behandelt. Die 
ende Arbeit befasst sich mit einer Erweiterung des QD-Algorithmus, 
das im Titel genannte Problem zu lösen gestattet. Zuvor behandeln wir 
als kurz die grundlegenden Eigenschaften des OD-Algorithmus: 


nn eine Potenzreihe f(z) = & s,,/z**! durch ihre Koeffizienten gegeben ist, 


0 
n man, von den Quotienten gl) = s,,,/s, ausgehend, mit Hilfe der 


ein (v +1) 
(+1) 


(v) Br re (+1) 
Io ey —1 Qo+ er (v) Io (=) 
EG 


(v) (v+1) 
€ = Ig. 


eidimensionales Schema von Zahlen g®, e® aufbauen: 


So 
(0) 
gi 
Si ei” 
a 
seine el ard ee 
12) CE (0) 
gi 9 93 
5 e®) ey) el) 


in der obersten Schrägreihe dieses Schemas stehenden Zahlen gl, el) 
auch in der Kettenbruchentwicklung der Funktion f(z) auf, es gilt näm- 
e formale Identität: 


al PP 
En 


e der wichtigsten Anwendungen des OD-Algorithmus beruht darauf, 
an das QD-Schema der Funktion f(z) auch von oben nach unten auf- 


nstitut für angewandte Mathematik der ETH. 

er Quotienten-Differenzen- Algorithmus, ZAMP 5, 233-251 (1954), und Anwendungen des 
en-Differenzen- Algorithmus, ZAMP 5, 496-508 (1945). Diese beiden Arbeiten sind im fol- 
immer als I und II zitiert; ein Hinweis wie etwa (II, 7) weist auf die Formel (7) der Arbeit II, 
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bauen kann, wenn die Funktion /(z) bereits als S-Kettenbruch gegeben is! 
heisst, wenn man die oberste Schrägzeile des OD-Schemas kennt. Die R 
sionsformeln hiefür entstehen durch Umstellung der Formeln (*) (vgl. II, 


q perl 

1) 1 +1 a 

qe TS GUN een, ey = Pas 
o 


Auf diese Weise lassen sich leicht die Pole von f(z) berechnen, da diese 
I, § 7, die Grenzwerte der g-Kolonnen des QD-Schemas sind: 
A. lam go alt eee 


Y— CO 


Die vorliegende Arbeit zeigt nun, dass dieses Prinzip auch auf Vek 
übertragen werden kann, das heisst, man kann Rekursionsformeln a 
durch die eine dem QD-Schema analoge Anordnung von Vektoren x!” er 
wird, die für v— oo gegen die Eigenvektoren v, der Matrix A konvergi 
Diese Rekursionsformeln sind ein diskontinuierliches Analogon zu den For 
(24) und (25) in [3]}). 


1. Die Bestimmung der Eisenwerte 


Zur Bestimmung der Eigenwerte einer Matrix A (oder eines Integralo] 
tors) kann man auf die in I, $ 2, beschriebene Weise einige Schwarzsche ] 
stanten berechnen und dann das OD-Schema, aufstellen. Die so erhal 
Werte q!”, q%’ geben dann einigen Aufschluss über die Lage der beiden à 
Eigenwerte, doch werden genauere Aussagen aus den in II, $3, genañ 
Gründen nicht zu erhalten sein. Es empfiehlt sich vielmehr die Anwendun 
OD-Algorithmus in der progressiven Form (II, $5), insbesondere wenn 
noch weitere Eigenwerte sucht. 

Die für diesen Zweck notwendigen Anfangswerte gl), e beschafft man 
im Falle eines Eigenwertproblems am besten mit Hilfe des Biorthogona 
rungsalgorithmus von C. Lanczos [1], [2], [3]; die Rechenvorschrift für d 
Verfahren lautet wie folgt: | 

Rechenvorschrift A: Beginnend mit einem beliebigen Vektorpaar x, 
berechne man rekursiv für o = 1, 2,..., n>) : 


Ar, Kg Ko Be X5-1 » Very AY Ya Ky nn as Yo-ı> 


E ) 
mit = 0; Ox == de ye) » t= e © le 
(Xo_1 Vo-1) (Xo, Vo) 

» Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf Seite 4( 
?) Bei unglücklicher Wahl von x, und y, können allerdings die in [3], § 4, beschriebenei 
eintreten. Wir machen aber hier und auch weiterhin die stillschweigende Voraussetzung, 

Anfangsvektoren für den BO-Algorithmus immer in allgemeiner Lage seien. 
3) Für o = n (Reihenzahl der Matrix A) müssen diese Formeln x, n+1 = Yn+1 = 0 ergebe 
man als Kontrolle benützen kann. Demgegenüber sind die ebenfalls im letzten Schritt bereel 
Grössen %, und Bie, wesentlich fiir die weitere Rechnung. 
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amit hat man zwar erst die Jacobische Form der Matrix A, aber durch 
ehrung der Formeln (I, 19) ergeben sich aus den «,, B, sogleich die ge- 
en Anfangswerte gl), el): 


oc 


| 
| B 
og (0) 1 
| CT e Or” | 
:. 
| B, 
| (D) (0) (D) 2 
COCA a ae 
do 
| (2) 
DI = (0) AU Broa 
Ufa Ome ae Go Om 
sl 
(0) (0) 
Gn RT 


veitere Rechnung verläuft nach II, $ 5. 


2. Das Problem der Eigenvektorberechnung 


ir gehen aus von der Aussage, dass die durch den BO-Algorithmus aus 

erzeugten Vektorsysteme %,, %2, ..., %, und 4, Va, -.., Y„ «annähernd die 
ivektoren der Matrizen A und A* sind, falls die Anfangsvektoren x,, y: 
net gewählt wurden » (vgl. [3], Satz 7, S. 54). Zwar sind die dort verwen- 
ı Anfangsvektoren x(t) = e4'? x) und y(t) = e4*"” y, für die gegenwär- 
Untersuchung nicht zweckmässig, jedoch kann man in völlig analoger 
e den folgenden Satz beweisen: 


atz 1: Falls die Eigenwerte von A verschiedene Absolutbeträge besitzen, gilt 
as mit dem BO-Algorithmus aus den Anfangsvektoren 


en = ar AD; yon = (Any 9 3) 


ste Biorthogonalsystem x2"... x2, yu, ym: 
ür u > oo streben die Vektoren x”), y?") (o=1,2,...,n) gegen die Eigen- 
en der Matrix A bzw. A*}). 


ie praktische Bedeutung dieses Satzes ist zunächst gering, da der BO- 
ithmus mit den Anfangsvektoren (3) bei grossem y numerisch instabil ist. 
Aufrundungsfehler haben dann nämlich eine mit wachsendem o zuneh- 
le Verfälschung der Vektoren x?” und y”“) zur Folge, welche so stark sein 
, dass die Aussage von Satz 1 völlig illusorisch wird. 


Diese Konvergenzaussage bezieht sich nur auf die Richtung der Vektoren. 
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Angesichts dieser Tatsache scheint es zweckmässig, den BO-Algo 
nicht mit einem nach (3) vorbehandelten Vektorpaar zu beginnen, sond 
einem Paar von Vektoren x), y), an welchen alle Eigenvektoren gleicl 
beteiligt sind!). Allerdings sind dann die x, y® (o=1,2,...,n) z 
Biorthogonalsystem, jedoch auch nicht angenähert die Eigenvekto: 
Matrix A bzw. A*. Wir werden aber in $ 3 zeigen, dass man aus diesen 
die den Anfangsvektoren (3) entsprechenden Biorthogonalsysteme x 
rekursiv berechnen kann, ganz ähnlich wie man die gl, e® mit Hilfe ¢ 
meln (II, 4) rekursiv aus den g{”), el” erhält. Dabei ist diese rekursive - 
nung der x?“ und y“ durchaus numerisch stabil. 


3. Rekursive Berechnung der Vektoren x?”), y°“) 


Wir ziehen nun auch die mit dem BO-Algorithmus verbundenen Po 
P.(2)”) in den Kreis unserer Betrachtungen. Diese können unter Verw 
der in (1) auftretenden Grössen «, und B, wie folgt rekursiv definiert \ 


pa)=0, Hl) =1, | 
no Se ee 


Diese Sen gestatten eine explizite Darstellung der Vektoren 
(=1,2,...,n); es gilt nämlich?) 


+1 DA) mi Wr Be) u 


Im weiteren wollen wir auch die Ro p?”) in wi ziehen 
analoger Weise aus den Anfangsvektoren x{24 = 4# x und y@” = (2 
hervorgehen. Hierüber gilt: 


Satz 2: Man bilde mit x ne x), y) einerseits die S 
schen Konstanten s, = (A* x, y) und mit N das OD-Schema nac} 
Fes das P-Schema nach I, 4 Führt man anderseits mit den Anfangs: 

ven, y," aus (3) den BO-Algorithmus durch und bildet analog zu (4) die Po 
pe “), so sind diese identisch mit den gleichnamigen Polynomen in der (: 
Schrägzeile des obenerwähnten P-Schemas. 


Beweis: Bildet man war 2 Konstanten s* mit den Anfangsve 


x, yP" (an Stelle von x, y), so erhält man wegen s* = Sone 
1) Ein Vektorpaar, dessen Komponenten Zufallswerte sind, wird dieser Bedingung in < 
genügen. Noch besser ware freilich eine Vorbehandlung durch Multiplikation mit 4 sn bzw 
die die Anteile der absolut kleinsten Eigenwerte verstärkt. Bei positiv definiten symm« 
Matrizen kann statt dessen Vorbehandlung mit einem Verfahren von Karusu [4] empfohlen 
Dieses benützt A nicht. 
2) Diese Polynome sind in [3], $ 5, mit Po+(A) bezeichnet. 


3) Vgl. etwa [5], Formel (9), S. 983. Der Vektor &, entspricht dabei unserem p44 
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1a und ein zugeordnetes P-Schema, welche offenbar auch durch Ab- 
den des OD- (bzw. P-) Schemas der s, oberhalb der mit 2 x numerierten 
szeile entstehen: 


So 
m 

cS ei) 
m a 

5 ; Ey ei) 

qa 
Pistes 
Gm. 
en eeu) 2 

gi" qo 


- sind aber die #°”) des P-Schemas nach I, § 8, auch die Polynome von 
os für die Anfangsvektoren x"), y), was zu beweisen war. 
ch (5) lassen sich nun auch die in Satz 1 auftretenden Vektoren x"), y?”) 
die Polynome des P-Schemas ausdrücken: 
2u 2 2 2 0 
vun = DEA) zen = 4 98™(4) a, | . 
2 (2 ) (2 4 0 
ver) = pm (ar) 2" = (Ax) p2M)(4%) 0). | 


orteil dieser Darstellung beruht darauf, dass es fiir die hier auftretenden 
ome ~°” Rekursionsformeln gibt, die wir zum Teil schon in I, § 4, her- 
+ haben. Aus (I, 5) folgt nämlich 


2 pen ut Vig z)= BA) (2) + gen) OE: 2) , 
aus (I, 6) 
2) — 2) = — zen gend. 


is durch Addition 


z per #2 (z ) = C4) (7) + Nae 24) Bez De ee pe. PRE N (7) 
war für o = 1, 2,..., n und für alle w, jedoch unter Beachtung von ef) = 0 


") (z) = 0. Setzt man in (7) die Matrix A an Stelle der Variablen z ein und 


n+1 
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multipliziert dann das ganze mit dem Vektor x{?"), so folgt mit (6) 


A pe#+2)(4) ae 2) = = Hv en jo ger x C7) A SE (#72) A) x 


o-2 


und weiter wegen A x2) = x a +2). 


CMP) _ „ar SE ge) „er PT. igi ee) Kent?) | 
für ¢= 1, 2,..., ” und fir alle u. 
Dabei ist immer e?“*) = 0 und x?" = 0 zu setzen. | 


Diese Formel ermöglicht offenbar die rekursive Berechnung der in Sa 


nannten Vektoren x", xP”), ..., x") _ und damit die Berechnung der 
vektoren — aus den x), wenn man sie für jedes feste u (u = 0,1,...)n 
ander fiiro =1,2,..., n anwendet. Analoge Formeln gelten für die Vekt 


doch werden diese im weiteren Verlauf der Rechnung nicht mehr geb 
Die in (8) auftretenden Skalare gl, el) lassen sich natürlich ebenfalls r 
aus den g(”, e berechnen (vgl. II, $5). Wir ue jedoch auch die 
Formeln (II, 4) nicht auftretenden Grössen «?"), BC# po welche 
Vektoren x, y®# gehören. Diese hängen mit den g2#), e@® nach II, ! 
folgt zusammen: 

a = ge) NE Era Denn er ln 
während sich umgekehrt g°”, ec?” aus «?”, 824 nach (2) ergeben. Ins 
erhält man so zur Bohne der Eigenwerte und Eigenvektoren einer 
A die Rechenvorschrift B (siehe Seite 393). Weil diese die Kenntnis deı 
den BO-Algorithmus berechneten Grössen «,, Bj, x, voraussetzt, mu 
gängig die Rechenvorschrift A durchgeführt werden. 

Auf Seite 394 zeigen wir als Beispiel die Bestimmung der Eigenwert 
dreireihigen Matrix mit Hilfe der Rechenvorschrift B; das Beispiel | 
allerdings keinen auch für grosses n schlüssigen Vergleich mit anderen Met 
Die Matrix sei 


Wir verfahren erst nach Rechenvorschrift A mit x, = y, = (1, 0, 0) un 
nach Rechenvorschrift B. Die Tabelle auf Seite 394 zeigt für u = 0 
Ergebnis von Rechenvorschrift A erhaltenen Ausgangswerte SA A 
weiter die mit der Rechenvorschrift B erhaltenen Grössen. Man erker 
4 = 4 bereits die ungefähren Eigenwerte und Eigenvektoren. 

Das Beispiel zeigt ferner, dass die Vektoren x2# nur der Richtun 
konvergieren, während ihre Längen zum Teil gegen 0, zum Teil gegen © s 
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atrix 393 
Rechenvorschrift B}) 
| 
if | 
ET? | 
| 
(24) | 
[2 
en) | (e=1,2,...,n) 
Oo 
(1,2...) mi) 
a VII 
| = u+1>u 
NV 
| | 
> 
(24) (| 
e N 
7 (a = nt) |A 
A 2 
ez) > gar) 
| 
BEI) 0> ee) 
eu) = le) > ger) (Gy, oan) 
77) 
— Seen!) (GENE ni) A 
| Æ 
m+1) 
eBH+D I „au+2) (o = 1.2 n) 
= M WERE 
Fan 9h) tat er 
| 
Y 
| 
: 2u +2 
PEN ; 
2 2u+2 2u+2 ae 
gem zen _ BH) But spp +2) 


sogenannte «Ergibt-Zeichen» > bedeutet, dass die rechts davon stehende Grösse in der 
n Weise zu berechnen ist. 0 > u bedeutet, dass der Index L den Wert 0 annehmen soll. 
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xönnte jedoch an Stelle der Vektoren x” die Vektoren 


hten, welche im eigentlichen Sinne konvergieren, und die Arbeitsvor- 
t B auf die Berechnung der £") umstellen. Dies ist jedoch nur eine Frage 
echentechnik und soll hier nicht behandelt werden. 

enn die Matrix A komplexe Eigenwerte besitzt, so haben diese paarweise 
e Absolutbeträge, so dass Satz 1 nicht gilt. Wenn aber 7, , 1 Ap ont, 
1 keine weiteren Eigenwerte denselben Absolutbetrag besitzen, so kon- 
rt wenigstens die von x"), x, aufgespannte Ebene für u > oo gegen 
n den Eigenvektoren v,, ,, und V», 3 = Vm +4 aufgespannte Ebene, während 


olynom 
de [x a A ede an 7 Ba 


ein Polynom mit den Wurzeln },,., und A.» konvergiert. Die Eigenvek- 
px und v,,,5 erhält man dann als Grenzwert von 


a A [2 er is a 2] BG a , 


hdem man 4, ., oder /,,,» fiir À einsetzt. 


Betrachtung des A bbrechfehlers 


nn man den durch die Rechenvorschrift B gegebenen Prozess bei einem 
mten u abbricht, so sind die Vektoren x” nur angenähert die Eigenvek- 
yon A. Den Abbrechfehler kann man am einfachsten durch die Betrach- 
er Beziehungen 


A a = a + abe 0 + BA afte a) 


tzen, wobei natürlich Bf” = 0 und x?) — 0 zu setzen ist. (10) beruht 
‚ dass die “ u, Ye “) für jedes y ein Biorthogonalsystem nach Lanczos 
und die a’), pl to Elemente der zugehörigen Jacobischen Form von 

. Wenn man a y®#) in der Rechnung mitführt, Sn man übrigens die 
gonalität der ae Vektorsysteme x?” und y®” als Rechenkontrolle 
en; 


quadratisch konvergentesVerfahren zur Eigenvektorbestimmung 


' OD-Algorithmus in der bisher angegebenen Form (ausgenommen in 
konvergiert linear, das heisst, die in I, Satz 3, behauptete Konvergenz 
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der g! >, und der el) >0 (für » + oo) ist ungefähr so gut wie die I 
vergenz einer geometrischen Reihe; dasselbe gilt für die Vektoren x?” 
Rechenvorschrift B. Wenn aber die Matrix A symmetrisch ist, so kann sie 
in $3 beschriebenen Prozess zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenvekt 
wesentlich beschleunigen. Das Prinzip dieser Konvergenzbeschleunigung 
dasselbe wie in II, $ 7; es beruht auf einer Verschiebung des Koordinaten 
punkts der 2-Ebene. Für das Folgende nehmen wir an, die Eigenwerte $ 
einfach und der Grösse nach geordnet: A, > Ap > Ag > > A,. 

Wir gehen aus von den Grössen x", «®, 8, die man mit Hilfe des 
Algorithmus von LANCZOS aus einem Anfangsvektor!) ermittelt hat. Aus 
sen würde man nach Rechenvorschrift B schrittweise al), B®, x”, dann@ 
B%, x usw. berechnen. 

Nun ist aber der BO-Algorithmus im wesentlichen invariant gegen 
einer Spektralverschiebung, das heisst, wenn man ihn mit demselben Anfa 
vektor x, aber mit A = A —tE an Stelle von A durchführt, ändern sich 
die &, zu &, = «, —t; die x und B bleiben unverändert. Wenn man also nacht 
Berechnung von &,, B,, x, (gemäss Rechenvorschrift A) die Grössen &, = a 
(=1,2,...,n) bildet und mit diesen in die Rechenvorschrift B (Feld II) 
geht, verläuft der ganze Prozess wie wenn man mit der Matrix A — 48 
Stelle von A gerechnet hätte: An Stelle der 8%"), die ungefähr wie (A,.ıl 


gegen 0 konyergieren, erhalten wir jetzt eS Werte pen, 
[(Ag1 — HA, — #)]?“ gegen 0 streben. 

Für ¢ setzt man vorteilhaft einen Näherungswert für den kleinsten Eige 
wert À, ein, dann wird Ur — t)/(A,-1 — t) klein, 2 Se per } rasch gegen 0 
vergiert (und ebenso «?”) gegen A, — t, sowie x?) gegen À „). Damit wird 
Konvergenz des Verfahrens zwar besser, bleibt Ane: linear. Es lässt sich je@ 
bereits nach einem Schritt auf Grund der neuen «- und B-Werte ein bess 
Näherungswert für A, angeben, was man für eine weitere Spektralverschiel 
verwenden kann. Auf diese Weise wird die Konvergenz immer schneller 
schliesslich 6") so klein ist, dass £?“ praktisch ein Eigenvektor ist und % 
age), ..., £2" einen bezüglich A invarianten Teilraum aufspannen. Man] 
in diesem Fall «,, 8,1, x, einfach weglassen und dasselbe Rechenverfahrel 
die verbleibenden Grössen anwenden. Dies bedeutet, dass man nach Abspalt 
des Eigenvektors v, im Teilraum der verbleibenden Eigenvektoren well 
rechnet und so nacheinander alle Eigenvektoren erhält. 

Die Zusammenfassung dieser Überlegungen ergibt eine Rechenvorschriit 
die aus den Feldern I, II, IV, V, VI der Rechenvorschrift B mit den auf Seit@ 
angegebenen Ergänzungen besteht. Diese Rechenvorschrift liefert nacheinaml 


1) Wenn man bei symmetrischer Matrix A ein Paar von gleichen Anfangsvektoren # 
wählt, so liefert der BO-Algorithmus #5 = yo für alle o, man braucht also nur mit einem Ves 
system zu arbeiten, und dieses ist orthogonal. 
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igenwerte À; und die zugehörigen Eigenvektoren v; (j = n, n —1, ..., 2, 1) 
Feld IX der Arbeitsvorschrift C). 

raktische Uberlegungen haben gezeigt, dass man als Koordinatennullpunkt 

kmässig eine untere Schranke für die noch verbleibenden Eigenwerte von 

ihlt: Ist der Koordinatennullpunkt nach yw Schritten insgesamt um £ ver- 

yen worden, so verschiebt man ihn im nächsten Schritt um 6,, wo dy eine 

ichst gute untere Schranke für die Eigenwerte der Jacobischen Matrix 


ne ge | 
2 
1 af pte | 
jens ES er Er | (11) 
ce xe x 
| Caen Den | 


eld IIIa der Rechenvorschrift C benützt eine Formel von GERSCHGORIN 6] 
ie untere Schranke der Eigenwerte von (11), doch gibt es noch andere und 
Teil wohl bessere Möglichkeiten. 


trag bei der Korrektur. 


lumerische Experimente lassen es als vorteilhaft erscheinen, zuerst nach 
n $ 1 erwähnten Methoden die Eigenwerte allein zu bestimmen und dann 
ie Rechenvorschrift C anzuwenden, wobei die ob so zu wahlen sind, dass 
cheinander die 2 Eigenwerte durchläuft. Auf diese Weise erhält man die # 
vektoren in # Schritten. 


genwerte und Eigenvektoren unendlicher symmetrischer Matrizen 


ür unendliche Matrizen bzw. Integraloperatoren kann man natürlich den 
lgorithmus von LANczos?) nicht zu Ende führen, wie dies für die Durch- 
ıng der Rechenvorschrift B oder C notwendig wäre. Praktisch gilt dasselbe 
schon für endliche Matrizen grosser Reihenzahl. 

ekanntlich kann man aber bei symmetrischen und positiv definiten Ma- 
(bzw. Operatoren) auch dann eine vorläufige Information über die gröss- 
igenwerte und die zugehörigen Eigenvektoren erhalten, wenn man nur ein 
Iständiges Lanczossches Orthogonalsystem und die zugehörigen «, 8 be- 
et. Man kommt jedoch in die bereits in § 2 genannten Schwierigkeiten, 
d man versucht, genauere Resultate zu erzielen, indem man den Anfangs- 
r x, durch Multiplikation mit A vorbehandelt (sogenannte « Voriteration »). 


Vgl. Fussnote 1, Seite 396. 
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Rechenvorschrift C 


x 
n—-1>”7 —<- 
von Feld II à 
(Rechenvorschrift B) ia XI | 
| = 
ITa | O2: = an 
ein 
| 05%, | 
| Sf 
Y | Nein 
| <— < 
Y 
Illa | 
Mi 2u APE] a2] | 
Bee { a, # = y 1s à) BE Vie“ La VE On 
(mit pee) = pew) = 0) 
Y 
IIIb | 
bi On => Cu 
ol) ES ö, = gie) 
Br oe 
ge") z ore (o = 1,2 n — 1) 
Go FARM Pat] 
2) _ (24) _ 5 (2) | Von Feld VI 
ER, du > Got (Rechenvorschrif 
| 


nach Feld IV 
(Rechenvorschrift B) 


Es dürfte daher von Interesse sein, dass die in § 3 entwickelten Methoden 
auf diesen Fall mit Erfolg angewendet werden können. 

Wir setzen im folgenden eine symmetrische und positiv definite Matri 
voraus und bestimmen für diese ein unvollständiges Lanczossches Orthogo: 
system X, ...,%, und die zugehörigen Skalare 04, a, ..., Gm; Pr 
indem wir mit einem geeigneten x,1) die Rechenvorschrift A bis inklusive o 
durchrechnen. Hier ist m eine nach Bedarf festgesetzte ganze Zahl <n; 
zu entwickelnde Verfahren wird dann die m grössten Eigenwerte und die 
gehörigen Eigenvektoren liefern. 

Dier Grössen no 0 „Br: nn Kern py, Sind zusammen Hs 
durch Formel (1) für o = m ebenfalls berechneten Vektor x, ., die Ausg 


1) Für die Wahl dieses Anfangsvektors siehe Fussnote 1, Seite 390. 
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e für das weitere Vorgehen und werden su künftig mit dem oberen 
x 0 ue Man erhält aus den « und B{° ohne weiteres g'", ..., qi)’; 
D, el), (Feld III der Rechenvorschrift B), doch kann man dans nach 
Formeln in Feld IV nur noch gl), ..., gi) ,; e(!’, ..., ef), berechnen, weil das 
erechnung von gl) notwendige e( fehlt. Ebenso erhält man aus den gl 
ach Feld V der Rechenvorschrift B nur noch æ), ..., «!?) ,; B?, ..., pl 1. 
»gen erlauben die in Feld VI stehenden Formeln die Berechnung der Vek- 
1x0), .…, x, weil ja xŸ),, am Anfang vorausgesetzt war. 

Im nun einen dem u year nas analogen Zustand ei müssen 
uso noch «®), B® , und x), berechnen. Weil die x) ebenfalls noch ein 
zossches Orthogonalsystem!) für den Anfangsvektor x?) bilden, kann 
die fehlenden Grössen mit Hilfe der Formeln (1) für o = m berechnen. Ins- 
nt ergibt sich die Arbeitsvorschrift D (siehe Seite 400). 

Die so berechneten Grössen «?”), ..., «(7 konvergieren für u ga gegen 
1 grössten Eigenwerte der Matrix A und die Vektoren x?”, ..., x" gegen 
ugehörigen Eigenvektoren. Im Gegensatz zur Rechenvorschrift B verlangt 
ienvorschrift D bei jedem Iterationsschritt die Multiplikation einer Matrix 
einem Vektor. Dies ist offenbar der Preis dafür, dass mit einem unvollstän- 
n Lanczosschen Orthogonalsystem gearbeitet werden kann. Dennoch sticht 
Verfahren vorteilhaft ab, wenn man bedenkt, dass für einen Iterations- 
itt, der m Vektoren x?” simultan verbessert, nur einmal eine Matrix mit 


n Vektor multipliziert werden muss. 


..;, 


Anmerkungen zur Rechenvorschrift D 


) Es mag rechentechnisch von Vorteil sein, den SERIES x"), (siehe Feld 
) gar nicht zu berechnen, sondern den Ausdruck für x'”, in die Formel (8) 
m) einzusetzen; es resultiert dann nach einigen Umformungen die Bezie- 


(2H a) 2 A (2) = (2), a erneut) were = e24) eZu+l) rn £ (12) 


m—1 "m-2 


e Formel kann dann für o = m an Stelle von (8) zur Berechnung von x" **) 


endet werden (anschliessend an Feld VI der Arbeitsvorschrift D). 

)) Während die Formeln in Feld VI der “hour > nicht sehr 
findlich auf Rundungsfehler sind, ist die Berechnung von x%', (Feld VIII) 
eser Hinsicht weit mehr gefährdet, vor allem für grosses u. Es > daher 
um, den nach den Formeln in Feld VIII berechneten Vektor x”), einer 
chorthogonalisierung» zu unterwerfen, indem man benützt, dass die x”) 
edes x ein Orthogonalsystem bilden müssen. Diese Orthogonalitätseigen- 
ft kann natürlich auch für Rechenkontrollen benützt werden. 


) Siehe Fussnote 1, Seite 396. 
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Rechenvorschrift D 


II 
tees Da) (o= 1,2 m + 1) 
Co => oc) (GS er) Ville WR ee 
BR Fol, 2 me 1) A wu) berechnen 
| Sy ke pall 
i i (72H), #20) 
En ae (és) 
pen en | A ai — hen Be, 8 
ge) er 1.2 MED 
22 — ns gen | 
IV 
0 = ened) N 
ger a era) _ LS Au) 
oo es ao 
| 
Ban 
gern E ut) > ou +2) (= 2 eon VII 
gel) a! > ee) (C= he ‚m —.2) | Be | 


VI | 
0 = gee +2) | 


(24) (24) „(2u) (24 +1) a +2 
Fy ct She RON tie 2. net (ln Zen) 
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Auch bei dem durch Rechenvorschrift D definierten Verfahren ist noch 
Konvergenzverbesserung möglich, indem man bei jedem Iterationsschritt 
zeeignete Spektralverschiebung um 6, vornimmt. Sind die Eigenwerte Ae 
latrix A der Grösse nach numeriert und ist 2 der kleinste noch interes- 
de Eigenwert, so sind die 0, so zu wählen, dass die sich daraus nach 
tsvorschrift C, Feld IIIb, ergebenden t, das Intervall 0 < 1 < 2, mög- 
dicht ausfüllen. Diese Methode der Konvergenzbeschleunigung ist in der 
ationsrechnung als Überrelaxation bekannt. 
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Summary 


0 previous papers (in Vol. V) describe theory and some applications of the 
nt-difference (= QD-)algorithm. Here we give an extension which allows 
termination of the eigenvectors of a matrix. Let an), RE 2.0) be a coor- 
system in which A has Jacobi form (such a system may be constructed 
lethods of C. Lanczos or W. Givens). Then the OD-algorithm allows the 
iction of a sequence of coordinate systems 22H), ey „er, (= di 2,20%) 
converge for u + © to the system of the eigenvectors of A. 


ingen: 19. Juli 1954). 


126 


Kurze Mitteilungen — Brief Reports - Communications brèves 


The Indentation of an Orthotropic Half Plane 


By Harry DONALD Conway, Ithaca, New York, U.S.A.?) 


Introduction 


The first theoretical investigation of an indented half plane appears to | 
been made by Sapowskv [1]2), who calculated the pressure distribution ung 
flat-ended rigid block in contact with an elastic, isotropic half plane, the I 
being subjected to an axial force. Sapowsky ignored the shearing forces bet 
the block and the half plane, and thus assumed that the half plane was defo 
only by normally applied forces. 

Further progress was made by OKkuBo [2], who treated the same proble nl 
took into account the frictional forces between the block and half plane. O 
observed that, in so far as the calculation of the contact pressure is conce 
the effect of friction could be neglected. Due to the slipping which may océ 
practise, it is probable that the frictional forces are smaller than those comp 
by Oxuso. For the above reasons and because the inclusion of the frict 
forces considerably increases the complexity of the problem, further im 
gators have chosen to ignore them. 

A very considerable advancement was next made by SCHUBERT [3], whos 
a simple general solution of the integral equation for the contact pressure. k 
this equation, he calculated the distribution of pressure under a flat-ended I 
subjected to non-axial force, and also the pressures under a variety of shap 
axially loaded rigid blocks. A number of these problems have been disc 
independently by SNEDDON [4] using a Fourier transform method, and by 
[5], [6] using a complex function method. However, SCHUBERT’s method of sol 
is the simplest. 

Recently, OKUBO [7] has re-examined his earlier work, and has extende 
results by assuming that the block is flexible but ignoring the frictional fe 
He has given graphs of the contact pressures and deformation shapes for se 
ratios of the moduli of the block and half plane. 

The present work is concerned with the contact pressure between a rigid 
and an orthotropic half plane, some physically interesting results being obta 


Analysis 


Consider an orthotropic half plane whose plane boundary corresponds 
the x-coordinate axis, the plane being subjected to a normal concentrated 10 
acting at the origin. Assuming that the x-, y-coordinate axes correspond wit 


) Cornell University, College of Engineering, Dept. of Mechanics. 


1 
2) Numbers in brackets refer to References, page 404. 
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ipal axes of orthotropy, it can be shown that the stresses [8] are given by 


Oo, = 5— ee — rc 
© me (a w+ y?) (ai x? + y?) 
AE Pa + %) y? : (1) 
Ym (08 #2 + y?) (a8 x? + y?) 
P (a + %) x y? 
Try = eT at : 


05 = Sy/S,anda? + of = (Seg + 2 S,2)/ Sa, the elastic constants being 
od by the stress-strain equations 


Ey = S11 Op + Sindy, fy = Sy Sy + 512%, Yay = See Toy: (2) 


ituting the first two of equations (1) in the second of equations (2), integra- 
and assuming that the displacement v = Oat x = + a, y = 0, it is found that 


JP a? #2 + y2 5 a 42 y? 
m (0, — oy) [a Sa — Sie) log a? — (a2 Sp — Sie) log a: | 
(3) 
ows that 
dv =e al IP (ey + a) Sos 
Brio, Uv La o(#) aX - (4) 
an incremental load p(w) du at u from the origin gives 
(ti + %) Soo p(u) du 
1 ne So 22 aoe : 
Ya, 0(4) 7 X—u (5) 
ie slope of the half plane under a block of length 24 is 
A 
1 1 fp(u) du 
f ur Er vi N\A Race Es 
CALETA SS Ya, 0(%) 2 =| eu (6) 
— A 


otropy, & = %, = 1 and writing Sy, = 1/E in the usual notation, we have 


A 
1 f p(u) du 
27 Sie (7) 
=A 


a solution due to Hamer [9], SCHUBERT [3] has shown that equation (7) 
he distribution of contact pressure in the form 


Pu) 


A 1 VA? 2 
1 > = Ur, o(#) se SEO (8) 


APTE 2 x—U 
x VA u 2 
ws that the results for various shapes of blocks found from equation (8) 
so apply to an orthotropic half plane if E is replaced by the effective mo- 


2 
VE = —— . 
' (&ı + %) Soe 
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The block of greatest interest is that having a flat end, and this will be consi 

in detail. 

For axial loading, v7,0(*) in the integral in equation (8) is zero and th 

known result follows - 
IP 

n VA? — u: | 


If the load is applied with an eccentricity b and contact is made over the 
length of the block, vl, 9(¥) = B (a constant), the slope of the contact su 
the orthotropic version of equation (8) becomes 


p(w) 


1 TT 
p(u) = nVa?— ut [P 2 Ey pul. 
For equilibrium 
A 
f 4Pb 
= SNe 2 a 
Pb | ble) eau E, A?B B= na: 
A 
Thus 
bu 
u) = u il + 2 5 | 
plu) ae | 2, 


If b> A/2, it follows that contact will cease over part of the block. Ass 
that the contact length is 2a, where a< A, it follows from equilibriu 


PRS ee ay) = | plu) u du, = ZT Ea" B 


and | 
p(u) = ——— fe ae 20 ae. 


a? 

Now p(— a) = 0, a= 2 (4 — b) and, from equation (12) 
PNR ES 2(4=b) +4 
1) = gan VE: 


All the above results, repeated from the work of SCHUBERT (3), are indepe 
of the elastic constants of the half plane. Thus it follows that the pr 
distribution under a flat-ended block subjected to any loading is independ 
the elastic constants of the half plane, including the special case where «, = 
and the half plane is isotropic. This statement is only true for flat-ended b 
and is not true for blocks having other contact surfaces, although the f 
the pressure distribution will be the same. 


REFERENCES 


[1] M. Sapowsky, Zweidimensionale Probleme der Elastizitätstheorie, Z. ai 
Math. Mech. 8, 107 (1928). 

[2] H. Oxuso, The Stress Distribution in a Semi-Infinite Domain Having a 
Boundary and Compressed by a Rigid Body, Z. angew. Math. Mech. 2 
(1940). 


21955 Kurze Mitteilungen — Brief Reports — Communications brèves 405 


. SCHUBERT, Zur Frage der Druckverteilung unter elastisch gelagerten Trag- 
erken, Ing. Arch. 73, 132 (1942). 

N. SNEDDON, Fourier Transforms (McGraw-Hill Book Company, New 
ork, 1951), Art. 49. 
. SEN, Bull. Caleutta math. Soc. 38, 117 (1946). 
. SEN, Note on Two-Dimensional Indentation Problems of a Non-Isotropic 
emi-Infinite Elastic Medium, ZAMP 5, 83 (1954). 

. OKUBO, On the Two-Dimensional Problem of a Semi-Infinite Elastic Body 
mpressed by an Elastic Plane, Quart. J. Math. Appl. Mech. 4, 260 (1951). 
: E. GREEN and G.I. TAYLOR, Stress Systems in Aelotropic Plates 1, Proc. 
oy. Soc. [A], 773, 162 (1939). 
. HAMEL, Integralgleichungen (Berlin, 1937). 


Zusammenfassung 


er Verfasser findet eine allgemeine Lösung für die Verteilung des Druckes 
hen einem Block und einer orthotropen Halbebene. Es wird gezeigt, dass 
erteilung des Druckes für den flachen Block mit allgemeiner Belastung un- 
ıgig ist von den elastischen Eigenschaften der Halbebene und auch genau 
be, als ob die Halbebene isotrop wäre. 


ved: May 7, 1955.) 


On the Oscillatins Cylinder Viscometer 


Aut A. K. IBRAHIM and ABDEL Monem I. KABIEL, Alexandria, Egypt!) 


our paper the theory of an oscillating cylinder viscometer part II2), the 
onship [Ref. 2, equ. (16)] between the magnification factor 0,/®, the viscosity 
Newtonian liquid and the constants of the apparatus was given. This rela- 
ip, although it covers liquids of any density and viscosity, is not a direct 
on between 7 and the other constants of the apparatus. A disadvantage 
ı has been already found in previous derived equations. 

the same paper”), the previous relationship was approximated and a simple 
la for the viscosity 7 [Ref. 2, equ. (19)] was deduced. Unfortunately, this 
la is applicable only to Newtonian liquids with 7 > 1. 

e object of the present note is to make the first relation [Ref. 2, equ. (16)] 
and applicable to Newtonian liquids with all values of 7. 

troduce a dimensionless parameter defined by 


V2B R= 5 [(22—1)?— 1p, (1) 


x may take any value, say 1, 2, 3, 4,... 


Physics Department, Faculty of Science, University of Alexandria. 
The theory of an oscillating cylinder viscometer, Part II, Att A. K. IBRAHIM and ABDEL 
I. KAB1EL, Z. angew. Math. Phys. 5, 398 (1954). 


406 Kurze Mitteilungen — Brief Reports - Communications brèves 
Thus, it is found that 


(gy sector Ci + Di 


D G+D+4%+B+G+D 
where 

. 9 

en 

3 9 

Deren 

A, = [ri o?2 — — za) | sin? ne Ta 

Ber ee 

B; = | a Fe ih A w Vx | sin Vr=1, 

N a ee 

Eco o a en R Vas 

NEE zur it ee eae Rod 

De RER Ve + Move sinh Ve, 
and 


, 9 (Tw? — x) V(2 % — 1-1 
: RRO ae : 


Equation (2) satisfies the experimental curve only in one point of a © 
value of (n, and w,). 
Hence, from (1) we have, 


‘ 


LE 
9y@x- 1-1 


= N 


Ss 


from which 7 is calculated. 


0,5 


10 
7(Y) 
Figure 1 
The variation of 09/@®o(1) for paraffin oil. 
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xperimental verification: 
sing the dimensions of OLDROYD’S, STRAWBRIDGE’S, and Toms’ apparatus}), 
aking x = 10, say, equation (2) becomes 


(05. \2 A, 10-93 4 
(a) = 24 ee oe (4 
D, 41-42 ni — 1834 n? + 27620 


e, on plotting the curve represented by this equation on the experimental 
» obtained by OLDROYD, STRAWBRIDGE, and Toms (see fig. 1), the point 
ersection corresponds to a value n, = 3 sl, 

ence, substituting in (3) we have 


iA CIC Is Sms 


is in good agreement with what was found in tables. 


Zusammenfassung 


ei Einführung eines dimensionslosen Parameters ist es môglich, die Bezie- 
11, Gleichung (16)] direkt herzuleiten und auf Newtonsche Flüssigkeiten mit 
Werten von 7 anzuwenden. 


ved: February 19, 1955). 


Mechanismus der Vereisung unterkühlter Wassertropfen 
durch disperse Keimsubstanzen 


Von HANS RUDOLF PRUPPACHER und RAYMUND SANGER, Zürich?) 


perimentelle Untersuchungen tiber die Eiskeimfahigkeit der Stoffe 


A. Einleitung 


ie Niederschlagsbildung stellt ein sehr wichtiges Problem der physikalischen 
rologie dar. Die Zahl der bis jetzt angestellten experimentellen und theore- 
n Untersuchungen ist sehr mannigfaltig, zeigt aber, dass man noch weit 
1 entfernt ist, ein einheitliches Bild über den Mechanismus der Phasenüber- 
von Wasser geben zu können. Vor allem sind die Vorgänge, welche im Ver- 
sprozess eine Rolle spielen, noch sehr unabgeklart. Im Vordergrund steht 
die Frage der Eiskeimfähigkeit der Stoffe, das heisst ihre Eigenschaft, die 
sung unterkühlter Wassertropfen einleiten zu kônnen*). Um vermehrten 
ick in die Vorgänge zu gewinnen, sind die nachstehend beschriebenen Unter- 
ngen angestellt worden, welche im Sommer 1954 begonnen und vor kurzem 
chlossen wurden. 


ÖLDROYD, STRAWBRIDGE, and Toms, Proc. Phys. Soc. (London) [B] 64, 44 (1951). 
Physikalisches Institut der ETH. 

Mit dem Ausdruck « Eiskeimfähigkeit » soll angedeutet werden, dass die Frage, ob es sich um 
- oder Sublimationskerne handelt, in dieser Arbeit im wesentlichen noch offengelassen wird. 
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B. Durchführung der Versuche 


Die Versuche erfolgten in einer Kühltruhe der Marke «Hill» nach der 
fahren von SCHAEFER-VONNEGUT?). Der Innenraum der Truhe bestand at 
Kühlkammern, die nur durch eine schmale Öffnung am Boden der Truh 
einander in Verbindung standen. In der Kammer, in welcher die Exper! 
durchgeführt wurden (Volumen etwa 80 1), war ein Holzgestell eingepas: 
zum Teil mit schwarzem Chiffon und zum Teil mit schwarzer Gaze überzoge 
In der vorderen Seite der Kühltruhe befand sich ein dreifach verglastes Be: 
tungsfenster. Der obere Teil der Truhe war zur Hälfte durch das Kühlsyste 
zur Hälfte von einer eingepassten Plexiglasplatte abgedeckt, in welcher sic 
der Untersuchungskammer ein Loch zur Einführung der Feuchte und der 
substanz befand. Pro Tag wurden nur Untersuchungen bei einer bsstiı 
Thermostateinstellung durchgeführt. Durch fünfstündige Vorkühlung bei 
Einstellung gelang es, bis zu Versuchsbeginn den Temperaturunterschied zw 
Boden und Plexiglasdecke der Kühltruhe auf 10° C zu reduzieren. 

Zur Beobachtung wurde eine Projektionslampe (150 W) verwendet, 
Licht mit Hilfe eines beweglichen Spiegels nur im Moment der Beoba 
in die Kammer gelenkt wurde. Damit konnte die örtliche Erwärmung du 
Strahlung auf ein Minimum gesenkt werden. 

Die feine Zerteilung der Impfsubstanzen erfolgte nicht durch Verdai 
sondern durch Luftzerstäubung der fein pulverisierten Substanzen. So 
möglich, die Zersetzungserscheinungen infolge Wärme und Luftsauerstoff : 
gehen und die Kristallstruktur der Substanz vor der Einstäubung eindeut 
zulegen. Die Substanzen wurden in einem Achatmörser pulverisiert (Te 
durchmesser um 0,5-2:10-#4cm) und durch einen 10-cm®-Puderzerstäub 
Plastik zerstäubt. Substanzen mit blättrigem, weichem oder biegsamem C 
ter wurden zusammen mit Glas, das bis — 18°C nicht keimfähig ist, pulw 
und so in sehr feine Form gebracht. Hygroskopische Substanzen wurden 
fortgesetztes Pulverisierungs- und Trocknungsverfahren in feinzerteilte 
gebracht. Nur im Falle von KI, Nal, AgNO, und I, musste das Rauchver 
angewendet werden. Zur Reinigung der Luft in der Kühltruhe nach den 
versuchen verwendete man ein Elektrofilter der Marke «Trion». 

Für die Temperaturmessung sind 5 verschiedene Thermometerarten (‘| 
silberthermometer, Widerstandsplattenthermometer, Bimetaltorsionstl 
meter, Thermistoren und Thermoelemente) nach 3 Gesichtspunkten € 
worden: Ein gutes und rasches Anpassungsvermögen des temperaturen 
lichen Teiles an eine gegebene Aussentemperatur, eine grosse Empfindl 
des Anzeigegerätes und eine möglichst geringe Platzbeanspruchung des : 
raturempfindlichen Teiles. Das erste Kriterium ist an Hand von Temps 
angleichungsdiagrammen untersucht worden, die für die einzelnen Therm 
aufgenommen wurden. Als weitaus am günstigsten erwiesen sich die T] 
elemente (Kupfer/Konstantan, 0,1 mm Durchmesser) und die Therm 
Philips 83900-1). Zur Gewährleistung einer möglichst guten Kontrolle de: 
peratur wurden beide Thermometerarten mit Hilfe verschiedener Instru 
geeicht und je sechs links und rechts in vertikaler Richtung in der K: 
montiert. Um Turbulenzen in der Kammer auf ein Minimum zu reduziere 
auch bei den Thermistoren sehr dünne Zuleitungsdrähte verwendet word 


1) V. J. SCHAEFER, Chem. Rev. 44, 291 (1949); B. VONNEGUT, Chem. Rev. 44, 277 (19 
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t dieser Temperaturmessanlage wurde der Temperaturverlauf in der unge- 
n Kühltruhe nach Einschalten der Beobachtungslampe und nach der Er- 
ng des Nebels durch Hineinhauchen kontrolliert. Währenddem der Einfluss 
ampe nur wenige Zehntelsgrad betrug, zeigte sich nach einem fünf- bis 
maligen Einhauchen ein Temperaturanstieg an allen Messpunkten von etwa 
12°C. Das Absinken der Temperatur erfolgte anfangs sehr rasch, war aber 
slich erst nach 7 min auf den Wert der ungestörten Kühltruhe gesunken. 


S 


IRC EEE SS CRITE GAN IANO, 


Lain 


NAN 


NT 
RS wen 


AN 


N 


SOON ES DEREN ES 


F = Einführen der Feuchte; J = Impfen; 
B = Beobachten; 1. = erste Eiskristalle; 
v. = vollständige Vereisung. 


Figur 1 
Temperatur-Diagramm zu Impfexperiment CuS. 


» Impfung in den ersten 2 min nach der Nebelerzeugung erfolgen musste, 
» daraus geschlossen werden, dass trotz der guten Anpassungsfähigkeit 
wendeten Thermometer die Hauchmethode sich für Keimfähigkeitsunter- 
gen nicht eignete. 

Hilfe eines Mikroflüssigkeitszerstäubers war es möglich, den Nebel durch 
> Zerstaubung des Wassers zu erzeugen. Infolge der geringen Luftmenge, 
Zerstäubung nötig war, und des Wegfalls der Kondensationswärme gelang 
Temperaturschwankung auf etwa 3°C zu reduzieren. Damit war eine gute 
ng der Temperatur im Moment der Vereisung gewährleistet. Um über die 
raturverhältnisse während jedes Impfversuchs genau orientiert zu sein, 
n jeweils 4 Temperaturgradientmessungen rasch hintereinander vorgenom- 
ungestörten Verhältnissen; nach der Nebelerzeugung; nach der Impfung 
ch der Beobachtung. Figur 1 illustriert den gemessenen zeitlichen Tempe- 
ıng in der Kühlkammer während eines Impfversuches mit CuS, aufge- 
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nommen in verschiedenen Höhen der Kammerl). Der vor der Feuchteeini 
und nach der Impfung im Bilde deutlich wahrnehmbare allgemeine Temj 
anstieg zeigt das Temperaturverhalten während den Arbeitspausen de: 
aggregates. 

Die Auswahl der Substanzen erfolgte zunachst rein kristallographisch-ch 
später hauptsächlich in Hinsicht der Polarisierbarkeit der Gitterbauste 

Um môglichst genaue Kenntnisse von der chemischen und kristallc 
schen Reinheit der vorliegenden Substanzen zu erhalten, wurde ein Dri 
Impfsubstanzen röntgenographisch untersucht. Unter diesen befanden s 
die Substanzen, die im Temperaturintervall 0° bis —10°C Eiskeimf: 
zeigten. Die Untersuchung ergab, dass keine chemischen Verunreinigung 
lagen. Dagegen zeigten sich bei einigen Substanzen kristallographische 
reinigungen. Im Falle des AgI- und ZnS-Präparates, in denen zwei krist 
phische Modifikationen zugleich anwesend waren, gelang es aber leicht, di 
Modifikationen zu erkennen und wenigstens approximativ ihre Mengen 
nisse anzugeben. 

Zur Gewährleistung der Sauberkeit der Oberflächen waren nur fris 
gut getrocknete Substanzen angewandt worden. Es wurde ferner darauf g 
Präparate zu erhalten, die unmittelbar vor der Einstäubung in den N 
Mörser zerkleinert werden konnten, so dass frische Spaltflächen vorlagen. 

Teilweise wurden die Impfstoffe selber laboratoriumsmässig dar 
diese umfassen die Stoffe: CuS, MnS, Ag,S, PbS, CoS, CdSe, ZuSe, Ag,S 
HgTe, CdTe, InSb, SiMg,, Cu;O, Ag,O, Ag,Cr,0,, Cul, CuBr, CuCl, TI 
PbCl,, Hgl,, Aul, AgCl, Agl. Die übrigen Stoffe wurden vom B.D.H. 
tory, London (British Drug Houses Ltd.), von Bender & Hobein, Züri 
tretung der Merck & Co.), und der Chemischen Fabrik Fluka in Buchs. 


zogen. 
C. Messergebnisse 


Die Wirkungstemperaturen, welche für die untersuchten Impfsubsta 
funden worden waren, sind in Tabelle 1 zusammengestellt. In der ersten 
kolonne sind die Temperaturen jener Kühlkammerhöhe angegeben, bei we 
ersten Eiskristalle in Erscheinung getreten sind, in der zweiten Kolonne ( 
peraturen jener Höhe, auf welcher vollständige Vereisung des Nebels erf 

Die beobachteten Wirkungstemperaturen lassen sich in fünf Grup 
ordnen: 224° bis) > Sn bis ae Oke bis AZ AED 


1) Für den zeitlichen Temperaturverlauf in der durch Einführung der Feuchte, das 
Tröpfchenluft, gestörten Kühlkammer kann auf theoretischem Wege die Formel 
Treo 


—k —R 
EG a eel ee tore KT] 
r K 


hergeleitet werden. Hierin bedeuten 7 die wahre Temperatur der Luft in der Kühltrı 
Temperatur des Thermometers, 7, jene der Kühltruhenwand (hier als konstant vore 
T, jene der eingeführten Tröpfchenluft und tT die Zeit. k, bzw. kx sind Konstante, die 
Ausdrücke 
lg2 lg2 
k,= — bzw. kx = x 


7 * 
Tr Tk 


gegeben sind, worin u bz WT die Halbwertzeiten für die Angleichung der Temp 
Thermometers an die Lufttemperatur bzw. der Lufttemperatur an die Temperatur 
truhenwand darstellen. 
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Wirkungstemperaturen dev untersuchten Impfsubstanzen 


Silberjodid (f-, y-Agl) . . 
Silbersulfid (Ag,S + Glas) . 
Cuprojodid (Cul) 
Cuprisulfid (CuS). 
Cupriselenid (CuSe) 
Kadmiumtellurid (CdTe) 
Bleijodid (PbI,) sme 
Vanadiumpentoxyd (V,O;) 
Mercuritellurid (HgTe) 
Silberoxydul (Ag,O) 
Kupferoxydul (Cu,O) . 
Kadmiumselenid (CdSe). 


Silbernitrat (AgNO, AUS ; 


Quarz (SiO,). 

Porzellan . 

Grammatit 

Olivin (Peridot) 

Lehm 

Goldjodid (Aul) 
Kupferoxyd (CuO) . 
Zinkselenid (ZnSe) . 2 
Silberchlorid (AgCl + Glas) 
Mercurochlorid (Hg,Cl,) . 
Mangandioxyd (MnO,) 
Tellur (Te) : 
Kaliumjodid (KI- Ratich) 
Natriumjodid (Nal-Rauch) 
Silberbichromat (Ag,Cr,O;) 
Jodoform (CHI,) He 
B-Zinn (B-Sn) 

Kieselgur . 

Aktivkohle : 
Bleichlorid (PbCl,) . 
Mercurijodid (Hgl;) 


Silberselenid (Ag,Se + Glas). 


Indiumantimon (InSb) 
Kadmiumjodid (CdI,) 
Stannooxyd (SnO) 
Berylloxyd (BeO) 5 
Thallojodid (TII + Glas) 
Kadmiumsulfid (CdS). 


Kali-Alaun (KAI(SO,), :12 H,O) 
Ammonium-Alaun (NH,AI(SO,), : 


cht wirksam bis —18° sind: 


H),, Ca(OH),, SrF,, BaF,, MgF,, CaF,, CdF,, ZnF,, 


Erste Eis- Vollständige 
kristalle °C Vereisung °C 


40 SIG 
42 a 
ag) 6505 
2210 = 47 
En oe; 
en. N 
Rp $ 10 
nd — 6,6 
=o 60 
62 END 
275.1 Ei 
= 50 = GS 
T6 170 
me sO 
176 13.5 
= 7930 = 12,0 
HS 135 
10.8 135 
30 — 10,0 
SPAY, Ss 
Sos 140 
110 2130 
ENS 1, 
95 — 14,0 
425 136 
1230 = 
es jrs 
212,0 — 14,0 
1210 25.0 
Mer) 2439 
2 0,5 2425 
= hs 44,0 
1210 = 43,9 
13,0 = 41410 
is 213.0 
— 15,5 217,0 
LES 0 = 170 
135 215.5 
— 14,0 15.0 
— 14,5 170 
— 14,4 60 
— 14,6 LEA 
215.0 = 17,0 


NaF, LiF, ZnO, SnO,, 


BaO, SrO, MgO, Al,O,, CuCl, CuBr, HgBr,, NH,Cl, NH,Br, NHI, L, ZnS, 


412 Kurze Mitteilungen — Brief Reports - Communications brèves 


PbS, CoS, MnSzrun, NHB; NaCl, KCl, Na,SO,°10H,0, Simorph, Sxtists Si, 
Biotit, Orthoklas, SiMg,, Al, Cu, Sb, SrSO,, PbSO,, BaSO,, CaSO,, MnSO, Tl 
MnCO,, FeCO,, BaCO,, ZnCO,, SrCO,, CaCO,, CdCO,, PbCO, MgCO;; Gre 
Koks, Koksasche, Zigarettenasche, Glas. 

Total 104 Substanzen, davon 61 inaktiv und 43 aktiv. ; 


Wirkungstemperatur unterhalb — 18°. Wird die Anzahl der aufgetretenen 
eisungen (je eine Vereisung pro Substanz gerechnet) in Abhängigkeit vo 
Temperatur graphisch aufgezeichnet, so ergeben sich für das Auftreten vone 
Eiskristallen Maxima bei —4,5° und —12°, für das Auftreten von vollstän 
Vereisungen Maxima bei —5,7° und —13,5°. 
Während der Keimfähigkeitsexperimente wurde folgendes Verhalter 
Impfsubstanzen beobachtet: 
1. Wasserlösliche oder durch Wasser zersetzbare Substanzen wirkten bis’ 
überhaupt nicht (CaO, SrO, NH,F, KCl, NaCl, NH,Cl, NH,Br), oder abs 
wirkten erst bei Temperaturen tiefer als —12° (CdI,, KI, Nal). | 
2. Während einige Substanzen eine grosse Latenzzeit aufwiesen (Pb, 
30s), zeigte sich bei den meisten sofortiges Einsetzen der Vereisung (5 bis’ 
3. Es war nicht festzustellen, dass keimfähige Substanzen besonders txt 
sein mussten. 


D. Übersichtsmässige Erörterung der Befunde 


a) Einfluss des kristallinen Aufbaus auf die Eiskeimfähigkeit 


Ordnet man die untersuchten Impfsubstanzen rein nach kristallographi 
Gesichtspunkten, so kénnen folgende Aussagen gemacht werden: | 

1. Die Substanzen lassen sich in 44 Gittertypen einordnen. Obwohl ge 
Gittertypen, wie zum Beispiel der Fluorittyp oder Cäsium-Chlorid-Typ unte 
aktiven Substanzen nicht vertreten sind, andere, wie zum Beispiel der Rutil 
Steinsalztyp, nur sehr schwach, der Zinkblendetyp dagegen eher stärker vert 
ist, zeigt sich keine besondere Bevorzugung irgendeines bestimmten Kristal 
schemas. | 

2. Auch die Symmetrieverhältnisse scheinen keine entscheidende Rol 
Ursache für die Eiskeimfähigkeit zu spielen. Von den 44 keimfähigen Subst: 
(ß-AgI und y-AglI als je eine Substanz gerechnet) weisen nur 10, also etwa 
hexagonale oder trigonale Symmetrie auf. Die restlichen 77% zeigen andere 
metrieverhältnisse: 14 Substanzen sind kubisch, 5 tetragonal, 13 orthorhomi 
monoklin oder triklin, und 2 sind amorph. 

Betrachtet man dieses Kriterium nur innerhalb der Substanzen, die im 
peraturgebiet von 0° bis —10° keimfähig sind, so ergibt sich folgende Verte 
auf die 8 vorliegenden Gittertypen: 4 Substanzen sind hexagonal oder trig 
7 sind kubisch und 3 sind orthorhombisch. 

3. Untersucht man die keimfähigen Substanzen bezüglich der Teilch 
stände, die sich auf einer Spalt- oder Wachstumsfläche auswirken können, : 
langt man zu einem interessanten Ergebnis: 

Berechnet man für keimfähige Substanzen, welche die kubische Zinkbl 
struktur besitzen, also ein von Eis sehr abweichendes Gitter und andere G 
konstanten aufweisen, den sehr oft auftretenden Teilchenabstand a,// 2, so ge 
man zu Werten, die jetzt dem Wert für die Tetraederkantenlänge im Eis 
(4,51 A) sehr nahe kommen. Ähnliche Beobachtungen kann man auch be 
Berechnung von besonderen Abständen an anderen Gittern machen. 
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M gelangt schliesslich zum Resultat, dass von den 44 aktiven Substanzen 
tande aufweisen, welche innerhalb einer 7 %igen Abweichung des Abstan- 
A im Eisgitter liegen. Unter den restlichen Substanzen sind noch 50%, 
P\bstände unbekannt sind, das heisst, es ist durchaus méglich, dass auch 
Minstige Abstände aufweisen. So besitzen also im besten Falle noch 1/6 der 
zen von Eis abweichende Abstände. 
erachtet man nur die 14 aktivsten Substanzen (—4° bis — 7°), so ergibt sich, 
æ 12 Substanzen die Abweichungen der Abstände gegenüber dem Abstand 
Wim Eisgitter nur noch maximal 4,5% sind. Es verbleiben noch 2 Substan- 
i@en Abstände stark differieren: AgNO, und V,O, (V,O, weist ebenfalls einen 
en Abstand auf, dieser kann sich aber nur bei besonderen, kaum mög- 
@paltverhaltnissen auswirken). Bemerkenswert ist, dass bei CuS und be- 
; CuSe der doppelte Wert des Abstandes Cu—S = 2x 2,19 À = 4,38 A bzw. 
= 2x2,275Ä = 4,55 À in der (0001)-Fläche nur eine geringe Differenz 
Stand 4,51 À im Eisgitter zeigt. 
Mint man die Berechnungen der Teilchenabstände, die sich auf Spalt- oder 
ütumsflächen auswirken können, auf die als inaktiv gefundenen Substanzen 
& gelangt man aber auch hier zum Ergebnis, dass noch viele Substanzen 
He Abstände aufweisen. Von den 61 Substanzen besitzen 31% Abstände, 
bweichungen geringer, ja sogar viel geringer als 7% sind. 
“gleicht man noch die Impfsubstanzen InSb, CdTe, AglI (isoelektrische 
und HgTe, die alle denselben Gittertypus, dieselbe Symmetrie und sehr 
he geometrische Abmessungen aufweisen, so müsste die Reihenfolge der 
dihigkeit sein: 
HgTe, besser als CdTe = InSb, besser als Agl. 


experimentellen Keimfähigkeitsuntersuchungen zeigen aber, dass die 
folge eine ganz andere ist: 


CdTe — Agl, besser als HgTe, viel besser als InSb. 


rlegt man sich den Fall von orientiertem Aufwachsen von Eis auf einer 
ıbstanz, so muss noch folgende Erscheinung berücksichtigt werden: 
gleicht man zum Beispiel die Teilchenabweichungen, die sich ergeben 
ı beim Aufwachsen einer Eisgittergeraden auf einer Gittergeraden auf der 
Fläche der sehr gut keimfähigen Impfsubstanzen CuS oder Agl, so gelangt 
1m Resultat, dass die Abweichungen zu den nächsten Nachbarn anfänglich 
ünstig sind (besonders bei Agl), sich aber dann verschlechtern, um erst 
lativ grosser Periode wieder besser zu werden (besonders bei Agl ausge- 
Bei der bis —18° nicht keimfähigen Substanz ZnS zeigt sich auf der (0001) - 
anfänglich eine relativ grosse Abweichung, die aber sehr rasch auf einen 
n Wert vermindert wird. 
@ wird aus diesen Überlegungen klar, dass nicht nur die Abweichungen des 
nabstandes 4,51 À im Eisgitter von einem bestimmten Elementarabstand 
m Impfkristall betrachtet werden dürfen, sondern dass das gegenseitige 
ten der Teilchenlagen während des ganzen Aufwachsvorganges studiert 
muss. 
ist klar, dass solche Vergleiche nur approximativ möglich sind. Für nähere 
iche müssten die betreffenden Gitterabstände viel genauer bekannt sein. 
@sammenfassend muss festgestellt werden, dass zwischen den Teilchenabstän- 
if Spalt- bzw. Wachstumsflächen von Impfsubstanzen und der Eigenschaft 
@Substanzen, den Phasenübergang von flüssigem, unterkühltem Wasser in Eis 
irken, kein unmittelbarer primärer Zusammenhang gefunden werden kann. 
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b) Störungsversuche der Eiskeimfähigkeit 


In einer besonderen Gruppe von Experimenten wurde versucht, die Ak 
von eiskeimfähigen Substanzen zu stören. Es ergaben sich dabei f 
Resultate: 

1. Wie an Hand der Röntgendiagramme festgestellt werden konnte 
unter den hergestellten Agl-Präparaten eines die kubische y-Modifikatia 
eines die hexagonale B-Modifikation auf. Das kubische Präparat (Fig. 2) 


Figur 2 
Debey-Scherrer-Diagramm von Agl aus konz. AgNO,, kubische Struktur. — 


durch Eingiessen einer KI-Lösung in eine konzentrierte Silbernitratlösu 
halten; die hexagonale B-Modifikation (Fig. 3) durch langsames Auskristalli 


Figur 3 : 
Debey-Scherrer-Diagramm von AgI aus HI, hexagonale Struktur. 


lassen einer Lösung von Agl in HI, welche mit Alkohol überschichtet wa 
wohl der Reinheitsgrad beider Substanzen in kristallographischer Hinsicht 
vollständig 100% war, hätte doch eine starke Verminderung in der Zahl di 
gelösten Eisteilchen auftreten müssen, falls eine Modifikation nicht eisken 
wäre. Es stellte sich aber klar heraus, dass beide Präparate im normalen Wir 
bereich von AglI (—4° bis — 6°) die Vereisung hervorriefen. Dasselbe Resultat 
sich bei den Präparaten, wo Gemische beider Modifikationen vorlagen, t 
Falle von AgI-Rauch. 

2. Sehr unübersichtlich wurden die Verhältnisse bei der Untersuchu 
Einflusses von Jod auf die Wirksamkeit der Impfsubstanzen. 

Jod selbst musste nach mehrfacher Untersuchung schliesslich als nich 
fähig bis —18° angesehen werden. Es war bei diesen Versuchen sehr gross 
sicht in der Beobachtung anzuwenden, um nicht leicht zu Fehlschlüssen 
langen. Das direkt in der Kühlkammer sublimierte Jod ging sofort in di 
Form über, so dass ein «Regen» von feinsten Jodkristallen einsetzte. Die 
mochten den vorhandenen Nebel nicht zu impfen. Obwohl entstandeneEisk 
nur sehr schwer von den Jodkristallen unterschieden worden wären, hätt 
der Nebel infolge der Vereisung sehr rasch verschwinden müssen. Dies trä 
nicht ein, der Nebel blieb sogar oft so lange erhalten, bis die Jodpartikel au 
len waren. 

War Cul bei der Herstellung nicht vollständig reduziert worden, oder 
reines, weisses Cul mit I, zusammen pulverisiert, so gelang es, die Eiskein 
keit dieser Substanz innerhalb des Temperaturintervalls 0° bis —12° zu zer: 
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»ndiagramme zeigten keine neuen Interferenzlinien. Das dem Präparat 
engte Jod musste somit adsorbiert worden sein und lag nicht kristallin vor. 
dagegen Agl mit Jod zusammen pulverisiert, so konute keine Störung 
pfeigenschaften festgestellt werden. 

das Verhalten von AgI und Cul noch intensiver zu studieren, waren aus 
zwei Komponenten drei verschiedene Mischkristalle hergestellt worden 
; 9,1 und 91 Gewichtsprozenten AgI. Die Mischkristalle waren aus HI- 
sen auskristallisiert und röntgenographisch verifiziert worden. Es ergab 
it zunehmendem Cul-Gehalt ein Absinken der Wirkungstemperatur von 
is —7,5°. Dieses Verhalten muss erneut auf den Einfluss von Jod zurück- 
t werden. 


c) Prüfung des Weylschen Eiskeimfähigkeitsmechanismus 


ist schliesslich versucht worden, die Gültigkeit des von WEYL!) postulierten 
echanismus abzuklären. Kristalline Körper weisen je nach Gitterverhält- 
und Polarisierbarkeiten der Gitterteilchen spezielle Oberflächenstrukturen 
ach den Weylschen Vorstellungen sind solche Oberflächen bisweilen 
de, die in der Oberfläche eines Wassertropfens vorhandene elektrische 
Ischicht (das negative Ende der Wasserdipole weist nach aussen, das posi- 
nde nach dem Tropfeninneren), von welcher angenommen werden muss, 
e den Vereisungsprozess stark hemmen wird, bedeutend zu schwächen. Auf 
Eigenschaft soll die Eiskeimwirkung eines Stoffes beruhen. 

i der Prüfung der untersuchten Substanzen bezüglich der Polarisierbarkeit 
ı Gitteraufbau beteiligten Ionen ergaben sich folgende Verhältnisse: 

; keimfähig erwiesen sich vorzugsweise Impfsubstanzen, welche Anionen 
osser Polarisierbarkeit im Gitter enthalten: O7", ST, Se”, Te —, I”. Sub- 
n mit F oder Br” wirken überhaupt nicht, solche mit Cl” nur teilweise. 
ırde in einer Verbindung das Kation konstant gehalten und das Anion 
ein anderes ersetzt, so ergab sich, dass mit der Zunahme der Polarisierbar- 
es Anions die Keimfähigkeit der betreffenden Substanz sich verbesserte. 


CnC AgCI | HeBr,| PbCl, | WNacl | KCl je Zos 
CuBr ASOMNHET |. FPDIE NN oe ol a) Zus! 
Ph CuO | f Agi | HgTe | 
| 0 1 Ags 4 
1 pee | 
ee 
CuSe | 


übrigen verweisen wir auf den II. Teil dieser Arbeit. 


d) Allfällige Auswirkung auf die Wolkenimpfversuche 


s Auffinden von neuen Substanzen, die sich im gleichen Temperaturinter- 
s keimfähig erwiesen, in welchem auch Agl aktiv ist (—4° bis — 6°), öffnet 
erspektiven für die künstliche Auslösung von Niederschlägen in der freien 
sphäre und für die Bekämpfung der Hagelbildung, in welchen Versuchen 
enteils AgI als Impfstoff verwendet worden ist. AgI besitzt aber den Nach- 
lass es teuer und relativ unbeständig ist (photolytische Zersetzung unter 


W. A. Wevt, J. Coll. Sci. 6, 389 (1951). 
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dem Einfluss von UV.-Licht unterhalb 4400 À). Von den neu gefundenen 
stanzen zeichnet sich neben CdTe und Cu,O besonders CuS aus. Letztere ] 
substanz hat die gleiche Keimfähigkeit wie AglI, ist aber aus sehr billigen’ 
gangsmaterialien in einfacher Weise darstellbar und zudem sehr beständig. 

: 

In diesem ersten Bericht haben wir uns auf die Schilderung der angewaı 
Untersuchungsmethoden und erhaltenen Ergebnisse beschränkt und sin 
Erklärungsversuche im grossen und ganzen nicht näher eingegangen. Diess 
einer zweiten Notiz geschehen, in a versucht wird, durch Erweiterun 
Weylschen Theorie eine Erklarung der Beobachtungen zu geben. 

Es ist unsere angenehme Pflicht, der Werkzeusma u De Oerl 
Bührle & Co., Zürich- Oerlikon, für die zur Verfügung gestellten finanziellen N 
Herrn PD. De W.EPPRECHT für die gelegentlichen Ratschläge, Herrn Prof. H 
BER, Institut für Por et au für die Bereitstellung geeigneter Räun 
keiten, herzlich zu danken. Ferner möchten wir auch der Migros-Genossens 
Zürich für die Überlassung einer Kühltruhe «Hill» und der Firma Trion fi 
Überlassung eines Elektrofilters unseren Dank aussprechen. 


Summary 


An apparatus has been developed which enables the temperature cond 
to be studied in a freezer before, during, and after a seeding procedure wi 
inaccuracy of less than 1°C. With these means it was possible to fix with‘ 
degree of accuracy the temperature at the moment of phase transition © 
liquid undercooled water droplets to ice and to study the dependence o: 
temperature on the properties of the seeding substance. An illuminating S] 
suitable for the purpose, an improved method for the fine dispersion 0 
seeding substances and for the formation of clouds, and finally two car 
tested temperature measuring systems formed the basis for this result. The 
nucleability of altogether 104 different substances in dependency on their cr 
lographic properties and the special arrangement of their grid elements i 
surface have been examined. No distinguished crystallographic influence 
been found. 


(Eingegangen: 26. Mai 1955.) 


Note on the Torsional Rigidity of Cylinders of Circular 
Sector Cross-Sections 


By Peı-Lın SHENG, Bloomington, Indiana, USA!) 


Numerical values for the torsional rigidities of certain circular sectors 
been given by St. VENANT some 100 years ago [5], [4], [4A]?); in general 
values are inaccurate (cf. [3], [2]). Simple explicit results for four cases have 
given by STEVENSON [3]. The present author published a short note [1] o1 
subject before learning of STEVENSON’s prior paper. Three of STEVENSON’S 


1) Indiana University, Graduate Institute for Mathematics and Mechanics. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 419. 
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so re-obtained recently by HERZIG [7]. The present paper gives 16 cases 
ed along the same elementary lines as in [1] by using either WHEELON’s 
ation method [6] or a classical elementary summation method (cf. [2], 
the eight cases in which the sector angle is a multiple of 2/4 are worked 
ı detail and other cases are indicated). Still other cases can be obtained 
rly, although it is probable that more than one L-function will be needed. 
‚is well-known, the torsional rigidity coefficient K detined by T= waat K 
on by 


119: 
K=—[waa, (1) 
A 


T is the transmitted torque, u the shearing modulus, « the angle of twist 
lit length, a the radius of the sector, A the cross-sectional area, and W the 
nant stress function for torsion which vanishes at the boundary. After 
tuting the well-known expression for Y into (1) and performing the inte- 
n we get 


1 Bul 1 
= — 2 - > nie 2 
4 (tan2kn — 2k a) P a m Zähnen} 4h)?’ (2) 


2k a is the sector angle (hence 0 < À £ 1). Splitting the fraction after 
xn of summation into partial fractions, not of the first order in # as usual 
eads to STEVENSON’s formulation), but all of the second order, i. e., 


1 il 
(n— 4k) n? (n+ 4k)? 256 k® | 
“ (3) 
1 veg Se aes 2 | | 
à | (n—4k)n  n(n+4À) n? (w+ 42)2]" 
t 
$ 1 
JAC = ahnt tan2 À x) 
(4) 
: —— 5 ——2 |, 
ed (n — 4k) ae (n+ 4h) MINE ne 


lit (3) is not unique; other similar decompositions can also be used, giving 
lent results. The first two series in (4) can be summed either by a classical 
d or by WHEELON’s method, while the third one can be expressed in terms 
inctions (cf. [2]). By WHEELON’s method [6], (4) can also be transformed to 
1 integral expressions. As an example, we have 


Ai | 4 k (5 — 8k) 
ee Sa (1— 4k) (3— 4k) | 
1 Fe ry x) ET (ak+1)e ©) 
f a Kell 00a 2 ARCS 
5 [a - [ax en ha Je ler | 
d ö 
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Sector 
angle 
2RkRIT 


Torsional rigidity coefficient K 


D 


| À 


= log 2 

log 2 — 

- Sic = log 2 + = 

= + — log2 — — 

a * log? 4 is 

18 5 ve Gy 

I Den 

+ log 3 — = 
— log 3 
2 
pet 082+ > logs 
ee “log 2745 log 3 
os - log2 + = log3 + 
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he results, obtained by using (5) except for the last term, for which the last 
(in the brackets) in (4) is substituted, are presented in the table, where 


s=l ee 2 0-915,965 
= 32 À 58 rad = 013,969, 2, 

il 1 1 

t=1 p= — ten 0: u 
Se iP 112 976, , (6) 
ul! 1 1 

W=1 - = En 0-781, 
22 4? 52 


hese are L-functions of the form L(2, y); in particular, s is the well-known 
LAN’S constant. The two cases for À = 1/4, 3/4 are obtained by a limiting 
ss, since Y has no meaning in such cases. 
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Zusammenfassung 


iir 16 besondere Kreisausschnittwinkel wird die Drillungssteifigkeit eines 
>s mit Kreissektor-Querschnitt durch L-Funktionen ausgedrückt. 


ved: March 25, 1955.) 
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Frühjahrstagung der Schweizerischen Physikalischen Gesellscha 
vom 7. bis 8. Mai 1955 in Vevey 


Berichte über angewandte Physik und Mathematik 


Zur Messung des Rauschens von Transistoren, von E. BALDINGER 1 
F. LEUENBERGER, Basel). 

Transistoren erzeugen einen Störspannungsuntergrund, der eine Grenze ¢ 
stellt bezüglich der sinnvollen Verstärkung kleiner Signale. Vom Standpunkt 
Anwendungen aus interessiert uns die Kenntnis folgender Grössen: Rauschsp 
nung des Emitters bzw. des Kollektors und die Korrelation dieser Rauschsp 
nungen. Die in Figur 1 skizzierte Messeinrichtung dient zur Messung di 
Grössen. 

Die beiden Signale werden verstärkt, und, nachdem sie auf gleichen P 
gebracht worden sind, auf eine Additionsstufe (B) gegeben. Das Ausgangssig 
derselben wird über ein Filter (C) einem linearen Detektor (D) zugeführt. Mit 
der Phasenumkehrstufe (A) können die Signale zur Bestimmung des Korrelati 
koeffizienten sowohl addiert wie auch subtrahiert werden. Zwei Teile der M 
schaltung, die erste Verstärkerstufe und der lineare Detektor, sollen hier k 
skizziert werden. 

Bei der Verstärkung kleiner Signale im Tonfrequenzgebiet hat man für je 
Verwendungszweck die geeignete Röhre wie auch'deren optimale Betriebsbei 
gungen zu finden?). Die Röhre E80F (Philips) weist einen genügend klei 
äquivalenten Rauschwiderstand auf und ist ausserdem sehr wenig mikrophonis 
Das gemessene Rauschspektrum?) des besten Exemplars aus einer Anzahl vo 
liess sich darstellen durch Ry = 1670 + 750/f. Der 1/f-Term entspricht dem BE 
keleffekt. Bei 1000 Hz beträgt der Rauschwiderstand 2,35 kQ, ein Wert, der 
um den Faktor 1,35 höher liegt als der asymptotische Wert tür hohe Frequen 
(Schroteffekt). 

Üblicherweise werden bei Rauschmessungen quadratische Detektoren 
wendet, da diese unmittelbar den quadratischen Mittelwert U,,, messen. Der 
unseren Messungen verwendete lineare Detektor hat gegenüber einem quat 
tischen Röhrendetektor den Vorteil einer erheblich besseren Nullpunktkonsta 
Ist die Wahrscheinlichkeit W(U) dU, dass der Spannungswert im Inten 
U, U + aU liegt, durch 

1 


W(U) dU = ———— e (UlVers’2 gu 
V2r U; 
gegeben, dann gilt folgende Beziehung zwischen dem Effektivwert und dem] 


telwert U des linearen Detektors (schraffierte Fläche in Figur 3) 


Vers. 


Ver 
1) Physikalisches Institut der Universität. 
N Vgl. zum Beispiel A. VAN DER ZIEL, Noise (Prentice Hall, New York 1954), S. 230. 
3) Gemessen zwischen 200 Hz und 8 kHz. 


U = 
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Figur 1 


Blockschema der Messeinrichtung. 


U? =4KTRar 


100 200 300 400 500kn. 
Figur 2 
Kontrolle der Apparatur mit Hilfe des Nyquist-Rauschens. 


ua 


Figur 3 


Zeitlicher Verlauf der Rauschspannung. 
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Figur 4 


Prinzipschema des linearen Detektors. 


Anzahl Anzahl 
10 10 
0C71 
9 10 11 12 1 14 15 db FI 
Rauschzahl 


Figur 5 
Verteilung der Rauschzahlen. Frequenz: 1000 Hz. Effektive Bandbreite: 45 Hz. Emitters! 
2 mA. Kollektorspannung: —2 V. Quellenwiderstand R,: 500 2. T: 295°K. 


Als Test für die Zuverlässigkeit der gesamten Apparatur dient die experiment 
Überprüfung (Figur 2) der Nyquist-Formel U? = 4k T R Af. Hätte man n 
dem Widerstandsrauschen etwa den Schroteffekt eines Gitterstromes als we 
Störquelle, so wäre U? nicht mehr eine lineare Funktion von R. 
Figur 5 zeigt Rauschzahlmessungen an p — n — p-Transistoren der 
OC 70 und OC 71 (Philips). Es wurden je 50 Exemplare untersucht!). 
Für die finanzielle Unterstützung der vorliegenden Untersuchungen môdl 
wir der Stiftung Hasler-Werke, Bern, unseren besten Dank aussprechen. 


1) Vgl. entsprechende Untersuchungen von W. GUGGENBÜHL und M. J. O. STRUTT, 
Elektr.-Übertragung 9, 103-108 (1955). 
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kung verwundener Stäbe, von E. Hut, Eschlikon. 

in gerader elastischer Stab mit zwei verschiedenen Haupttragheitsmomenten 
uerschnittes, dessen Hauptachsen im spannungslosen Zustand um einen 
Winkel je Langeneinheit des Stabes gegeneinander verdreht sind, wird an 

n Enden durch eine in der Langsrichtung wirkende Kraft konstanter Rich- 

und konstanten Betrages auf Druck beansprucht. Bei verschiedenen Fallen 

agerung des Stabes an beiden Enden wird die Knicklast berechnet und die 

ische Linie beim Beginn der Knickung bestimmt. 

ie Arbeit wird als Dissertation (ETH) erscheinen. 

ie Ergebnisse sind bisher durch Experimente nicht überprüft worden. 


urf eines elektrischen Analogiegerätes für den schweizerischen Ver- 
sreaktor, von MAURICE MARTIN, Zürich. 
s soll ein elektrisches Analogiegerät zur Untersuchung des Betriebsverhal- 
des Versuchsreaktors entworfen und gebaut werden. Das Gerät wird zur 
ei Landis & Gyr in Zug aufgebaut und soll, wenn Messergebnisse vorliegen, 
er späteren Veröffentlichung genauer beschrieben werden. Hier soll zunächst 
ie prinzipielle Arbeitsweise erläutert werden. 
er mitschwerem Wasser als Moderator und Kühlmedium angefüllte Reaktor- 
aus Aluminium befindet sich innerhalb eines als Neutronenspiegel dienenden 
hitreflektors und einer 2m dicken Betonabschirmung. 200 Uranstäbe von 
m Durchmesser tauchen in den Tank ein und werden von oben nach unten 
Moderatorwasser umspült und gekühlt. Die Kettenreaktion mit U?*5 wird 
ilfe von Regulierstäben gesteuert, indem durch die Absorption von Neu- 
n in Kadmium der Neutronenmultiplikationsfaktor k verändert wird. Im 
hgewichtszustand ist die mittlere Dichte thermischer Neutronen # konstant 
k = 1. Abweichungen vom Gleichgewichtszustand werden durch die soge- 
te Reaktivität 0k = k — 1 charakterisiert. Das dynamische Verhalten des 
tors muss also durch eine Differentialgleichung beschrieben werden, in der 
eaktivität als Ursache und die Neutronendichte als Wirkung eingehen. Man 
dabei von der makroskopischen und der mikroskopischen Neutronendichte- 
ilung absehen und mit einer mittleren, zur Wärmeleistung proportionalen 
e n rechnen, wenn nur die Verteilung leistungsunabhängig angenommen 
en darf. 
ezeichnen wir mit Z, die mittlere Lebensdauer thermischer Neutronen — sie 
gt etwa 1 Millisekunde — so verschwinden im Mittel n/t, pro Sekunde. Jede 
spaltung erzeugt im Mittel wieder 2,5 neue Neutronen, von denen aber im 
hgewicht nur eines wieder von einem U??5-Kern eingefangen wird. Ein 
er Bruchteil von etwa 0,8% der neu erzeugten Neutronen erscheint nicht 
bei der Spaltung, sondern mit einiger Verzögerung. Es handelt sich um 
ronen, welche beim Zerfall von Spaltprodukten mit Halbwertzeiten zwischen 
nd 80 s entstehen. Dieser kleine Bruchteil verzögerter Neutronen gegenüber 
rompten ist für die Steuerung der Kettenreaktion sehr bedeutend und er- 
ert die Aufgabe der Regulierung wesentlich. Ist c, die Konzentration des 
produktes mit der Zerfallskonstanten A,, so werden pro Sekunde 7; c; ver- 
te Neutronen von der Gruppe i gebildet. Praktisch kommen sechs Gruppen 
age; dann kommen noch zwei Gruppen verzögerter Neutronen hinzu, welche 
1 Photospaltung des Deuteriums entstehen. Mit einer Häufigkeit ß, für die 
ing des Spaltproduktes 7 können wir für die Konzentration c, schreiben: 


dc; B; a . 
= — — 1,6, =1,... 5 
di fy Rn—2,c, (1 Be nu) 
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Für die Änderung der Neutronendichte n können wir schreiben: 


le re (po sen 
RT 


Hierin ist s die Quelle von Fremdneutronen, welche durch spontane Spaltung 
aus der kosmischen Strahlung entsteht. | 
Für den Entwurf einer elektrischen Analogieschaltung zur Nachbildung 
reaktorkinetischen Gleichungen liegt es auf der Hand, die Aufladung eines K 
densators zu benützen und als Mass für die Neutronendichte die Kondensa 
spannung zu wählen. Der Ladestrom muss der rechten Seite der jeweils na 
bildeten Gleichung entsprechen. In der Differentialgleichung für die Neutron) 
dichte # ist die Produktion prompter Neutronen der Dichte » selber proportion) 
das heisst, in der Simulatorschaltung muss der entsprechende Beitrag zum Li 
strom der Kondensatorspannung proportional gemacht werden. Um dies zw 
zielen, wird die Ladekapazität so zwischen Eingang und Ausgang eines line 
Gleichstromverstärkers geschaltet, dass die Kondensatorspannung gleich 
halben Ausgangsspannung wird. Am Ausgang hat man dann symmetrisch Z 
Erdpotential eine positive und eine negative Spannung, die beide zur Neutroi 
dichte » proportional sind und zur Speisung eines schnell schreibenden Regist 
instrumentes herangezogen werden können. Der Reaktorgleichung entspr 
nunmehr die elektrische Ladegleichung: 


Es muss nun eine Schaltung gewählt werden, mit Hilfe derer wir die aus eit) 
stabilisierten Gleichspannungsnetz entnommenen Ströme leistungslos so ste 
können, dass sie den Grössen proportional sind, die in den reaktorkinetiseN 
Gleichungen vorkommen. Hierfür eignet sich eine Kathodenfolgerschaltung, 
der eine Triode so zwischen + 300 V geschaltet wird, dass eine an richtiger SE 
des Kathodenwiderstandes abgegriffene Spannung mit recht guter Genauigh 
der Gitterspannung proportional ist. Die Proportionalitätskonstante ist nahez 
In einem von BELL und Strauss [Rev. Sci. Instr. 27, 760 (1950)] beschriebe® 
Pile-Simulator wird die Doppeltriode 6SU7GTY verwendet, welche eine |: 
hochisolierendem Sockel ausgerüstete, ausgesuchte 6SL7 ist. = 

Die gewünschte Reaktivität (prompte Neutronen) wird an einem zwischen 
Ausgangsklemmen des Verstärkers liegenden Helipot-Potentiometer eingest@| 
Die verzögerten Neutronengruppen werden durch eine entsprechende Anz 
gleichartiger Schaltelemente nachgebildet, bei welchen im Gitterkreis des Ka | 
denfolgers ein R — C-Glied mit richtiger Zeitkonstante der Gruppe mit der \ 
fallskonstanten 2; entspricht. Die Dimensionierung der Widerstände und | 
Kondensatoren ergibt sich durch einen Vergleich der reaktorkinetischen U 
elektrischen Gleichungen. ï 

Die Nachbildung des Einflusses der Temperaturänderungen in den Uranstä 
und im Moderator auf die Reaktivität und ebenso derjenige der Vergiftung 
Urans durch das die Neutronen sehr stark absorbierende Spaltprodukt Xe 
(Xe1?®) geschieht durch ähnliche Schaltungen wie für die Nachbildung der pro 
ten und der verzögerten Neutronen. Allerdings müssen Produkte zwischen 
Grössen bzw. Spannungen gebildet werden können, was mit Hilfe von elek | 
mechanischen Multiplikationssystemen kleiner Reaktionszeit bewerkstel” 
werden kann. 


, 1955 Varia — Miscellaneous — Divers 425 


it Hilfe dieses Pile-Simulators soll die für die Regulierung wichtige Über- 
ngsfunktion ermittelt werden. Sodann kann ein Modell für den Servomecha- 
s der Regulierung damit untersucht werden. Schliesslich ermöglicht die 
‘suchung des zeitlichen Verhaltens der Neutronendichte bei verschiedenen 
ivitätsänderungen die Aufstellung eines Programms für das Anlassen und 
len des Reaktors, was jeweils mit genügender Vorsicht zu geschehen hat. 


Jahrestagung GAMM 1956 


e Gesellschaft für Angewandte Mathematik und Mechanik (GAMM) ver- 
tet ihre nächste wissenschaftliche Jahrestagung in der Zeit vom 22. bis 
ai 1956 (Pfingstwoche) in Stuttgart. Die örtliche Tagungsleitung liegt in 
fen von Professor Dr. GUNTHER SCHULZ, Mathematisches Institut A der 
ischen Hochschule Stuttgart. H. GÖRTLER 


Erratum 


ymptotische Entwicklungen für Fresnelsche Integrale und ver- 
te Funktionen und ihre Anwendungsmöslichkeiten bei der Berech- 
spezieller Raketenbahnen. Von JOSEF ZBORNIK, Chur (ZAMP 5, Fasc. 4, 
954]). 


ie P. Henrıcı (ZAMP 6, Fasc. 2. «Kleine Bemerkungen...») hervorhob, 
der Aufsatz Asymptotische Entwicklungen für Fresnelsche Integrale..., 
5, Fasc. 4, 345ff. (1954), zwei Inkorrektheiten auf. Zu ihrer Berichtigung 
olgende Korrekturen vorzunehmen: 


ist zu streichen: S. 347, 7. Zeile von unten: «... das Restglied...» 


ist zu setzen: 


, 6. Zeile von unten: #” R,, (x) anstatt R,(r)}). 
CO oo 
5. Zeile von unten: lim ze: anstatt lim fees 
X—>09 x X—> 00 x 
mele von oben: lim #177, anstatt lim Lj, 
X— 09 X —> 00 
Iocan GATE anstatt lim Z.. 
X— 00 X—> 00 
4. Zeile von oben: x" R, (x) anstatt R,„(x). 
‚10. Zeile von unten: «Da in den betrachteten...» anstatt «Dain...» 


Vgl. zum Beispiel: LENSE, Reihenentwicklungen in der mathematischen Physik, 2. Aufl. 
de Gruyter & Co., Berlin 1947), S. 6 
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Technische Dynamik. 2. Auflage. Von C. B. Brezeno und R. GRAM 
(Springer-Verlag, Berlin 1953). Band I: XII + 700 S., 413 Abb., 3 Tees 
DM 66.-. Band II: VIII + 452 S., 315 Abb., 3 Tafeln; DM:44.— 

Die moderne Technik stellt an den konstruktiv tätigen Ingenieur à 
höhere Anforderungen. Die «Sicherheitsspanne» zwischen Betriebs- und B 
beanspruchung schrumpft zusammen, so dass näherungsweise Berechnung 
mehr genügt und die hôhere Festigkeitslehre herangezogen werden muss, u 
auftretenden Spannungen mit genügender Genauigkeit im voraus zu bere 
Es ist also zweifellos ein Bedürfnis nach einem Handbuch über schwierigere 
gebiete der Mechanik vorhanden, und damit erklärt sich der Erfolg, welche 
im Jahre 1939 erschienenen Technischen Dynamik beschieden ist. 

Die zweite Auflage dieses Werkes liegt nun vor. Es handelt sich hier 
um ein Lehrbuch für den Studenten, sondern um eine Auswahl statischer 
kinetischer Probleme, die sich durch die Methoden der theoretischen Mec 
untersuchen lassen. 

Im ersten Band werden zunächst die Grundlagen der Elastomechanik b 
delt, wobei mehr als 100 Seiten den verschiedenen Lösungsmethoden gewide 
sind. Als wertvolle Ergänzung gegenüber der ersten Auflage ist die Darstel 
der Southwellschen Relaxationsmethode hervorzuheben sowie die alle 
etwas stiefmütterlich behandelte Beschreibung der Dehnungsmeßstreifen-(S 
Gauges-)Methode. 

Der Hauptwert des Buches liegt zweifellos im Zweiten Abschnitt, der vers 
dene der Technik entnommene Einzelprobleme behandelt. Dieser Teil ist 
wahre Fundgrube für den auf dem Gebiet der höheren Festigkeitslehre ta 
Ingenieur. Nicht nur sind die mathematischen Ableitungen von einer mv 
gültigen Klarheit, sondern die vielen numerischen Beispiele sowie die zahlre 
Kurventafeln erleichtern dem mathematisch wenig geschulten Ingenie 
Durchführung der Berechnungen. 

Stab und Welle, Feder und Ring, Platte und Schale bilden die Hauptabsch 
dieses Bandes, wobei nicht nur Gleichgewichtszustände betrachtet werden; 
Ausweichprobleme, Knickung und Umkippung werden sehr ausführlich, 
Teil nach neuen Gesichtspunkten behandelt. 

Der zweite Band ist den Fragen der Belastung durch Massenkräfte gewid 
insbesondere den rotierenden Scheiben. Die Berechnung der Turbinenschal 
bildet den Gegenstand eines Kapitels, wobei die Biegungsschwingungen b 
ders ausführlich berücksichtigt werden. Leider fehlt jeder Hinweis auf Tors 
schwingungen sowie auf komplexe Schwingungsformen, obwohl gerade let 
dem Praktiker viel Kopfzerbrechen verursachen. 

Der Abschnitt über kritische Drehzahlen ist eine mustergültige Darste 
dieses klassischen Kapitels der technischen Dynamik. Der Referent vermisst 
einen Abschnitt über Theorie und Praxis des Auswuchtens sowie einen Hit 
auf selbsterregte Schwingungen rotierender Wellen. Die zweite Hälfte des zwe 
Bandes behandelt ausführlich Probleme der Kolbenmaschinen, wie Masse 
gleich, Leistungsausgleich und Drehschwingungen. 

Ein gutes Inhalts- und Sachverzeichnis erleichtern den Gebrauch des 
Springer-Verlag wie üblich ausgezeichnet gedruckten Buches, das dem theore 
geschulten Ingenieur bestens empfohlen wird. P.de 
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ustatik. Volume 1, 2e édition. Par Fritz Srüssr (Verlag Birkhauser, Bâle 
370 p., 336 fig.; 40 fr.s 05. 

ppelons que cet ouvrage est la reproduction, sous une forme élargie, du 
de «Statique des constructions I» donné par le professeur StÜüssı aux 
de la Section du Génie civil de l'Ecole polytechnique fédérale. L'auteur y 
* avant tout les théories et les méthodes les plus récentes permettant de 
or les tensions et les déformations des systèmes statiquement déterminés. Il 
1e aussi une introduction à la théorie de la stabilité des constructions. La 
re partie est consacrée à l’équilibre des fils. 

seconde édition de ce livre, tout en étant une mise au point soignée de 
age, contient également un certain nombre d'améliorations et de complé- 
utiles. Signalons, en particulier, les modifications apportées au chapitre 
arcs à trois articulations (III, 3), à celui sur les moments d'inertie (VI, 1) 
IXe partie concernant l’étude de la stabilité. 

t ouvrage se distingue non seulement par une excellente présentation, mais 
ar ses qualités d’exactitude et de clarté, qui le recommandent vivement 
cudiants ainsi qu'aux ingénieurs de la pratique. Henry Favre 


oceedings of the Eastern Joint Computer Conference, gehalten vom 
10. Dezember in Washington, D.C. Herausgegeben durch The Institute of 
Engineers, Inc., New York. 125 S., 64 Fig.; $3.00. 

e Broschüre gibt 25 Vorträge wieder, welche über das Sammelthema «In- 
tion Processing Systems-Reliability and Requirements» gehalten wurden. 
ntsprechend werden hauptsächlich Betriebserfahrungen mit bestehenden 
onischen Rechenanlagen sowie mit Einzelteilen gegeben, und es sind Ver- 
ı diskutiert, die die heute noch unbefriedigende Betriebssicherheit verbes- 
ollen. Ferner werden einige Schaltelemente sowie neue Anwendungsgebiete 
Iche Maschinen beschrieben. — Für den Praktiker ist dieses Protokoll mit 
ausführlichen, zahlenmässigen Angaben von grossem Wert. A.P. Speiser 


ystal Growth and Dislocations. Von A. R. VERMA (Butterworth Scientific 
cations, London 1953). XII + 182 S., 76 Fig.; 30s. 
f Grund der morphologischen Betrachtung von Kristallen war es schon 
bekannt, dass die Hauptwachstumsflächen in der Regel niedrig indizierbar 
W. KossELz und I. N. STRANSKI haben vor etwa fünfundzwanzig Jahren 
können, dass diese Erscheinung energetisch leicht verständlich ist. Wenn 
nämlich die Anlagerung von neuem Material an eine bereits bestehende 
llfläche Schritt für Schritt verfolgt, so zeigt es sich, dass der grösste Ener- 
vinn dann erfolgt, wenn sich an irgendwelche zufällig vorhandene ober- 
iche Höcker (insbesondere monoatomare Schichtstücke) seitlich Material 
ert, die Oberflächenerhebungen sich somit ausbreiten, bis sie völlig ver- 
nden. Demgegenüber ist es energetisch sehr unwahrscheinlich, dass sich auf 
n Wachstumsflächen neue Keime solcher Schichten bilden, die seitlich 
rum wachsen könnten. Man konnte deshalb bis vor kurzem nicht verstehen, 
Kristalle mit glatten Grenzflächen trotzdem weiterwachsen können. Durch 
Gedanken von F. C. FRANK hat nun die Wachstumsforschung einen starken 
ieb erhalten, indem er 1949 die Hypothese aufstellte, dass immer dann, 
eine Schraubenversetzung (bestimmte Gitterstörung) an die Oberfläche 
Kristalls reicht, dort eine beim Wachstum nie verschwindende Stufe ent- 
, an welcher sich nach dem Kossel-Stranski-Mechanismus ständig neues 
rial anlagern kann. FRANK zeigte, dass um den Ausstichpunkt einer solchen 
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Versetzung eine monoatomare Wachstumsschicht sich spiralenförmig nach au 
bewegt, die zu einer äusserst flachen Wachstumspyramide führt. Seit 1950 


nun mittels elektronenmikroskopischer Untersuchungen und mit dem Ph 5 
kontrastmikroskop, dem Interferometer und anderen optischen Hilfsmitteln: 


zahlreichen Kristallarten tatsächlich derartige Wachstumsspiralen nachgew 


worden, so dass heute kein Zweifel mehr darüber bestehen kann, dass der Fray 


sche Spiralwachstumsmechanismus tatsächlich ablaufen kann. 


A. R. VERMA hat insbesondere an Siliziumkarbid zahlreiche Varianten 
Spiralwachstums eingehend untersucht und berichtet nun in der vorliegend# 


Monographie an Hand sehr guter Abbildungen über diese Phänomene, ihr 
klärung und die angewandten Untersuchungsmethoden. Er bezieht dabei al 


1953 bekanntgewordenen Fälle des Spiralwachstums mit in seine Arbeit ein 


gibt dadurch einen ausserordentlich eindrücklichen Überblick über dieses 


Forschungsgebiet, das zwischen Realbauforschung und Kristallmorphologief 


mittelt. Das Büchlein ist daher jedermann sehr zu empfehlen, der sich mit di 
Gebieten beschäftigt. Der sehr leicht verständliche Text macht es jedoch 
jedem Nichtfachmann möglich, sich über die moderne Wachstumstheori 
orientieren. W. Epp 


Journal of the Association for Computing Machinery. Herausgeg | 


durch die Association for Computing Machinery (Präsident S. B. W1iLLu 
4 Hefte jährlich. 

Die Zeitschrift ist als Fachorgan auf dem Gebiet der elektronischen Ree 
maschinen gedacht. In einzelnen Artikeln soll hauptsächlich über die Fortscl 
in der Technik der programmgesteuerten Maschinen berichtet und die einze 
Neukonstruktionen beschrieben werden. Auch die mathematische Organisé 
und die Anwendung derartiger Geräte gehôrt in den Rahmen der Zeitschrif 

Inhalt von Nr.1: S. B. Wırrıams, The Association for Computing Machi 
— J. W. Backus, The IBM 701 Speedcoding System. — R. T. WISEMAN, 
Insurance Premium Billing and Combined Operations by Electronic Equipme 
F. E. Hamirton and E.C. KuBIE, The IBM Magnetic Drum Calculator 
650. — H. Jacoss, Jr., Equipment Reliability as Applied to Analogue Comput 
C.M. Epwarps, Survey of Analogue Multiplication Schemes. — RICHMOND PE 
Automatic Stvain-Gage and Thermocouple Recording on Punched Cards. = 
and Reports. Supplement: ONR Digital Computer Newsletter. 12. 


Planen und Auswerten von Versuchen. Von A. LINDER (Verlag Birl 
ser, Basel 1953). 182 S.; Fr. 21.—. 
Das Buch ist in erster Linie für Biologen und auch für Ingenieure besti 
die Versuche statistisch auswerten müssen. Es enthält die Darstellung der 
facheren Methoden der statistischen Planung, und zwar durch genaue Bese 
bung durchgeführter Experimente und ihrer Auswertung. Das Buch verl 


praktisch keine Vorkenntnisse in der mathematischen Statistik. Am Schi 


sind einige mathematische Anmerkungen beigefügt. 

Es handelt sich um das erste in deutscher Sprache geschriebene Buch 
statistische Planung. Mit Rücksicht auf die einfache, zweckmässige und | 
Darstellung und die vielen Beispiele aus der Praxis zweifeln wir nicht daran, 
es vor allem bei den Biologen, Medizinern, aber auch bei einem weitern 
von Wissenschaftern grossen Anklang finden wird. Tatsächlich stellt es eine 
volle Einführung und Anleitung auf dem Gebiet der statistischen Planung 
die auch für experimentell arbeitende Physiker, Ingenieure und andere 
Interesse sein dürfte. W. 
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_Rotating Stall in Axial Compressors') 


By WILLIAM R. Sears, Ithaca, New York?) 


Introduction 


periments carried out in axial-flow compressors by several investigators 
1, [3]*) have disclosed that violently asymmetrical flow patterns occur 
machines when their flow rate is so restricted as to cause blade stalling. 
lly, certain portions of the annulus of blades appear to be stalled while 
remain unstalled; the stalled portions exhibit reduced airflow and the 
ess of flow characteristic of stalling. But what seems most important is 
t that these patterns of stalled and unstalled flow do not remain fixed 
er the stator or the rotor blades, but rotate steadily in the direction of 
otation at a lower speed than that of the rotor blades. The result is that 
otor and stator blades are subjected to violent periodic aerodynamic 
since they find themselves alternatively in stalled and unstalled flow. 
> experiments mentioned above [1], [2], [3] were carried out with the aid 
wire anemometers. One wire attached to a stator row is sufficient to 
> that a periodic flow occurs; several wires, spaced circumferentially in 
r row provide, in addition, information concerning the rate of rotation 
ısymmetrical flow pattern. Patterns having one stalled region have been 
d, and also patterns having several, equally spaced regions. The regions 
ed flow may extend across the annulus from blade root to tip (Figure 1) 
may lie near the blade roots (Figure 2) or near the blade tips. 

re are, in fact, interesting differences between the results obtained by 
lous experimenters. What is common to them is principally the fact 
"stated above: that stalling of axial-flow compressors is accompanied 
appearance of steadily-rotating periodic stall patterns. This conclusion 
fn so generally reached that it may even be surmised that all axial-flow 
ssors and pumps behave in this way. If this is correct, it may provide 
anation of numerous fatigue failures of blades, which have previously 
amed on flutter or stall flutter, or on other causes. 

@houid also be made clear that this phenomenon is not the familiar one 
as ‘surge’, which involves periodic variation of the rate of flow through 


’ 
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Rotor speed” 


Figure 1 


Depiction of rotating-stall pattern [2]. Three-stage compressor. 


Figure 2 


Depiction of rotating-stall pattern [2]. Three-stage compressor. Slightly higher flow than fork 
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chine. This distinction has already been pointed out clearly [1], [2], but 
ems to require emphasis. The phenomenon of rotating stall is basically 
olving steady flow through the machine; only its distribution around the 
s is nonuniform. The flow, in fact, becomes a truly steady flow when 
from a coordinate system rotating with the stall pattern—a fact that 
» exploited farther below. To be sure, the two phenomena, rotating stall 
rge, may occur together, and it appears that the non-uniqueness of the 
g-stall type of flow for any certain flow rate may be one of the chief 
s of the instability that we call surge [2]. 
#e present paper is a review of several attempts to explain the phenomenon 
ting stall on a theoretical basis. As will be seen, the attempts have not 
ntirely successful to date, especially because they concern a type of 
unsteady, stalled flow — about which there is insufficient knowledge. On 
er hand, they are not completely unsuccessful, since they show, at least 
tively, that flow patterns of the rotating-stall type may occur in axi- 
trical rigid blade rows with steady, uniform inflow to the machine. This 
ion is of some importance. It seems clear that stall flutter, for example, 
produce periodic flow patterns that would rotate around the blade 
s if the flutter frequency were not the same as, or a multiple of, the 
nal frequency. But the occurrence of stall flutter must depend intimately 
Melastic properties of the blades. Thus it is important to know whether a 
phenomenon can occur purely aerodynamically, in a row of rigid blades. 


Notations 


constant in equation (35) ; 

V/U (Figure 3); 

constant in equation (35); 

lift coefficient of blade; c,[«] denotes the lift coefficient as function 
of x, while c,(y) represents the same quantity as function of y; i.e., 
claly)] = cıly); 

constant in equation (35); 

constants in equations (8) to (12); 

h(y) = AH]o U®; 

Fourier coefficient of h(y) ; 

H(x, y) = total pressure; 

AH(y) = increase of H across blade row at y: 

circumferential speed of blades relative to flow pattern, divided by 
axial flow speed U; positive in negative y direction; 

constants in equations (38) and (42); 

circumference of blade wheel; 
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(local) slope of the curve c;[æ] (per radian) ; 


(local) slope of h against B; in channel relations; 
coordinate normal to undisturbed stream direction [Figure 


equation (3)]; 

summation index of Fourier series; 

p(x, y) = static pressure; 

Ap(y) = static pressure rise across blade row; 
real part; 

time; 


u(x, y) = perturbation axial velocity component; 


Fourier coefficient of 2%9(¥) ; 


u(0, y); 
undisturbed axial velocity component ; 


v(x, y) = perturbation circumferential velocity component; 


v(— 0, y); 
v(+ 0, y); 


bU undisturbed circumferential velocity component ; 


axial coordinate (Figure 3); 

circumferential coordinate (Figure 3) ; 

a(y) = (B; + By)/2; mean angle of attack; 
Fourier coefficient of «(¥) ; 

B,(y) inlet angle relative to blade (Figure 4); 
mean (unperturbed) value of ß,; 

B.(y) outlet angle relative to blade (Figure 4); 
Fourier coefficient of B;(y); 

angle of phase lag of h behind f;; 

angle of phase lag of c, behind «; 

variable of integration; 

flow coefficient [equation (36)]; 

density of fluid; 

solidity of blade row (= chord/gap) ; 

p(x, y) = stream function; 

Q(x, y) = vorticity. 


Subscripts, superscripts, etc. 


value at «= — co: 

value at x = + ©; 

value given by the uniform-turning solution; 
rotational part of (); 

irrotational part of (~); 


variable part of ( ), defined by ( )=().+( ). 


= 
= 
S 


= 
Ss. 
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= Flow Throush a Blade Row 


of the theoretical investigations of rotating stall, to date, are based on 
plifying assumptions; viz., 

€ compressor is replaced by a single blade row. 

suming that the blade length, i.e., the width of the blade annulus, is 
Il compared to the mean radius, the blade row is replaced by a two- 
ensional cascade of blades. 

2 flow is supposed to consist of a small perturbation of a uniform stream 
cosity and compressibility of the fluid are neglected. 

ll but one study [5], the further approximation has been made that: 
blade row consists of infinitely many blades; i.e., the row is replaced 
a discontinuity surface at which energy, due to rotation of the blades, 
Bitroduced to the flow. 


Figure 3 


Diagram showing coordinate system and notation. 


e lone exception, which is an unpublished investigation [5], a row of 
blades was first treated. To render the results practically useful, 
, the same approximation of vanishing chords and blade spacing was 
roduced, so that the work finally fell into the same category. 

two-dimensional incompressible-flow problem resulting from these 
ions is sketched in Figure 3. The discontinuity surface lies along the 
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y-axis. It willnow be assumed that the flow pattern is a steadily rotatin 
as has been described above, and the coordinate system will be defined 
fixed relative to this moving pattern. The flow is thereby rendered s 
with a consequent simplification of the analysis. For example, BERNO 
equation can now be used to describe the flow either upstream or downs 
of the discontinuity sheet. It should be recognized that the analysis 4 
equally well to a stator or a rotor row, since there is no distinction be 
these from the point of view of the coordinate system employed. 

Other notation to be employed in the analysis is indicated in Figure 
in Notations, page 431. So far, the problem is formulated exactly as in Ref 
[4] except that the swirl angle relative to the moving coordinate system, t 
is not assumed to be small. The appropriate, linearized Bernoulli equat 
for x <0, 


P+0.U 0.0 Via poe 


where # and v are the perturbation velocity components and p_ + is the pi 
far upstream where conditions are uniform. 

Let the total-pressure rise through the blade row be AH(y). Sim 
provide a dimensionless representation of this quantity, let AH(y)/(oU?) 
noted by A(y). The Bernoulli equation for the downstream region is th 
statement that p + o Uu+oVv is constant and equal to P_ „+ AH 
any streamline. Within the scope of a small-perturbation theory, howeve 
statement can be revised as if the streamlines lay in the direction 
undisturbed flow. Thus, for x>0, 


p+oUu- oVu=p ,+oU?h(y —b x) =H(x, y). 


In Reference [4] the vorticity in the flow downstream of the actuat 
calculated by consideration of the shedding of vortices by the blades & 
pass through a variable flow pattern. Actually, this resort to airfoil th 
unnecessary, since for steady flow there is a simple relation between the 
city Q and the gradient of the total pressure H. This relation is, for the} 
application [10], 


0H [Fre 12 ot. 
a = — 9 VU? HV2Q(x, y), 


where 0H/dn denotes the derivative of H in the direction normal to the 
turbed streamlines; viz., 


0H 0H U oH LA 


[LI RSR ER EE 
On Oy | VU? + V2 tag VUr + Ve ev h'(y bx) VU%+ 
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ore the vorticity is 
Q(x, y) =—Uh' (y —0 x). (4) 


e boundary conditions far upstream are the vanishing of all perturbation 
ties. The boundary condition far downstream is the condition of uniform 
re and parallel flow. The condition of parallel flow is 


v 
V 


V+v wt We 


. AL x = 
Ter (1 BE ir) — constant (3) 


7 — 5 = constant . (6) 


ld be noticed that the direction of this parallel flow is not specified; it 
in fact, from the direction of incoming flow. Nevertheless, this condition 
cient to establish conditions at x = oo, except for constant terms not 
d in the analysis, for equation (6) leads to 


oye ov Ou b Ou du 


0x dy or oy (7) 


OO 


h 2 given by equation (4), it is easily verified that the solution of this 
tial equation for is 


HONTE) EP PERRIER" (8) 
refore 
Vs = Ub(1+ 6%)-*h (y—b x) +C,. (9) 


alues, #, and v,,, are the asymptotic values of # and v far downstream, 
1 and C, are constants involved in the uniform-turning part of the 
» which is discussed below. It is easily verified, by substitution in 
n (2), that these yield a constant value for Das: 


The Uniform-Turning Solution 


ing established the flow conditions far upstream and far downstream, it 
possible to identify a solution consisting entirely of constants, which 
ts uniform turning of the flow through the blade row. Let these values 
ted by the subscript c. They are 
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For == 03° = 
u=0= 7%, De = P_xo- 
For x > 0: 
iy > b a 
FEU mer he Ci) er Uh+GC,, 
= 1 = 
b=), Crea MR 
or 
QUE ha= $,, PIS + © Vu 
and 


The Boundary-Value Problem 


The uniform-turning solution is a trivial one so far as the phenor 
rotating stall is concerned. To proceed to more interesting solutions it 
sary to work out the relations that exist between the flow variab 
upstream and downstream of the blade row. These are, of course, dif 
the two regions because the flow upstream is irrotational while that dow 
is rotational. The two regions are related at the blade row (x = 0) by 
tinuity of the axial flow component and by the characteristics of th 
themselves, which will be discussed later. Let the velocity compon\ 
upstream of the blade row be called u(y) and v_(y). Then the value 
downstream of the row must also be u(y), while the tangential compor 
in general, jump to a different value v,(y). 

In terms of the familiar plane stream function y(x, y) whose de 
are y, = u and yp, = —v, the boundary-value problems of the upstr 
downstream regions are, for x < 0: 


pe es 0, u(— co, y) = 0 — v(— 9, y) ’ 
p(— co, y)=P_„> constant, #(— 0, y)= u(y), v(— 0, y) = v_(y) 
Pore 0: 
V2y=—-2=Uh' (y—bx), 


u(co, y) = 


1 T 4 
Et. Uh(y—bx)+C,, 


Ps Uhly-ba)+G, 


u(co, y) = 7 


p(co, y) = ~_,—9UC,— oVC,, 


u(+0; y) = u(y),  v(+ 0, y) = 04(y) - 
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convenience, let all these quantities be considered as made up of the 
-turning parts, equations (10), and variable parts denoted by the 
; Le, y = y. + y, etc. Then, since the former consist of undisturbed 


stream, equations (11) are the equations for y, #, v, and #, except for 


ıdary condition p(— co, y) = 0. Equations (12), on the other hand, are 
por >:0,\by: 
Vi y ee Uk (y— EE 
= | Ar 1 A ee = 
u=u; u(co, y) = Taie Uh(y—-bx)+c, 
~ 1 Se 
u(oo, y) =- 53 Uh(y—bx), 
t (13) 
(CO, y) = 2 U } b x | 
i ans AE Ie 
P(co, y)=0, u(+0, y) = u(y) 
v(+ 0, y) =7 (y) — v, =0,(y) | 


olution of equations (11) can be written down immediately in the form 
te-integral relations between #,(y) and v_(y). One can consider these 
ing from a distribution of sinks along the y-axis, of strength 2 #o(Y) Or 
distribution of vortices of strength 2v_(y). The results, which are 


quivalent, are 


~ ~ 


EU) dn (14) 


1 
DEEE des bs Sa 47 
oo 09 


e integrals are Cauchy principal values. 

olution of equations (13) can be constructed by the same technique 
articular solution of the Poisson equation is subtracted out. A suitable 
1 flow for this purpose is the parallel shear flow far downstream, given 
y), (co, y) in equations (13). In other words, let 


‘ 5 fe 1 ae 
u=u) +x" with 4? — RE Uh(y— bx) (15) 


yv=v+4 with vw - ; i pe Uh(y Oy)E (16) 
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Then, with y = y) + py, one has for the downstream region, 


Zep? =0,. wM(co,4) = 0. =a (eo, y)), | 
5 1 tS 
ul (4.0, y) = ml) = (0, y) = wol) — gr UMD), 
0+ 0, 9) = 34(y) 20, ») =2,(0) — 7 UA | 
The relations analogous to equations (14) are then 
1 ~ 1 Un Ten 
nis ei 
and 
ype Eure | ain) ri ee 
v,(y) 1 ae b2 U h(y) =; = A ER De HE = né dn. 


Thus, the velocity components upstream of the blade row are defin 
related to one another, while those downstream are related ın a way 


involves the total-pressure-rise function hl y). 

All the small-perturbation analyses of the rotating-stall phenomenor 
basically the same up to this point, although some of the authors have 
made use of the steady-flow coordinate system, and have had to look for t 
special unsteady solutions that do not grow or decay as they propagate. At 
point one has just two relations, equations (14) and (18), between four unkr 
functions, 


u(y), vy), 3,0), and Ay). 


The other two relations needed may be called the ‘blade-characteristic’ 
tions; it is in the choice of these that our ignorance of the precise natu 
stalled flow becomes apparent and in which the various analyses of the pheı 
enon diverge from one another. 

Before proceeding to discuss the various assumptions that have been n 
regarding blade characteristics, it may be of interest to consider briefly 
physical and mathematical natures of the solutions sought. The fundamt 
unknown function is the pressure rise h(y), which describes the loading 0 
blades. The equations derived above state the relations that exist between 
loading and the induced velocities #,(y), v_(y), and v,(y). The blade-ché 
teristic relation will tell how the loading is affected by variations of the vel 


and flow direction at the blade row; 1.e., ultimately, how h(y) is affected by 
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induced velocity components. Thus, the problem is strictly a homoge- 
; one: What nonuniform blade loading function induces such velocity 
onents as just to support itself ? 

ere is an analogous problem in the realm of lifting-line wing theory: What 
vise circulation distribution induces such a downwash distribution as just 
pport itself? It is easy to show (and seems physically obvious) that for 
lled wings PRANDTL’s equation admits no trivial solution to this problem. 
> slope of the section lift curve is negative, however, the homogeneous 
itl equation has infinitely many eigen-solutions, but only for eigen-values 
> slope [11]. One is not surprised to find that the rotating-stall problem 
nalogous solutions, which will be discussed farther below. 


Blade-Characteristic Relations of Airfoil Type 


References [4] and [5], the two additional relations needed to connect the 
am and downstream regions of flow were carried over from airfoil theory. 
s envisaged that, even in conditions of partial stall, the most important 
acting on a blade would be the lift, or more precisely, the component 
> from circulation. This is the force that, in a stationary cascade, would 
ce a pure deflection of the flow without gain or loss of total pressure; in 
ying cascade, of course, it results in a change of total pressure. Taking 
ccount this force alone, the first blade-characteristic relation was written 
uating the rise of total head to the axial force exerted by the moving 

Since the circulation per unit length of the discontinuity sheet is v_ — v., 
lation is 

AH(y) = 9 RU [v_(y) — v,(y)] | 
3 à (19) 
h(y) = R a 2 | 


k U denotes the velocity of the blades relative to the moving coordinate 
e second relation, according to this formulation of the problem, is that 
sting the blade circulation v_ — v, to the blade angle of attack «: 


v_(y) —v4(y) => oUV14 (6-44)? fa), (20) 


a denotes the solidity of the blade row and c,[«] is the lift-coefficient 
of the blades, which is nonlinear, in general. According to the theory of 
in cascades, and neglecting unsteady-flow effects on the ground that the 
engths of flow patterns are large compared to the blade chord (already 


440 WILLIAM R. SEARS 


neglected), one should use here the mean angle of attack 


= Bit). 


It is easy to compute this angle as the sum of arc tangents and then to linea 


Ze À 


kU+bU+v, 
1 = 4 
% 
Le 
kU bU ev. Pie Ge 
Le +Uy 


Figure 4 
Diagram showing inlet and outlet angles, B; and Dee 


the result in accordance with the small-perturbation hypothesis. The re 
gives « in the form «, + « where «, corresponds to the uniform tee solu 
discussed above. The variable part, &, is found to'be 


1/2 (v_+ 04) — (Rk + 6) uo 
Uf1 + (6+ k)?) 


The second relation may now be written in terms of perturbation quantities 


> it 
v.(9)-3.)= 7 cUVi+(6+ 4? äfal, 
where ¢,|«| is, of course, the lift-coefficient function measured from the co 
turning point a= cıla.| (Figure 5). 


Linearized lift-coefficient curve. Phase lag 


It seems most consistent with the small-perturbation assumption to li 
ize the curve at this point, i.e., to replace the curve ¢,[«] by its tangent 
to write 

&la(y)] =ma(y) (m= constant) . 


This is the type of approximation made in Reference [4] and included 
more general framework in Reference [7]. In both cases, moreover, the phe 
enon of time lag was also included in an approximate way. It is well k 
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ole] 


Figure 5 


Diagram defining lift-coefficient functions ela] and IG]. 


he circulation about an airfoil lags behind its incidence by an interval 

is greater at large angles of attack than at small. This time lag is due 
rily to the time required for the viscous processes of separation and 
x shedding after a change of incidence, and may be considerably larger 
the subsequent time lag in the build-up of circulation according to the 

of airfoils in unsteady motion. It has been studied by MENDELSON [6], 
oncluded that, approximately, the phase lag for any airfoil in oscillatory 
n depends on the mean incidence and not on the frequency of oscillation. 
us interesting result presumably cannot apply to all frequencies, but was 
sed as an approximation for the range of frequencies involved in many 
of stall flutter. In the present application it states that, if the angle-of- 
perturbation is sinusoidal: 


a(y) = Ra; ee (24) 


%,, n, and / are constants, / being the circumference of the blade wheel, 
he corresponding lift coefficient is 


cv) en) Ra, gia n GRAN s (25) 


the phase-lag angle A depends upon «, but not upon «, or n. (Here the 
1 €? has been used to denote the real part of a complex quantity. In what 
s, this symbol will be omitted, and real parts always implied.) 

utilize these relations, suppose h(y) to be expanded in a Fourier series. 
t have a period equal to /. Thus, 


eo) 


BoD, (26) 


n=1 
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The corresponding induced angle of attack «(y) then has the form 


CO 


a(y) Spee Bes, 


n=1 


and equation (25) states that 


foe} 
(y) = m} &n erernwm+4], 


n=1 


But the Fourier coefficients «, are easily found by means of the equat 
derived above, viz., equation (21) for & together with equations (14) and 
In particular, one finds that | 

BE 45 2 US F hm) dn 
v_(y) + v:(7) Tops U h(y) CE DE ven 


ee D'aerrinrli | 


WS OE: a | 
and | 
1 Fon) Sum) url Br. 

2u arm A + : ; 
2 uo(y) = i dn À 170: hy) + nT 1 TE aa = | 
eC eee! 10) dy 1—bi à 2rinyjl | 
Fr [ne He LE | 
rend f La lo = 2rinyjl | 
ci are lan 
so that 
Se =<, = ie | k a .[d aie es ezrinyll 
= pp lire +24 19% 2 
The coefficient of e?*i”Y!! in this expression is the Fourier coefficier 
of equation (27); thus ¢,(y) follows from equation (28), and equation 
becomes 
Shy erin — 5 ma kV 1+ ( b+ k)? 2 Ya, ei Brn( (y/) +4). 


approximations. It is the statement that the loading h(y) is supported 
own induced velocities. It is, as was mentioned above, a homogeneous 4 


n=1 n=1 
This is the complete equation of the problem, according to the p 
and can be satisfied in a nontrivial way only when the successive 
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ants on the right- and left-hand sides are equal; i.e., 

hy = x mokV1 DC rag „ei (33) 
(„ taken from equation (31). This requires both 

k?b k? 
TEE +2k+b= pe tan A | 
(34) 
PRES RSA" V1+ (6+ k)2 cos / | 
4 he 


e simultaneous solutions of these two equations, for various assumed 
of A, are plotted in Figure 6. The most convenient independent variable 


Figure 6 


stall solutions based on blade-characteristic relations of airfoil type. The abscissa, k + b 


gent of the mean inlet angle B;. Where double-valued functions occur, correspondin 
k and —mo/4 are to be read from branches showing arrowheads in the 


’ 


g 
same direction. 
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is k + b, which is the tangent of the mean (undisturbed) angle of inflow re 
to the moving blade; i.e., the mean value of ß, in Figure 4, say 6: Th 
parameter of clear geometrical meaning, easily estimated from design dé 
any given blade row in a turbo-machine at any known flow rate. Equatioi 
state that, for any given value of this parameter and for any known valu: 
rotating stall can occur only for two special values of m o—both negativ: 
that the stall pattern must rotate at certain corresponding speeds À U rı 
to the blades. 

The solutions plotted in Figure 6 are a generalization of those preseı 
Reference [4], where a restrictive assumption of small swirl (b << 1) was 
It is important to notice that no information is obtained from the s 
concerning the amplitude, shape, or wave length of the periodic solutio 
This is a result of the linearization of the problem, including the blade-cha 
istic curve. According to this result, any periodic function h(y) support 
by ineans of its own induced angles, provided only that À + b, mo, k, 
satisfy equations (34). 


Nonlinear Lift-Coefficient Curve [5] 


In Reference [5], MARBLE attempted to avoid this situation by intrc 
a certain nonlinear lift-coefficient function in place of equations (23) ar 
This function, suggested by H. S. TSIEN, is 
da ) 3 


=Aa—B(x—C ar 


orale? 
where A, B, and C are constants and da/dt denotes the time rate of char 
He then assumed h(y) to be a simple sine, and tried to find solution 
rotating-stall problem in a manner analogous to what has been cart 
above. Preliminary results were presented in Reference [ik 

In general, the nonlinearity produces higher harmonics in the induc« 
%, even when A(y) is sinusoidal; thus the problem of satisfying the homo 
equations is a much more complicated one. In other words, a mathe 
difficulty arises in the determination of the Fourier coefficients of A(} 
they are not independent of one another. In this situation Professor | 
has concluded that it is more fruitful to use a different descriptior 
nonlinear blade characteristic at stalling, which will be discussed belo 


Blade-Characteristic Relations of Channel Type 


In some other investigations of the same phenomenon, the concey 
blade row as a lattice of airfoils has been discarded. Instead, the row | 
treated as an ensemble of channels. 
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Variable-Area Channels ([1] and [9]) 


eference [1], Emmons suggested that the effect of partial stalling of the 
between two blades could be represented as a partial constriction of 
age area through the channel. He defined a flow coefficient x for the 
such that 

U + wo = const : x. (36) 
; based on the assumption that the static pressure behind the blade 
Id remain uniform in spite of the asymmetric flow pattern, so that the 
iable affecting the flow through the row at any point would be the 
ot constriction, i.e., the degree of boundary-layer separation. EMMons 
ssumed that the flow coefficient is determined by the inlet angle ß,(y). 
yurposes of his investigation he linearized the expression for this angle, 


Bee A b+k DE Uy pe 
PES Tanti be? bess AU — al (37) 


med a linear relationship between x and f; in steady flow. For unsteady 
assumed that x increases at a rate proportional to its deviation from 
dy-flow value, for any given ß,; this is equivalent to assuming a 
ype of lag between f,; and Z. The result of these assumptions is to 
ı blade-characteristic function in the form 


U'o(y) = Ky uy — Ka v_, (38) 


‚and K, are real constants involving the various constants of propor- 

of Emmons’ theory as well as k and b. 

ding to this theory, it will be noted, the flow pattern upstream of the 

w is independent of the flow downstream. Equations (18) are not 

the only unknowns are u(y) and v_(y), and they are determined by 
> (14) and (38). Assume that «,(y) is given as a Fourier series (real 

ng implied, as before); then 


Uo(y) = d'u, e TI, (39) 
n=1 

ae 1 f un) dy zinyji 

NT 7 / y—H une: (40) 
ge eee: f 
u,(¥) == - >” Uy, ein y Le (41) 
n=1 
juation (38) requires 

u REN (42) 


l 
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Emmons has already noted [1] that this means that X, — 0 for a 
pattern propagating without growing or subsiding. This amounts to a con 
on the slope of the curve of x versus ß,; it seems to be analogous to the conc 
on mo obtained in the earlier analysis [equation (34)]. He did not me 
that it also requires a special relationship between » and K,; 1.e., his 
states that the rotating-stall pattern must be purely sinusoidal with a 
length determined by the constants of his blade-characteristic relations 
parameters À and b. The nature of this relationship is such that the rel 
speed k U decreases with increasing 1, i.e., with decreasing wave length @ 
pattern, all other parameters being the same. 

This theory has been extended by STENNING [9]. STENNING’S analy 
basically the same as Emmons’, but an attempt is made, in introducing 
lag, to distinguish between ‘boundary-layer lag’ and the time lag due toi 
of the fluid contained within any blade passage; it is concluded that the] 
is more important. The same assumption of uniform downstream static pre 
is made and is defended as an approximation for stall patterns whose 
length is not large compared to the circumferential blade spacing. 

STENNING’S results are similar to Emmons’. Again two relations are 1 
for steadily rotating stall patterns, one of which is a condition on the sl 
the curve of flow coefficient x. The other (which is fully discussed by STE 
restricts the steady pattern to a pure sine curve and relates k, b, und //n in 
a way that sinusoidal patterns of long wave length rotate faster relative 
blades than those of shorter wave length, all other effects being the 
STENNING presents some experimental data, obtained by Professor EMI 
which seem to support this conclusion regarding the effect of wave leng 
speed of propagation. There are other experimental data, however ( 
Reference [2]), which do not show the same tendency. 


D 


Channel Relations Used in Reference [7] 


Besides the ‘airfoil’ analysis already discussed above, Reference [7] 
a solution based on ‘channel’ equations different from Emmons’ and 
NING’s. Following a suggestion of Professor RANNIE, the author underto 
set up blade-characteristic relations that would resemble the results of st 
flow cascade tests. Such results are sketched in Figure 7, where it is ind 
that (1) stalling of a stationary cascade is indicated by a sudden incre 
total-head loss, — AH, plotted against inlet angle B;, and (2) the outlet at 
is substantially constant, for high-solidity cascades, even in the stall. T 
of these conclusions must be modified to apply to a moving cascade, of ¢ 
For this case the corresponding curve of AH versus B; would have the cha 
of Figure 7 (c). 
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hese curves suggest the use of the following blade-characteristic relations: 
B,= constant, or ß; = (43) 
linearizing the curve of Figure 7(c) at the appropriate uniform-turning 


A 


(a) (b) ; (c) 


Figure 7 
es showing (a) outlet angle and (5) total-pressure rise of typical stationary cascades and 
(c) corresponding total-pressure rise for rotating cascades. B;is the inlet angle. 


h=—MB; (M = constant) . (44) 


ign convention adopted here is such that M is positive for the stalled 
row. 
a generalization of these relations, the type of time lag (phase lag) obser- 
y MENDELSON for airfoils was introduced at this point in Reference [7]. 
vas, of course, rather arbitrary. It is justified only by analogy with the 
result. The process of viscous separation and energy loss described by 
annel relations is similar to the process of airfoil stalling, which MENDEL- 
und to be approximated by a phase lag of this type. Furthermore, it 
to be the only type of lag that can be introduced without automatically 
‘ting the flow pattern to a simple sine. Rather, the enormous generality 
ırier series is maintained; i.e., solutions will be found for which 


By Ber (45) 


see GENRE, (#6) 
n=1 


6 is a real constant. 
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Again the process of solution begins by finding the Fourier coefficie 
corresponding to the h, of equation (26). The linearized expression for B. 
same as equation (37) but with ß, written in place of B; and @, in place 
thus the first channel relation, equation (43), states that d, = (0+ k)m@ 
B;, from equation (37), becomes 


5 ND Te 
Bay) = i+ (+h)? ai; + 


Now, an expression for v_— Ö,,involving up, is obtained from equatio 
and (18): 


“ ~ 2 ae (n) dr b = 1 U An) d 
Uy) eS | TES Uh(y) + ri HT J ee = 


2 1 f d 
en — +2) m0) - 
One can obviously eliminate v_ — ö, from these two equations, obt 
1 de adn Bae tei | ais 1 Rn) dn \ 
1 [len _ + 8) ugly) = ge | PAO) +z | Gama 


If w,, denote the Fourier coefficients of #,(y), So that 
uly) = nern, 


equation (50) relates u, to hy: 


U i+ b 
Un an EX hy, 2 


Sp TAN DER 


Now, making use of equation (49) again, one has a simple relation betw 


and the Fourier coefficients of v_ — d., which in turn are related to 
equation (47). Finally, from equation (46) the homogeneous equation 
problem becomes 


oo oo 
2 7 , L 1 . i [= 7 
yh 2Qainy/l ] A her ws, > i[2 x n (vit) +ô] 
= n € M ike (b+ k)2 ai [0 (b+R)] sl Un € 
if i-(b+k) i+b WG 8 
= ny D D NP eg oe ST OM i[22n (y/l)+ 
MIR OER BORE war 
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is requires both 
M 


= : = 2 = 

| Aaa 1+ 04H) (53) 
SALES : 

ravens verry aa (54) 


equations (53) and (54) are both satisfied, any periodic flow pattern is in 
rium and rotates steadily. The compatible values of M, k, and b+ k 


Figure 8 


stall solutions based on blade-characteristic relations of channel type. The abscissa, 
. k + b,is the tangent of the mean inlet angle B;. 


ted in Figure 8 for several values of the phase-lag angle 6. Again the 
dent variable is b + k, the tangent of the mean (undisturbed) angle of 
elative to the blades, tan ,. All the interesting values of M are positive, 


9 
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which means that the blade row must be so fully stalled as to have a negé 
characteristic slope, as defined in Figure 7(c). Then rotating stall can occ 
a certain relative speed k, with or without lag. 


Marble’s Discontinuous Blade Characteristic 


In Reference [8], Professor MARBLE has employed a nonlinear blade ¢ 
acteristic of a most interesting type, namely, a relation exhibiting a disct 
nuity at the stall. That such characteristics should be used was suggeste 
Reference [4] but was not carried out. MARBLE’S first blade-characteı 
relation is a generalization of equation (43) ; viz., 


Bo= const - Br. 
His second relation is expressed in terms of the static-pressure rise 4 


the blade row, 
Ap = p(+ 0,7) — p(-— 0, y). 


It is his assumption that this pressure rise varies approximately linearly 
the inlet angle ß,; below the stall but drops to zero when stalling occurs. 


relation is sketched in Figure 9. 
Ip 


Figure 9 

Sketch showing MARBLE’S discontinuous blade-characteristic function [S]. Ap denotes 
pressure rise and B;the inlet angle. 
For convenience in applying this condition, MARBLE works with the de 
ent variable p(x, y) instead of the velocity components used in the p 
investigations. Since the small-perturbation approximation is employe 
pressure perturbation satisfies LAPLACE’s equation both upstream and 


stream of the blade row. MARBLE shows that the angles B , and f, can a 
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sed quite simply in terms of the pressure perturbation and its harmonic 
ate. Thus, the boundary-value problem of the two-dimensional blade row 
ced to finding a harmonic function whose real and imaginary parts, 
the axis x = 0, satisfy certain relations derived from equation (55) and 
aracteristic sketched in Figure 9, 

e results of this analysis will not be reproduced here. They consist of the 
gation speed ratio k and the percentage of circumference stalled, both as 
ns of k + b, the tangent of the mean inlet angle. MARBLE finds that k is 
itive to variations of k + b for values of À + b near 1, which is a typical 
for axial-flow compressors. It is interesting to notice that in one parti- 
vase that he studies in detail, in which the constant of equation (55) is 
equal to zero, so that this relation coincides with equation (43) of the 
, SEARS analysis, his curve of À versus À + b is identical with the one 
Lin Figure 8 for 6 = 0. Presumably the effects of lag could be introduced 
ARBLE S analysis, but this has not been done. 

most interesting result in MARBLE’s work is the percentage of circum- 
stalled, or the ratio of stalled to unstalled length in the periodic flow 
1. This increases rapidly from 0 to 1-0 as k + b is increased above the 
vhere partial stalling first appears. The slope of this increase depends on 
gnitude of the pressure rise Af across the unstalled portions but seems 


elatively insensitive to the slope of the unstalled portion of the blade 
eristic. 


Comparison with Experiment 


ctically the only comparison that can be made with experimental results 
ent is the comparison of measured and predicted rates of stall propaga- 
ch a comparison is attempted in Figure 10, where the curves of k versus 
re collected from Figures 6 and 8. The experimental points in this 
re taken from the report of IURA and RANNIE [2]. They represent the 
ons of the rotor and stator rows of their experimental compressor at 
set of rotating stall. It is not known whether the rotor or stator rows 
sponsible for the stalling. To be more precise, it must be admitted that 
sent single-row theories are only roughly applicable to Iura’s and 
's three-stage machine, and the attempted comparison is based on the 
tions (1) that either stator or rotor rows (but not both) must be respon- 
r the onset of rotating stall and (2) that the presence of other rows does 
iously affect the results, as compared to those of the idealized single- 
del. 

dashed lines emanating from the experimental points in Figure 10 
ıe approximate variation of À with À + b, for rotors and stators, respec- 
or flow quantities smaller than that at which rotating stall commences. 
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Figure 10 - 
Comparison of measured rates of stall rotation [2] with theoretical values based on airfoil 
and channel (below) types of blade characteristics, from Figures 6 and 8. The abscissa, À 


the tangent of the mean inlet angle Be The experimental points and dashed lines are from 
[2], computed for rotors and stators, respectively. 


It is seen that the experimental points fall within the range of the theo 
diagrams based on either ‘airfoil’ or ‘channel’-type blade charactel 
However, the point denoting rotor conditions requires either negative 
excessive positive lag if the ‘channel’ theory is adopted, while th 
denoting stator conditions requires a rather large value of the lag (co 
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NDELSON’S observations) in the ‘airfoil’ theory. There is an interesting 
idence between the experimental curve for rotor conditions (the upper 
pd line) and the theoretical curve for constant phase lag A in Figure 10a. 
theless, it is clear that the available comparison with experimental results 
ot lead to any general conclusions. 


Discussion and Conclusions 


this paper, several attempts to explain theoretically the phenomenon of 
ng stall have been described. These are all based on the assumptions of a 
row of closely spaced blades and the small perturbation type of flow. 
are, therefore, probably inadequate to describe the conditions observed 
Itistage axial compressors. On the other hand, they provide at least a 
ative explanation of the phenomenon, and they are in agreement in their 
ision that steadily rotating patterns may occur in stalled, rigid blade rows. 
addition to the limitations imposed by their simplifying assumptions, 
theories all have the drawback that they involve several unknown para- 
s. In the analysis based on ‘airfoil’ relations, for example, both the lift- 
slope m and the lag angle A are involved. Unfortunately, one’s under- 
ing of stalled-airfoil flow is insufficient to determine either of these 
ities with assurance. Each of the analyses discussed has this drawback, 
igh the governing parameters are expressed in other terms. It appears 
ore definitive theoretical and experimental work on stalled airfoils and 
annels is needed. 

esumably, the several different analyses, being alike in basic structure but 
ng in the assumed blade-characteristic relations, have relative advantages 
isadvantages, but it is difficult to choose between them on the basis of 
vailable experimental data. The present author believes that there is a 
erable virtue in the assumption of MENDELSON’s type of lag, i.e., phase 
ependent of frequency, since this avoids the limitation of flow patterns 
ely sinusoidal ones. This limitation has occurred, probably unintention- 
1 the work of Emmons [1] and STENNING [9]. Undoubtedly MARBLE’S use 
iscontinuous characteristic [8] provides information unavailable in the 
zed treatments. It seems questionable whether the blade-characteristic 
n of Figure 9 is realistic, however, for the static-pressure rise through a 
ow surely does not vanish when stalling occurs. In this connection, the 
st between MARBLE’S assumptions and those of EMMONS and STENNING 
ing: the former assumes a violent reduction of static pressure down- 
of the stalled portions of the blade row, while the latter assume that the 
juantity is uniformly distributed. It should not be difficult to make a 
between these two assumptions on the basis of suitable future experimental 
ations. 
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Addendum Supplied October 1955 


Since the manuscript of the present paper was submitted for publica 
additional investigations of rotating stall, including interesting experime 
results, have appeared (References [12], [13], [114], [15], [16]). The newegge 
perimental results (References [13] and [16]) are particularly pertinent to 
assessment of the theories, because they have been obtained in single: 
configurations, which more closely resemble the theoretical models. Also, § 
static-pressure fluctuations were measured before and behind the roto 
these tests, these results cast considerable light on the assumptions madi 
MARBLE and STENNING in their theories. 

The agreement between measured rates of stall propagation and 
predicted by the theories of Reference [7] is similar to that shown he 
Figure 10. (The present author does not agree with the way this comp 
was carried out in Reference [16] and has made his own comparison, to W 
the preceding statement applies.) Fortunately, the question of whether 
or stator was stalled, which complicated the matter in Figure 10, does 
occur in these single-row comparisons. The authors of Reference [13] con 
in part: ‘The measured stall-propagation rates can be made to agree 
theoretical predictions by adjusting certain theoretically undetermined f 
appearing in the theories.’ 
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Abstract 


1e phenomenon known as ‘rotating stall’ is described. Basically, it involves 
uniform pattern of flow, steadily rotating relative to both the fixed and the 
ng blades of axial-flow compressors. Attempts to analyze the phenomenon 
eans of small-perturbation theories are reviewed. It is shown that the work 
eral investigators can be included in a single formulation and that they 
only in the type of blade-characteristic relations assumed. The present 
T's analyses based on linearized ‘airfoil’ and ‘channel’ relations are pre- 

in detail. The various theories coincide in the qualitative conclusion that 
induced rotating-stall patterns can occur in stalled, rigid blade rows. A 
arison with available experimental results is inconclusive, so far as a choice 
en the several theories is concerned. 


Zusammenfassung 


ie als «umlaufende Abreißströmung» bekannte Erscheinung wird beschrie- 
welche durch ein Strömungsbild gekennzeichnet ist, das sowohl bezüglich 
stators wie auch des Rotors in einem axialen Verdichter stetig umläuft. 
Übersicht der theoretischen Ansätze zur Beschreibung dieser Erscheinung 
ahmen einer Störungsrechnung ist gegeben. Es kann gezeigt werden, dass 
reisten Ansätze einheitlich behandelt werden können und sich nur in der 
ıommenen Schaufelcharakteristik unterscheiden. Berechnungen des Verfas- 
auf Grund von linearisierten «Auftriebskurven» und «Kanalbeziehungen » 
wsführlich dargestellt. Alle Theorien liefern das gleiche qualitative Ergebnis 
selbstinduzierten, umlaufenden Strömungsbildes in einem starren Gitter 
bgerissener Strömung. Ein Vergleich mit Versuchen ergibt vorläufig keine 
senden Schlüsse betreffend die beste Wahl zwischen den Theorien. 
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Über den Fehler des Runge-Kutta-Verfahrens für die 
numerische Integration gewöhnlicher Differentialgleichunge 
n-ter Ordnung 


Von WALTER GAUTSCHI, Basel!) 


Die klassischen Runge-Kutta-Formeln zur numerischen Integration eis 
Systems von gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung könnemi 
Prinzip auch für Differentialgleichungen höherer Ordnung benutzt wert 
indem eine Differentialgleichung n-ter Ordnung in bekannter Weise als i 
spezielles System von n Differentialgleichungen erster Ordnung aufgefas 
wird. Den entsprechenden Approximationsfehler hat BIEBERBACH [2]?) 
Hilfe der Taylor-Entwicklung abgeschätzt?). Indessen sind in neuerer Zeit 
ZURMUHL [7], [8]%) allgemeinere Runge-Kutta-Formeln aufgestellt worde 
die numerische Integration von Differentialgleichungen #-ter Ordnung a 
direktem Wege durchführen. Die Genauigkeit der Approximation erial 
dadurch, besonders für # > 2, eine bemerkenswerte Steigerung [7]. Im 
genden soll auch zur Zurmühlschen Fassung der Runge-Kutta-Formeln 
Fehlerabschätzung (für den ersten Integrationsschritt) mitgeteilt werden? 


Die Runge-Kutta-Formeln für Differentialgleichungen n-ter Ordnun 


Sei die Differentialgleichung in der nach der höchsten Ableitung aufgelöst 


Form 
y) = f(x, y, y", FM yin - D) 


gegeben und an der Stelle x — x, das System von Anfangswerten 
PIC) = yo" (PS OMR) 


1) Mathematische Anstalt der Universität. 

?) Die Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis S. 461. 

3) Von M. Lorxry [5] ist eine weitere, aber unvollständige Fehlerabschätzung durchge! 
worden. 

4) Vgl. auch [4], S. 28. 

5) Inzwischen sind für # = 1 von ALBRECHT [1] und für beliebiges n von BuKovIcs BI 
gehend von anderen Voraussetzungen, weitere Fehlerabschätzungen veröffentlicht worden, ¢ 
Prinzip auch die Fehlerfortpflanzung berücksichtigen. Uber den Einfluss der Fehlerfortpfla 
vgl. auch eine Bemerkung von RUTISHAUSER [6]. 
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‚schrieben. Wir setzen!) 


h=x—%, 
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k= yo) + - m yy 1) I... Go SE yo 1) (v = 0, il Mi 1) D 
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NA eee an, 1,5) ER M], 
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nern tz) + re r() 


2" nl (3) 
ann Ags | h 
a ay 
hr 
ki — il Hy + h, Th(1) + — Rs, , 7,0) 
Me. 
gr Be» +] | 
rner 
4 
a WR N (4) 
= PER =. = Bis 2p 
Pa PPD PY Tr py (pa ay | 5 
=e AE gue We =n-») | x 
Tr en ur 


das Runge-Kutta-Verfahren werden nun für die »-ten Ableitungen 


der gesuchten Lüsungsfunktion in der folgenden Weise Näherungs- 
nen y\”)(x) definiert: 


n—v 
YEN + À = Tl) + GET Mie mer (6) 
Voraussetzungen 


definieren # Funktionen f, der n + 1 Variablen eye dureh: 


ra Zn NG. i Ha, vu. yo). 


e folgenden Bezeichnungen sind gegenüber den Darstellungen in [4] und [7] leicht geändert. 
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Es sei R ein Bereich 


(R) (= HE 1 u Er) 


- des (x, ¥,-.., ¥n)-Raumes, in dem die Funktion f(x, 1, -.. , Yn) un 
Ableitungen 0'f/0x' dy --- Oyin , 0 <1 <4, eindeutig und stetig sind. Wi 
zen voraus, dass in À 
Al SN @A=12..,n),. 
of M 


& = RES Æ ie 
0x dy} ... oyin | a No tre (0 <Z = 4) 


gilt!) und dass ferner die Ungleichungen 


Rue n at 
NO le a PR 


ht | 


erfüllt sind. Die ersten n Ungleichungen in (9) sorgen unter anderem 
dass für |x — x,| Sa die Werte [x, y(x), ... y-1){x)] der exakten Lös 
funktion und ihrer Ableitungen innerhalb des Bereiches R bleiben. Auss 
haben sie, wegen (7), zur Folge, dass |k,| SN(lSeS 4) ist. Die 
Ungleichung in (9) erweist sich im Laufe der Fehlerabschatzung als z 
mässig. 


Abschätzung des Fehlers 


eh) = v (xg + À) — yP (xo +h) (v=0,1,...,%—1) 


der Approximationsfehler der »-ten Ableitung. Aus der Taylor-Entwickl 


he? hn=v+1 af | 
(n — »)! fo + (n—v+1)! FRET Yu 


y (x9 + h) = T,(4) 4 


und aus (6) ergibt sich 


pe” [eee hr df 


NZ Leo) % Mn! fo n—»+1)! dhh-o 


Es ist bekannt [7], dass für m = 0, 1,...,n-—v++2undn = 2, 


am 
HE sl, gO vl 


und für m =0,1,...‚4undn 21 


am 
dh &,_,(A) I»=0 =0 


1) (7), (8) sind im wesentlichen die Bieberbachschen Voraussetzungen, bis auf den Unte 
dass hier die Abschätzung (8) nur für die Funktion f, und nicht für sämtliche fg gelten mu 
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aher folgt aus (10) 


== | 1 er a? k, tee 1 a? | i ee di 
é,(h) | 38 @= >)! adh? gr He TAS sis ans dh | h | (11) 
az, OS Sn 2) | 
er ERBEN ale = >) 
Ra AD uns, la, 50 ar, to) (te 


ewisse #; mit 0 < 9,< 1. Aus (11), (12), (4) und (5) erhält man für n > 2 
bschatzungen 


7 Mt 7 IH " Mm 
(h)| < 7 ae 3 {°(2 max|k}| + 2 max|#' | + max|%7|) 
+ p (6 max|£,'| + 6 max|%% | + max|k”|) (13) 
— 6 (max|#/| — max|/”|)} 
Dr y= 0, 1)2..,%—2) 
fürn > 1 die Abschätzung 
(4)| < aes {10 max|ÆlŸ| + 10 max|#;"| + 5 max| #Y| + 6max|f"|}. 
(14) 


he bedeuten hier Ableitungen nach h. Ferner sind alle Maxima für | h| 4 
hmen. 

ührt man die Differentiationen in (13) und (14) aus, und schätzt man die 
anenen Ausdrücke mit Hilfe von (7), (8) und (9) ab, so erhält man nach 
T Rechnung folgende Resultate: Es gilt fürn > 2 


= 4 7 +3 
BAIE Spay BP’ Cn) + 5 H(n) — Ka] ale | ie 
(C= t= 99 SOE ee | 


{737 n° + 3555 n? + 3671 n + 361 + 144 6, en) (1+ 1)}MN 


i (273 n® + 642 n + 297) MN + Ÿ (n +1) MIN, 


=: 965 n° + 4599 n? + 4435 n + 69 + 144 ö,(n) (n + 1) MN 
& 


| 
| 
I (16) 
a 


F3 = (369 n? + 858 n + 369) MeN +> (n+1) MN, 


eileen 
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K(n) = 6x {3354 n3 + 15894 n? + 18198 n + 4578 + 864 ö,(n) (n + 1)}1 


ze (066 n° + 2244 n + 1182) MN +3(n+1) M?N 


und fürn 21 


le, A) | 


IIA 


MN A : 
[ ieaaz0 (42401 mt + 237440 n° + 336570 n° + 73112 n 


— 11107 + 32 6,(n) (2050 n? + 8022 n? + 6093 n + 31) 


4 24 ö,(n) (1060 n? + 2379 n + 523) + 3840 ö,(n) (n + 1) } 
M?N 


11520 {7721 n° + 27621 n° + 23163 n + 3263 


+ 6 6,(n) (805 n? + 1712 n + 667) + 576 ö,(n) (n + 1) } 
MS N 

+ Seq {293 n° + 604 u + 275 + 36 d,(n) (m + 1)} 

M*N 


u Con NAS 


wenn allgemein 


0 (n<hk) 
ö,(n) 


en IR) 
gesetzt wird. 


Für 2 = 1 ergibt sich aus (17) die Schranke von BIEBERBACH!) 


v, — v| < IM N 3,680642361 + M? N 5,3618055... + M® N 1,220833 
+ MEN 0,01666...]|a|<5,37 MN YO [a6 (n 


Für den praktisch wichtigen Fall n = 2 erhält man 


|v, —y| < [M N 1,086 + M® N 0,7188 + M® N 0,025] |h]® 
<1,09MN Al, | 

ly, — y'| SIM N 32,57 + M® N 23,07 + M® N 2,879 + M N 0,025] | 
<326MNY a5 (m=2). 


A) HBAS 234 
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an verifiziert leicht, dass für n > 2 


Br = 
Hm) = 20.97 eck MN cee 


)< 16,64 (n+ 1) MN 


0 dass man aus (15) die schwächere, aber einfachere Abschätzung erhält: 


Balz? (2,78 p + 3,50) (n + PHASE Injp*® | 


AUS) (TRE 15) 
Ben-rvel,1..,wme2;n>22. | 
ch kann (17) zu 
ln] $0,453 a + MNY ZIP (m1) am) 


1facht werden. 
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Summary 


" the numerical solution of an ordinary differential equation of the n-th 
1) with the initial conditions (2) ZuURMÜHL has developed general Runge- 
formulas which integrate this equation directly without separating it into 
m of n equations of the first order. In the present paper some estimations 
errors of this Runge-Kutta method are given, which are valid for any value 
t is assumed that the function f(x, y, y’, ...) on the right side of the differ- 
-quation and its partial derivatives up to the fourth order are one-valued 
ntinuous in a certain neighbourhood of the initial values and that bounds 
e functions are known. 
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Eine genäherte Behandlung des schweren symmetrischen | 


Kreisels in nicht-Eulerschen Koordinaten 


Von ERICH SPONDER, Chromepet, South India!) 


Einleitung 


In zahlreichen technischen Anwendungen bildet der Kreisel ein ausschil 


gebendes Glied in einem mehrläufigen Körperverband, dessen (dyna 
Stabilität hinsichtlich einer bestimmten Gleichgewichtslage sehr oft von b 
derem Interesse ist. Zu deren Feststellung bedient man sich gerne der Me a 
der kleinen Schwingungen, die nur kleine Abweichungen der Glieder de 


störten» Körperverbandes von seiner Gleichgewichtslage in Betracht ze 
Unter geeigneten Bedingungen führt dies zu Differentialgleichungen, die lim 
in diesen Abweichungen und deren zeitlichen Ableitungen sind, also let 
gelöst werden können, und die den Bewegungsverlauf in zwar genäherter, al 


sehr übersichtlicher Weise wiedergeben. Was den Kreisel betrifft, so komm 
dabei nur auf die Lagenänderung seiner Figurenachse an, nicht auch a 


Drehwinkel des ohnehin symmetrischen Rotors, und dazu genügt scho d 


Angabe von zwei Koordinaten an Stelle von dreien des allgemeinen Falle 


Die Methode der kleinen Schwingungen ist nur dann erfolgreich anwendb! 
wenn die zur Beschreibung der Bewegung eingeführten Koordinaten zWe 


entsprechend gewählt werden; so versagt zum Beispiel dieser Weg, wer 


Lage der Figurenachse des Kreisels in den bekannten zwei Eulerschen Wink” 
ÿ und y angegeben wird, wie es die Figur 1 zeigt, und es empfiehlt sich dal 
mit anderen, besser dafür geeigneten Winkeln zu rechnen. Ein Versud 11 
«und f an Stelle von # und y erweist sich als brauchbar: diese Wahl ermôgll 
tatsächlich die sehr bequeme Behandlung des schweren symmetrischen Ki 


mit Hilfe der Methode der kleinen Schwingungen. 


Dieses Verfahren ist nun nicht neu, die meisten Darstellungen des al 
wandten Kreisels bestätigen es. Doch beschränkt man sich dann nur aul’ 
schnellen Kreisel und verwendet demgemäss von vorneherein vereinfal 
Formeln. Hier soll hingegen eine anscheinend noch fehlende strenge Herlell 
der vollständigen Kreiselgleichungen in diesen nicht-Eulerschen Koordim 


gegeben werden, die dann auch für den langsamen Kreisel und den Gre 
des sphärischen Pendels gültig sind. Darüber hinaus ist es sogar möglich 
allzu grosse Umständlichkeiten den Einfluss des Dämpfungswiderstande 


1) Madras Institute of Technology. 
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Kreisel auf seiner Bahn um die Lotachse herum erfährt, auf die Stabilität 
Bewegung zu klären. 


Aufstellung der Kreiselgleichungen nach Lagrange 


ie Bewegungsgleichungen des schweren symmetrischen Kreisels — gleich- 
ig, in welchen Koordinaten — werden am einfachsten mit Hilfe der Lagran- 
hen Gleichungen zweiter Art abgeleitet. Man erspart sich dabei alle Be- 
htungen über den Drall und gelangt auf einem verhältnismässig ungefähr- 
n Weg rasch zum Ziel. 

unächst muss die Lage des Kreisels im Raum geometrisch festgelegt 
an 


Lotachse 


Figurenachse x x 


3 immer >O 


r £3] 
aie) #1 Anotenlinie KL(Xx) 


Figur 1 
e verwendeten Achsensysteme; alle eingezeichneten Winkel und Drehsinne sind positiv. 


ie Figur 1 zeigt das Hauptachsensystem x y z des Kreisels, der in O unter- 
ist, und das im Raum ruhende Bezugssystem XYZ. Beide sind Rechts- 
ne, und dementsprechend sind die positiven Drehsinne fiir die Winkel- 
indigkeiten & usw. eingezeichnet. Es darf ohne Einschränkung der All- 
ngültigkeit angenommen werden, dass auch die Rotation p des Kreisels 
positiv sei. Die Ausrichtung des kreiselfesten Systems x y z gegenüber 
aumfesten System XYZ geschieht durch die drei Winkel a, B und &.« ist 
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der Winkelabstand, den die Figurenachse x von der (XY)-Ebene hat; die Dre 
achse für « ist durch [a] angedeutet, was sinngemäss auch für alle übrige 
Winkel gilt. B wird in der (X Y)-Ebene gemessen und von der Lotachse X a 
gezählt. « und B bilden mit dem stets positiven Eulerschen Winkel Ÿ zusammen 
ein rechtwinkliges Kugeldreieck. Der dritte Winkel, &, wird in der räumlich 
beweglichen Querebene gemessen, die senkrecht zur Figurenachse x des Kreisel 
steht, und gibt den Weg der Querachse y von der (XY)-Ebene an. — Die be 
sprochenen Winkel treten auch noch an anderen Stellen der Figur 1 auf une 
sind dort eingezeichnet, was zur Verdeutlichung der Darstellung dienen mag 
- Mit p, q und r sind wie üblich die drei rechtwinkligen Drehungskomponentii 
des Kreisels bezeichnet, und M{(#) sei der Ausdruck für das Schweremoment 
das um die Knotenlinie K wirkt. Dabei braucht M(®) nicht unbedingt von de 
Schwerkraft herzurühren, es kann ganz beliebigen Ursprungs sein. Mit diese 
Verallgemeinerung darf man also auch dann von einem «schweren» Kreis 
reden, wenn er in seinem Schwerpunkt unterstützt ist und seine Gleichgewicht 
lage nicht lotrecht ist, wie es hier in üblicher Weise angenommen sei. — 1,3 
das Trägheitsmoment um die Figurenachse x, und J, ein beliebiges Quertrag 
heitsmoment. 
Zur Anwendung der Lagrangeschen Gleichungen ist die bekannte, hier fü 
die Koordinate « angeschriebene Beziehung 
d (55) ‘OL , 


F On dx 


% dt 


für alle Freiheitsgrade der Bewegung, also auch für 6 und &, auszuwertél 
Hierin ist Æ, das auf den Winkel « bezogene äussere Moment, und Z die gesamil 
kinetische Energie des sich bewegenden Kreisels. 

Es sei zunächst angenommen, dass das äussere Moment nur von der Schw 
kraft herrührt. Da diese ein Potential besitzt, lassen sich die Momente Æ, 
und F leicht als dessen partielle Ableitungen nach den Koordinaten «, 6 und 
bestimmen. Ist gm das Gewicht des Kreisels und greift es im positiv gered 
neten Abstand s vom Unterstützungspunkt O an, so erhält man nach | 
Figur 1 für das Potential V, wenn es auf das durch # = 0 gegebene Nive 


bezogen wird, 
ë V=Tgms (1 — cosŸÙ). 


Hiebei — und auch weiterhin - gilt das obere Vorzeichen für den Spielkre 
(Schwerpunkt über dem Unterstiitzungspunkt) und das untere für den Pendé 
kreisel (Schwerpunkt unter dem Unterstützungspunkt). Mit cos? = cosa © 
ergibt sich dann für die linken Seiten der Lagrangeschen Gleichungen (1) 
OV OV 


i= air +gmssinacospB, F,= Fo = +gmscosasinß, 
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Die kinetische Energie L des Kreisels wird am einfachsten aus den Träg- 


'smomenten und den Drehungskomponenten um die drei Hauptachsen 
echnet: 


an MM 
La J pr4 st (gtr). (2) 


Dazu miissen vortibergehend die P, 9,7 durch «, B, £ und deren zeitliche 
eitungen «, P, £ ausgedrückt werden: 


—Bsing + Ë, qg=acosé+ fcosasiné, r=—asiné+ Bcosacosé. 


Nunmehr können die Lagrangeschen Gleichungen entsprechend der Vor- 
ift (1) zusammengestellt werden: 


I, & = OMS Sina cos pie ;  B cosa — I, B? sina cos «, 
1eitsmoment Schweremoment Kreiselmoment Zentrifugalmoment 

Bcosx =-+ gmssinß + pa ela Sin, (3) 
1eitsmoment Schweremoment Kreiselmoment Coriolis-Moment 3 


I, p = 0 oder p = constant (aber & + constant !) 


oberes Vorzeichen: Spielkreisel; unteres Vorzeichen: Pendelkreisel. 


Jamit sind also die strengen Bewegungsgleichungen fiir den schweren 
netrischen Kreisel in den nicht-Eulerschen Koordinaten der Figur 1 ge- 
1en ; sie lassen sich als Momentengleichungen um die drei zueinander senk- 
en Achsen [a], ¢ und x deuten. Es mag vielleicht noch erwähnt werden, 
sich der Wirkungssinn der Kreiselmomente nach der Regel vom gleich- 
nigen Parallelismus bestimmt, das heisst, dass die Figurenachse x auf 
sstem Wege zur Achse der Zwangsdrehung ß bzw. « hin strebt. 

Vird nur eine Störung des Kreisels aus seiner Gleichgewichtslage [wofür 
| = 0] in Betracht gezogen, so genügt es, die nun folgenden Untersuchungen 
leine Neigungswinkel 9 zu beschränken. Dann sind aber auch die Winkel « 
klein, und es darf für sie angenähert der Sinus durch den Winkel und der 
aus durch 1 ersetzt werden. Weiterhin ergibt sich aus den Gleichungen (3), 
das Zentrifugalmoment und das Coriolis-Moment nur von dritter Ordnung 
gegenüber den anderen Gliedern sind, so dass beide Momente vernach- 
t werden können. — Ferner wird noch, um das umständliche + zu ver- 
n, statt gm s der Momentenanstieg 0M/09 mit dem Neigungswinkel ein- 
rt; je nachdem, ob es sich um einen Spiel- oder Pendelkreisel handelt, ist 
# positiv oder negativ. - Damit ergibt sich 


RO ET ER Bra, LP — constant. (4) 


71/30 
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Dies sind die für kleine Störungen « und ß gültigen genäherten Differenti 
gleichungen des schweren symmetrischen Kreisels in den nicht-Eulerschen Koo 
dinaten der Figur 1. Sie sind linear in den beiden Unbekannten « und ß 
deren zeitlichen Ableitungen, lassen sich also leicht lösen, wie es ja als Ziel der 
Anwendung der Methode der kleinen Schwingungen erstrebt wurde. | 


Lösung der Kreiselgleichungen mit einer komplexen Veränderlichen 


Ehe auf den Kreisel eingegangen wird, soll noch kurz der Sonderfall d 
sphärischen Pendels gestreift werden. Für dieses ist ja die Rotation p = 0, u 
aus den Gleichungen (4) wird einfach 


= OM on OM 
La=-;g % und I 1 

Das sind aber zwei gewöhnliche Schwingungsgleichungen, die sich einzel 
lösen lassen. Mit 0M/09 < 0 ergeben sich zwei harmonische Schwingungen mil 


derselben Pendelfrequenz 
= je LAS [rad/s] . 


Bei den hier vorausgesetzten kleinen Ausschlägen kann man nun die Wink 
a und ß genau genug wie kartesische Koordinaten in einer Ebene betrachte | 
die sich senkrecht zur Lotachse X im Abstand 1 vom Unterstützungspunktl 
befindet (Figur 1). Aus der Zusammensetzung der beiden Pendelschwingung | 
folgt dann eine stillstehende elliptische Bahn der Pendelspitze (elliptisch-h 
monische Bewegung). Das steht aber im Widerspruch zu ihrer wirklichen 
wegung, bei der der Scheitel der etwa elliptischen Bahn ständig langsam 
vorrückt (in der Literatur oft « Präzession» genannt). Wie sich jedoch zeigell 
lässt, erfolgt dieses Vorrücken nur verhältlich dem Quadrat des mittlem 
Pendelausschlages, so dass es natürlich von einer Näherungsmethode nidil 
erfasst werden kann, die lediglich kleine Grössen erster Ordnung berücksichtigt 
— Soviel über das sphärische Pendel; alle weiteren Betrachtungen gehören nll! 
wieder dem Kreisel mit von Null verschiedener (positiver) Rotation D. 

Es wird versucht, die auch sonst oft bewährte massfreie Darstellung bei 
Auswertung der Kreiselgleichungen (4) einzuführen. Dazu wird statt der ZU] 
t [s] eine massfreie Zeit t = ¢/T verwendet, die mit Hilfe der Zeiteinheit 
I, 
LL 
gebildet wird. Die Ableitungen des Winkels « nach der Zeit £, die immer dutt! 
darübergestellte Punkte bezeichnet werden, nehmen dann folgende Formen a! 


T= 


2 " 


a 
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ilt ebenso für B, wobei die Striche jetzt die Ableitungen der Winkel nach 
assfreien Zeit 7 bedeuten. — Aus den Gleichungen (4) wird dann 


PCat B= 0, Bp +cP=«=0;, mit c= = . To (5) 
ierin ist c der einzige noch verbleibende massfreie Parameter. Neben der 
ch festliegenden Grösse /,//, enthält er im wesentlichen den Momenten- 
g 0M/0% im Verhältnis zur (doppelten) kinetischen Energie J, p? der 
ing um die Figurenachse, die ja den Hauptanteil der gesamten kinetischen 
ie des Kreisels ausmacht [Formel (2)]. Das Vorzeichen von c ist dabei so 
It, dass es positiv ausfällt, wenn das Schweremoment rückführend ist 
Ÿ < 0, Pendelkreisel), und negativ, wenn es umkippend wirkt (91/09 >0, 
reisel). Ist das Schweremoment nur gering im Vergleich zur kinetischen 
ie des Kreisels, so wird er schnell (oder stark) genannt, und c ist dann 
absoluten Betrag nach klein; andernfalls handelt es sich um einen 
men (oder schwachen) Kreisel, wobei es wiederum nicht im einzelnen 
ankommt, wie gross das Moment oder die Rotation ist. — Die Grösse c 
terisiert also ihrem Betrag und Vorzeichen nach sehr gut die Belastung 
hweren symmetrischen Kreisels und wird deshalb als relatives Schwere- 
nt bezeichnet. 

e Glieder c « und c ß nehmen in den Kreiselgleichungen (5) die Plätze 
0 auch sonst bei Schwingungsgleichungen die Fesselung an eine Gleich- 
tslage zum Ausdruck gebracht wird, während die ebenfalls massfreien 
Imomente +’ und —«’ in der charakteristischen Anordnung gyrosko- 
r Terme auftreten; dies aber weist auf die Môglichkeit hin, die beiden 
ischen) Koordinaten « und B komplex zusammenzufassen, und davon 
n hier Gebrauch gemacht werden. 

ckt man in der Figur 1 gegen die Lotachse X zum Unterstützungspunkt O 
d sieht man das kleine Kugeldreieck « ß 9 genau genug als eben an, so 
sich etwa folgendes Bild: 


Lotachse X 


Figurenachse x 


fi 


Figur 2 
Die komplexe Veränderliche 9. 
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Die Lage der Figurenachse x wird jetzt statt durch « und f nur durch 
einzige komplexe Koordinate ®= «+178 dargestellt, die man ebensogut 4 
einen Vektor auffassen kann. Um die komplexe Zusammenfassung selbst dum 
zuführen, wird die zweite der Gleichungen (5) mit # multipliziert und zur erst 
hinzugezählt; man erhält dann 


A AU QT JE gr _ 08 gn ! d? 
ÿ'+cÿ—-id =0 mit W- ie 


Wird zur Lösung von (6) für die Unbekannte d der Ansatz d = C exp2T 
geführt, so ergibt sich zunächst die charakteristische Gleichung 


2 +c—iz=0, 


und daraus folgen schliesslich die beiden Wurzeln 


Solange c > —1/4 bleibt, bedeuten diese beiden rein imaginären 
von z zwei ungedämpfte Schwingungen, die nichts anderes sein können 2 Is d 
Nutation und die Präzession. Werden ihre massfreien Frequenzen mit Vm 
Q bezeichnet, das heisst z, = 7 N und z, = à gesetzt, so ergibt sich zu mh 
Bestimmung die Frequenzformel 


1 ih) ae 1 
2-4 +): +e: Dee 


Die auf die Sekunde bezogene Winkelgeschwindigkeit der Nutation » [rad 
und der Präzession « [rad/s] berechnet sich einfach nach Teilung durch 
Zeiteinheit T = 1,/(1;p) zu 


N, 2 I; 1 it, ; ) 1 
= - = mr + e 5 SS 
vy, © T a p & |/ RG Gx : 


Die Form 9 = C, exp i@T+C,expiNr (Cy, C, komplex) ist jetaus 
unmittelbare Ausdruck für die beiden kreisförmigen Teilbewegungen der 
renachse x, die nun nicht mehr aus je zwei Teilschwingungen der «- und P-R@ 
dinate zusammengesetzt zu werden brauchen. Die Figur 3 mag zur geom 
schen Veranschaulichung dienen: 

Die Präzession kann man sich durch die Drehbewegung eines starren A 
um die Lotachse X erzeugt denken, während die Nutation aus einer ihr‘ 
lagerten Drehbewegung eines zweiten Armes besteht. Es ist übrigens | 
auseinanderzuhalten, ob die Nutation vom Präzessionsarm aus gezählt 
wie meist in der Kreiselliteratur (relative Nutation N,), oder von einer ra 
festen Anfangslage aus, wie im vorliegenden Bericht (absolute Nutation M 
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= Lotachse X 


absolute Nutetion N 
Æ gelegentlich N, genannt) 


Prazession 2 


relative Nutakion Np 


Figurenachse x 


8 
Figur 3 


Prazession und Nutation. 


N „zur gelegentlichen besseren Unterscheidung). - Es gilt augenscheinlich 
p= 2 +N, [massfrei] und entsprechend ve 0% radis] (10) 


im Vergleich mit anderweitig gefundenen Ergebnissen wohl zu beachten 


r Inhalt der Formeln (8) und (10) kann sehr übersichtlich in einem 
ımm dargestellt werden: 


r kleines |c| (schneller Kreisel) ist genähert 
N = 1-4. Oz Ne on (11) 


> Anzahl n der Nutationen, die auf einen Präzessionsumlauf entfallen, 
sich dann für einen schnellen Kreisel angenähert zu 
N = IN] = Lt 
derer 
der Literatur wird n zuweilen als Mass für die Schnelligkeit des Kreisels 
t; dieser Hinweis mag den Zusammenhang mit dem hier eingeführten c 


> die Figur 4 zeigt, ist die Nutation N immer positiv, das heisst, ihr Dreh- 
derselbe wie der der Rotation p des Kreisels. Anders bei der Präzession 
1achdem, ob es sich um einen Spiel- oder Pendelkreisel handelt, läuft 
oder entgegen p. 

nn ein Spielkreisel allmählich ausläuft, so gibt es fiir seine Langsamkeit 
merkenswerte Grenze, nämlich bei c = —1/4: dort verschwindet die 
iglich schnelle relative Nutation vollständig, und es bleibt nur noch 
el rascher gewordene glatte Präzessionsbewegung übrig, mit der die 
1achse die Lotachse umkreist. Bei weiterhin verzögerter Rotation p ist 
rdings nur ein voriibergehender Zustand; denn fiirc < —1 /4 erhalt nach 
sdruck (7) die Wurzel z, einen positiven reellen Anteil, und das bedeutet 
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2 M 
oe >0 > 
N pes trees N,= 1: Jr relative Nutationsfrequenz, 
IR bezogen auf die 


Präzessionsbewegung 


I 
schneller ;: NG Ta ./4 absolute Nutationsfrequenz, 
N LEE, ee. bezogen auf den Raum 


/ Be (wie die Präzessionsbewegung | 


c= tS opie’ relatives Schweremomell 
Leek, 
kräftefreier 
Kreisel 1 
Ws es (absolute) Präzessionsfreque 
df 
Figur 4 


Frequenzdiagramm. 


ein standiges Anwachsen des Neigungswinkels Ÿ. Der Spielkreisel fallt # 
dann um, er hat die Stabilitatsgrenze bei 


überschritten. 

Beim Pendelkreisel kann die Rotation ohne weiteres bis zum Stillstand 
langsamt werden. Im Grenzfall p = 0, also’c > © (sphärisches Pendel), 
das Verhältnis »,/w = N,/@ = —1. Die beiden Arme der Figur 3 drehen 
dann mit gleicher absoluter Winkelgeschwindigkeit, aber entgegengeset 
Drehsinn umeinander, und die entstehende Bahn der Figurenachse x 
Lotachse X wird eine genaue Ellipse (bekannte Konstruktion!). Das 1s 
bereits auf anderem Wege gefundene Bewegung des spharischen Pendels 

Der folgende Hinweis mag vielleicht noch bemerkenswert sein: 
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s der Frequenzformel (8) ergibt sich, wenn der Deutlichkeit halber N, 
Ile von N geschrieben wird, 


Na aps (4 Fe) = c 


7 0MId8 oM\ |0M/08| 
UE EU ose. esi 
IO De, IE Gy Il i if (sen 5 if 
folgt 0 
Va O = (s gn =) ao; [val >| aol > ||. (12) 


bedeutet erstens, dass die Nutation », und die Präzession © beim Spiel- 
(0M/09 > 0) immer gleichen Drehsinn und beim Pendelkreisel 
| < 0) immer entgegengesetzten Drehsinn haben ; zweitens, dass die 
ion & immer langsamer ist als die Eigenfrequenz w, des Kreisels, wenn 
in ohne Rotation (f= 0) als gewöhnliches ebenes oder sphärisches 
schwingen lässt. Darüber hinaus zeigt diese Beziehung aber auch noch 
berraschend einfachen zahlenmässigen Zusammenhang zwischen diesen 
|: für ein und denselben schweren Kreisel gilt demnach ganz unabhängig 
ıer jeweiligen Rotation p, dass das Produkt aus (absoluter) Nutations- 
z v„ und Präzessionsfrequenz w immer gleichbleibend ist. Hat man also 
ie das w ermittelt, sei es auch aus den Kreiselgleichungen in Eulerschen 
ıaten, so folgt daraus sofort das zugehörige », und braucht nicht erst 
ine gesonderte Berechnung bestimmt zu werden. 
ter folgt aus derselben Formel 


N, +2=1, 
leicher Weise auf I 
Va + © — a p (13) 
t 


ese Beziehung ist — im Gegensatz zur vorigen — frei vom Schwere- 

M(9); sie besagt, dass die algebraische (!) Summe von (absoluter) 
isfrequenz v, und Präzessionsfrequenz w unabhängig von M (9) immer 
ibend ist, solange sich die Rotation p nicht ändert. 


entlich ist der Rotor eines Kreiselgerätes nicht von einem Gehäuse 
sen, so dass er in freier Berührung mit der als ruhend angenommenen 
bt. In solchen und ähnlichen Fällen entsteht bei seiner Präzessions- 
ationsbewegung ein Moment aerodynamischer Natur, der Magnus- 
ieser äussert sich darin, dass die F igurenachse eine seitliche Ablenkung 
Bahn relativ zur umgebenden Luft erfährt, und zwar in genau dem- 
inn wie unter der Einwirkung des Kreiselmomentes. Der Magnus- 
ommt also einer scheinbar erhöhten Rotation p des Kreisels gleich. 
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Der schwere symmetrische Kreisel mit Dämpfungswiderstand 


Es soll nur der einfache Fall behandelt werden, dass der Kreisel wohl 
seiner Bahn um die Lotachse herum einen Bewegungswiderstand erfährt, 
aber, dass seine Rotation abgebremst wird. Die dritte der Bewegungsgleicl 
gen (4), die sich auf die Figurenachse bezieht, bleibt daher ungeändert, und 
die ersten beiden müssen durch die Einführung eines Dämpfungsmomentes 
vollständigt werden. Dieses wird — wie üblich — verhältlich der Bewegung 
schwindigkeit der Figurenachse angenommen, so dass seine Komponente à 
der «- und B-Richtung (Figur 2) in der Form 


OM 


‘ M ; 
—a bzw aM 


oo oa 
angesetzt werden können; darin ist 0M 109 ein konstanter, negativer 
Damit lauten dann die ersten beiden Lagrangeschen Gleichungen (4) 


nC OM OM . 5 = OM OMS : 
I, = 08 a+ Nae I,pp, I, p= a Ps D CIS 


Wird wiederum die bequemere massfreie Darstellung benutzt, so am 
sich gegenüber den Gleichungen (5) nichts, als dass noch ein Glied mit «'1 
B’ hinzukommt, das mit dem Faktor | 

T oM 0M)dÿ 

I, 08 1, ? 
multipliziert ist. Dieser immer positive Ausdruck a kann als ein Mass für 
relative Dämpfungsmoment angesehen werden und sei kurz mit Dämpfi 
bezeichnet. — Damit erhalten die Gleichungen (14) des gedämpften schwe 
Kreisels für kleine Neigungswinkel 9 die genäherte, massfreie Gestalt 


a" tan +ca+B=0, p"+ap’+eB—c=0. 


=a>0 


Obwohl eine sofortige Lösung dieser simultanen, linearen Differential 
chungen ohne weiteres möglich wäre, soll auch hier vor der weiteren Beha 
lung deren vorteilhafte Zusammenfassung unter Verwendung der ein ig 


komplexen Veränderlichen Ÿ = « + 7 ß vorgenommen werden; die Beweg! 
der Figurenachse x erscheint dann in der vektorischen Form 


"ad 58 0 


Wird jetzt der übliche Lösungsansatz Dad exp zt eingeführt, so erg 
sich die komplexe charakteristische Gleichung 


TR ne — (0 


mit den zwei Wurzeln 


te 
Hi 
15 
| 
= 
| 
D|Q 
+ 
D es 
nr 
H- 
"res: | 
Ny) a] 
+ 
D} = 
Ze 
bo 
isp) 
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3eide Werte sind nunmehr komplex, was besagt, dass die durch sie be- 
iebene Nutation und Präzession gedämpft oder entdämpft verlaufen. Zum 
rschied vom sphärischen Pendel können aber hier beim Kreisel selbst bei 
so grosser Dämpfung a die Wurzeln niemals rein reell ausfallen, wie es ja 
n aus der Gleichung (18) hervorgeht. Die beiden Teilbewegungen, die sich 
der Figur 3 zusammensetzen, haben daher immer die Gestalt von loga- 
ischen Spiralen, die in abnehmendem, aber auch zunehmendem Sinn 
hlaufen werden können. Um dies festzustellen und um die (massfreien) 
uenzen von Nutation und Präzession zu bestimmen, braucht man nur nach 
Rechenregeln für komplexe Zahlen die reellen und imaginären Anteile von 
id 2, aufzusuchen; es ist ja allgemein 


Va+ib= V(Var+ b2+0)j2 +: (Va? + 67 - a)j2. 


es Verfahren ist aber etwas schwerfällig, und so mag noch eine zeichnerische 
ıng wegen ihrer Einfachheit angegeben werden. Sie besteht darin, dass die 
en komplexen Zahlen z, und z, nach der Formel (19) in der Gaußschen 
enebene geometrisch konstruiert werden. Die Figur 5 zeigt die Durchfüh- 
dieses Lösungsgedankens für einen gedämpften Spielkreisel mit den 


az, Nulation 


\ imaginare 
N ‚| Achse 
\ EG? + 3) i 


7 
% 


2, Präzession 


0,2 reelle 
chse 


9,292 


Figur 5 
Die Konstruktion der komplexen Wurzeln z, und 23. 
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ausdrücken. Hierin werden die Wurzeln z als Funktionen der Dämpfung 4 
gesehen, und (dz/da),.) bedeutet den (im allgemeinen komplexen) Differe 
quotienten an der Stelle a = 0, die ja der Ausgangspunkt zur Gewinnung 
Näherungslösung für kleinen Dampfungswiderstand ist. - Wird zur Ermitt 
von dz/da die komplexe charakteristische Gleichung (18) nach a abgeleite 
erhält man zunächst 


und daraus 


Se DES TREE 
(=) ne aoe Ce IR 
Be FT sen 


Man bemerkt zunächst eine erfreulich einfache Form dieser beiden A 
drücke. Weiterhin fällt auf, dass sie rein reell sind, so dass ein kleiner Zuwa 
(dz/da),_. a senkrecht zur imaginären Achse steht (Figur 5). Das besagt a 
dass die imaginären Anteile der Wurzeln z, und z, dieselben bleiben, oder 


andern Worten, dass die dadurch bestimmten Frequenzen N und 2 in ers 
Näherung von einer kleinen Dämpfung a unabhängig sind. Diese in der Schw | 


gungslehre sehr allgemeine Tatsache gilt also auch hier und trägt wesentl 
zur Vereinfachung der Lösung bei. Für die Frequenzen von Nutation und P 


zession gilt daher bei ungedämpfter sowie bei schwach gedämpfter Bewegu 
gleicherweise die Frequenzformel (8). Diese lässt sich übrigens noch benutz 


um die Differentialquotienten (21) zu vereinfachen; es ergibt sich in leicht 
sichtlicher Weise 


de N due Q 
a le ee (2), twee , 


worin auch fiir N — Q nach der Gleichung (10) N, geschrieben werden kann. 


Damit werden nun die reellen Anteile der beiden komplexen Wurzeln ( 
und (23). bei kleiner Dämpfung a 


N 2 
ee bzw. er 


47° 
‚115: 


‚1955 Eine genäherte Behandlung des schweren symmetrischen Kreisels 477 


N>0,N-2=N,>0, QS0. 


; zeigt sich wiederum, dass der letztere Anteil fiir 2 > 0, also für die 
ssion des gedämpften Spielkreisels, positiv ausfällt, die Bewegung der 
enachse somit instabil ist. — Zusammengefasst lauten dann endlich die 
ıerten Wurzeln z, und z, der schwach gedämpften Kreiselbewegung 

N 2 


ST atıN (Nutation), Gt Neo 


En a + 1 {2 (Präzession). (22) 


an findet hier übrigens die Beziehung (20) wieder: das Verhältnis des reel- 
nteils zum imaginären ist für beide Schwingungen dasselbe, und zwar 
— 2) (wenn vom Vorzeichen abgesehen wird). 
o überraschend einfach die Formeln (22) auch sind, man sieht ihnen nicht 
weiteres an, mit welcher Genauigkeit sie das Ergebnis liefern. Insbesondere 
man im Zweifel darüber sein, bis zu welchem Wert der Dämpfung a man 
gehen darf, um nicht eine zu grosse Unsicherheit dieser Näherungen in 
nehmen zu müssen. Eine Fehlerabschätzung ist also sehr erwünscht; sie 
so geschehen, dass die Summe und das Produkt der beiden Wurzeln 
det und mit den Sollwerten verglichen werden, welche wegen (18) gleich 
+ 4 bzw. c sind: 
ie Summe ergibt 

Aue u a+i(N+2)=—a-+i, 


— 


il 


u wie es sein soll, und das Produkt ergibt 


Ly la = -N2 (yay) -N92-c [1+ (qa). 
c c 


Hier kommt statt c ein grösserer Wert heraus; der dabei begangene relative 
ler ist 


| 1+4c (1,9)? —41,(0M/08) ' 23) 


N a (0M/08)? 
vn) 


Dieser Ausdruck gibt zwar nicht im einzelnen darüber Aufschluss, wie sich 
Fehler auf die beiden Wurzeln verteilt, doch gibt er jedenfalls einen guten 
alt zur Beurteilung des Ergebnisses. So wäre es zum Beispiel nicht ratsam, 
_blindlings auf ein genähertes Ergebnis zu verlassen, das mit den Werten 


0,2 und c — — 0,2 erhalten wird (zeichnerisches Beispiel der Figur 5); denn 
t wäre schon das Kriterium (23) 
a? 0,04 = 20%, 


145. 12008 
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eine deutliche Warnung zur Vorsicht. Es wäre dann unerlässlich, eine P 
anzustellen und gegebenenfalls eine Verbesserung vorzunehmen, wenn 
nicht gleich von Anfang an die bequemere zeichnerische Lösung vorzi 


sollte. 
Summary 


The gyroscope has many technical applications as an essential member 
system with several degrees of freedom, the (dynamic) stability of which 
respect to a certain equilibrium position may be of particular interest. To in 
gate the stability of a system by the well-known method of small oscillations 
movements of the different members must be described by convenient coordir 
As to the gyroscope, it is necessary for this purpose to replace EULER’S a 
by other coordinates, with which the rigorous equations of its movemen 
deduced. Assuming only small displacements of the axis of symmetry fro 
undisturbed equilibrium position, and by making the problem dimensio: 
a simple solution can be obtained for the nutation and precession of a h 
gyroscope both as a symmetrical top and as a gyroscopic pendulum. Fur 
the damping of the gyroscope by its movement around the equilibrium po: 
has also been considered in order to be able to estimate its influence or 
stability. 


(Eingegangen: 25. Mai 1954.) 
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Über den Mechanismus einiger Elektrete 


Von KARL ANTENEN, Zürich!) 


I. Einleitung 


Die Bezeichnung «Elektret» für ein «permanent» polarisiertes Dielektı 
geht auf Ecucui zurück. Er polarisierte Scheiben von Karnaubawachs in 
trischen Feldern von 1000 bis 10000 V/cm bei höherer Temperatur und 
dass im ersten Falle nach Abschalten des Feldes bei Zimmertemperatut 
Kurzschluss der Elektroden die der Anode gegenüberliegende Dielektrikum 
fläche negative, die der Kathode anliegende Oberfläche positive Ladung z 
Bei mittleren Feldern von 10000 V/cm und mehr war der Sachverhalt wäl 
weniger Tage derselbe, doch kehrte sich das Vorzeichen der scheinbaren | 
flächenladung später um. Die erste Ladungsart nennt man Hetero-, die z 
Homocharge. 

Es wurden Elektrete aus den verschiedensten Substanzen hergestellt, : 
das Schwergewicht dauernd auf polare Substanzen gelegt wurde (Wachse, F 
Polyvinylchlorid, Plexiglas usw.). Dies präjudiziert eine unserer Auffassung 
unfruchtbare Dipoltheorie. 


1) Institut für technische Physik der ETH. 
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ING?) berichtet über Röntgenaufnahmen von Karnaubawachs-Elektreten, 
entierte Dipole zeigen sollen. Über Raumladungen in Wachsen berichten 
SEN, WINKEL und HERRMANN sowie JÄGER. 

oss?) stellte Experimente über das Zustandekommen der Homocharge an 
klärte sie als Luftionen, die durch elektrischen Durchschlag auf die Dielek- 
\joberfläche gelangen. Die diesbezüglichen Experimente sind so überzeu- 
dass in bezug auf die Herkunft der Homocharge kaum ein Zweifel mög- 


Erklärungsmöglichkeiten für die Heterocharge 


zo- und pyroelektrische Erscheinungen, wie sie GEMANT®) in Betracht zog, 
> Ladungsumkehr erklären zu können, wollen wir ausser acht lassen, da 
an Wachsen, Harzen usw. keiner dieser Effekte mit Sicherheit nachge- 
werden konnte. 

mit gibt es für die Heterocharge grundsätzlich noch drei mögliche Mecha- 
1, die einzeln oder in Verbindung miteinander den Effekt hervorbringen 
Ur 

Dipolorientierung. Man könnte sich vorstellen, dass sehr lange Dipole, wie 
sche Moleküle sie vielleicht hervorbringen, in kurzgeschlossenem Zustande 
Xelaxationszeiten aufweisen. Oder man könnte an Dipolgruppen denken, 
kurzgeschlossenem Zustande aus energetischen Gründen orientiert bleiben. 
rete» in diesem Sinne konnten zum Beispiel aus Bariumtitanat hergestellt 
% 

Grenzflächenpolarisation (J.C. MAXWELL). Unstetigkeitsflächen im Dielek- 
ı bauen wegen Leitfähigkeitsunterschieden Flächenladungen (das heisst 
ünne Raumladungsschichten) auf. Diese erzeugen ein «Dipolmoment». 
itlich zwei wichtige Grenzflächen sind immer vorhanden: jene zwischen 
oden und Dielektrikum. l 

Tonenwanderung über makroskopische Distanzen. Dadurch könnten an den 
oden Raumladungsschichten entstehen, die einen makroskopischen Dipol 
en würden. Es wurde jedoch mehrfach die Vermutung geäussert, dass 
die «Permanenz» der Ladung infolge der endlichen Leitfähigkeit des 
trikums nicht erklärt werden könne (zum Beispiel Gross). Es wurde aber 
ar ausser acht gelassen, dass auch hier die auftretende Relaxationszeit 
‚us nicht (e &,)/o zu sein braucht, wobei o etwa die mit Wechselspannung 
sene Leitfähigkeit bedeuten kann. f 
wurde in der vorliegenden Arbeit versucht, Klarheit zu schaffen über das 
ıdekommen der Heterocharge. 


II. Potentiale 


chtige Aufschlüsse kann der Potentialverlauf im Innern des Dielektrikums 
n. Es wurden deshalb scheibenförmige Proben aus filtriertem Karnauba- 
hergestellt mit einem Durchmesser von 75 mm und einer Dicke von 12 mm. 
rallelen Flächen wurden mit Silber bedampft und längs des Umfanges 
n eingeschmolzen. 


M. Ewixc, An X-ray Study of the Structure on Electrets, Phys. Rev. 36, 378 (1930). 

3. Gross, On Permanent Charges in Solid Dielectrics I, Phys. Rev. 67, 253 (1945). — On 
ent Charges in Solid Dielectrics II, J. chem. Phys. 17, 866 (1949). 

\. GEMANT, Recent Investigations on Electrets, Phil. Mag. 20, 929 (1935). 
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worauf mit einer Kompensationsschaltung die Potentialdifferenzen zwische 
Sonde und Elektrode oder Sonde und Sonde gemessen wurden. Auf diese Wei 
wurde der Potentialverlauf bei 70°C, 50°C und 35°C festgestellt. Es zeigte sic? 
folgendes: 


Mittelstück, in dem die Feldstärke zeitlich abnimmt, räumlich aber konstant 
bleibt, das heisst in dem keine Raumladungen auftreten. Bei 70°C beträgt di 


Potentisl{ 1004] 


EEE DIENEN A 
mm Entfernung 
von der Anode 


Figur 1 


Potentialverteilung in Karnauba bei verschiedener Leitfähigkeit: 
ou = aC ee em AIS 0, A 10220 OU oes i 1 C, 


genitaten etwas weiter ins Innere des Dielektrikums. 

Die Relaxationszeiten der Potentialdifferenzen betrugen am Rande (0-0,7 mr 
von den Elektroden entfernt) bei 70°C 1-1,2 min (Stationärstrom 10-° A) un 
bei 50°C 27 min (Stationärstrom 3 - 10-11 A). Diese Relaxationszeiten sind ver 


trischer Verschiebung die auf einer berührenden Metallplatte influenzierte 
dung, so erhält man 1,4 : 10-7 Clb (70°C; Elektrodendurchmesser 75 mm). 


ladung»). Man erhält bei 70°C und für eine Probe gleicher Leitfähigke 
Or OmaClip: 
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Für einen solchen Potentialverlauf können keine Dipole verantwortlich ge- 
icht werden. Dagegen kann ein solcher Potentialverlauf erhalten werden, wenn 
in die üblichen Gleichungen für Ionenwanderung im elektrischen Felde für den 
tionären Zustand löst. Sie lauten: 


op i en 08D 

one Du pn—b Ave (E p) + D EEE | 

on ù d?n a 
ER at 

Sont pn+b > (En) — D EYT | 


Wahrend des Experimentes lassen wir die Spannung konstant. Dies liefert die 
ndbedingung 
d 


JEdr=r (2) 
0 


Es bedeuten: 
positive Ladungsdichte, 
negative Ladungsdichte, 
Feldstärke, 
(b-) Beweglichkeit der positiven (negativen) Ionen, 
(D) Diffusionskoeffizient der positiven (negativen) Ionen, 
je s und cm® neu entstehende Ladung (positiv und negativ), 
Rekombinationskoeffizient. 

Die Gleichungen setzen voraus: 

1. Erhaltung der Ladung, 

2. Geschwindigkeit der Ionen proportional der Feldstärke, 

3. Gaskinetische Diffusion, 

4. Massenwirkungsgesetz für Rekombination, hier für eineinwertige Ionen 

formuliert. 

Im stationären Zustand sind die linken Seiten von (1) gleich 0 zu setzen. Man 
ennt zunächst zwei Möglichkeiten: 

1. Gleichgewicht zwischen Leitungs- und Diffusionsstrom [ JAFFÉ!)]. 

2. «Gleichgewicht» zwischen Entstehung der Ionen und Rekombination einer- 
ts, Wanderung im Felde andererseits [g — a p n = b 0/0x (E p)|[THomson, Miz, 
RZFELD ?:5)]. 

Beide Theorien setzen für die Berechnung des Feldstärkeverlaufes bestimmte 
ndbedingungen voraus und liefern in Elektrodennähe einen exponentiellen 
fall der Feldstärke gegen innen. Nach beiden lassen sich aus einer gemessenen 
dstärkeverteilung sowie aus Anfangs- und Stationärstrom die Ionenkonstanten 
timmen. 

Nach EINSTEIN gilt folgende Relation: 


- Boltzmann-Konstante, T = absolute Temperatur, e = Ionenladung. 
Für T = 70°C erhält man ~ 3 : 102 V. Deutet man die gemessenen Poten- 
le nach JAFFE, so ergibt sich D/b ~ 500 V, also eine grössenordnungsmässige 


1) G. JAFFÉ, Theorie der Leitfähigkeit polarisierbarer Medien, Ann. Ph. 16, 217 (1933). 

2) G. Min, Der elektrische Strom in ionisierter Luft in einem ebenen Kondensator, Ann. Ph. 13, 856 
)4). 

3) KARL F. HERZFELD, Nature of Conductivity of Insulating Oils, Ph. Rev. 287 (1931). 


IP VI/31 
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Unstimmigkeit. Da die Relation auf thermodynamischen Grundlagen beruh# 
müssen wir diese Deutungsmöglichkeit verlassen, obschon JAFFE selber solel 
Unstimmigkeiten zulässt, und die zweite Möglichkeit ins Auge fassen (THOMSON) 
Miz, HERZFELD). Man erhält auf diese Weise folgende Ionenkonstanten: h 


T, = 702.062 Dee = CLOS CM? NS, 


Ny = 10-$ Clb/cm® (Gleichgewichtskonzentration der Ionen 
D = 2-10°cm?/s (berechnet nach EINSTEIN), 7 
q 2 10 REA ET 

350% b Sl Een VS, 


Bren Om Glip/ crac, 
1 - 10710 cm?/s. 


& 
1 iil 


verständlich. (Nach JAFFÉ dagegen würden sich zum Beispiel Diffusionskoefts 
zienten von 10-*cm?/s bei 70°C ergeben.) Aus den angegebenen Diffusionsko 


in Betracht fallenden Erwägungen vernachlässigt werden kann. 
Setzt man die Leitfähigkeit des Dielektrikums herab, so wird der Potentié 
verlust im Innern linearer und die Elektrodenladung geringer (Figur 1). 


l 


III. Ströme und Ladungen 


Die Lade- und Entladeströme zeigten den bekannten zeitlichen Verlauf. 

Lade- und Entladeströme befolgen anfänglich das Ohmsche Gesetz in jeder 
Zeitpunkt, erst bei grösseren Zeiten ergeben sich Abweichungen. Es gilt überd 
näherungsweise die Beziehung, dass der Anfangswert des Ladestromes — AD 
fangswert des Entladestromes + Stationärstrom (Lade- und Entladestrom poss 
tiv gerechnet). Diese Beziehung kann theoretisch hergeleitet werden und erwel), 
sich dann als gültig, wenn die Ladungsträgerzahl im Dielektrikum sich nich 
ändert. ; 

Es ist überdies zu bemerken, dass Anfangs- und Stationärwert der Leitfah 
keit durchaus nicht übereinstimmen. Wir sind deshalb gezwungen, ausser des 


nente» Ladung können sie nicht in Betracht fallen. 
Die stationäre Ladung nimmt zu mit wachsender Temperatur, was sich 

der betrachteten Theorie dadurch ergibt, dass die Langevin-Konstante b/a, W 

zu erwarten, mit wachsender Temperatur zunimmt. 


und ist nur für Proben mit derselben Leitfähigkeit reproduzierbar. 
Überhaupt muss an dieser Stelle hervorgehoben werden, dass sämtliche 8 
den Elektreten wichtigen Eigenschaften fest mit der Leitfähigkeit verknüf 
sind. Ebenso wie für den Potentialverlauf gilt dies für die Elektrodenladung, ( 
mit sinkender Leitfähigkeit abnimmt. 
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Unter der Annahme, dass die Leitfähigkeit in Elektrodennähe linear gegen die 
xtroden hin abnimmt (in Wirklichkeit nimmt sie exponentiell ab) und im Mit- 
sil des Dielektrikums konstant bleibt, lässt sich bei dünnen Raumladungs- 
chten für den Entladestrom in erster Näherung eine Formel von der Form 
eiten 
Areal 
Ten 


ei sich A und B aus den Ionenkonstanten ergeben. Es wird dabei überdies 
ausgesetzt, dass sich die Leitfähigkeit am Rande anfänglich wesentlich lang- 


Jia" 
100|- ANA? 
50 
10 
DD 4.000 V 
3600V 
5r 
4800V 
2400V 
1200V 
L L 1 1 er ie er, 
PUB CU OT ET, [min] 
Figur 2 


Entladestrôme, Karnauba filtriert, Durchmesser 75 mm, Dicke 12 mm, 
IP = VOC, Me 


rer ändert als die Raumladung, was gezeigt werden kann. Diese Formel 
amt den tatsächlich gemessenen Strömen recht nahe und zeigt auch, dass die 
rachtungsweise mit der «Polarisationskapazität» für mittlere Zeiten ihre 
echtigung hat, anfänglich aber nicht. 

Vergleicht man experimentell 


Der 
0 


heisst das Stromzeitintegral und die auf die Elektroden influenzierte Ladung, 
rkennt man, dass anfänglich kein Leitungsstrom zwischen Dielektrikumober- 
he und angrenzender Elektrode fliesst, wie zu erwarten ist. Dies zeigt die 
stenz einer Potentialschwelle zwischen Dielektrikum und Metall auf, die aber, 
kroskopisch betrachtet, bei weitem nicht ausreichen würde, um etwa Ionen im 
mischen Sinne «abzuscheiden ». Man ist deshalb zur Annahme gezwungen, dass 
lungstransport zwischen Dielektrikum und Elektrode nur an einzelnen aus- 
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gezeichneten Stellen mit hoher Feldstärke erfolgt [worauf auch BINDER!) 
weist]. Denkt man sich die Raumladungen durch Flächenladungen im Ladı 
schwer«punkt» ersetzt, so erkennt man, dass diese Flächenladungen zwa 
nehmen wegen der Leitfähigkeit des Dielektrikums, aber auch gegen die Ele 
den hin wandern. Die Abnahme «aussenherum» wird mit der Zeit (weger 
oben angeführten Potentialschwelle) sehr gering sein, die «Polarisationskapaz 
wird aber zunehmen. Für eine 1 w dicke Raumladungsschicht wird folgende 
schätzung erlaubt sein: 


T ~ RC/2 (zwei Polarisationskapazitäten in Serie) , 
1 LION. 

CVA OIRO a 3,5238. 9E01 0,2 UE 1022>46.2102233, 
T = 6-107s > 600 Tage. 


Dass nur die unmittelbar den Elektroden benachbarte Ladungsschicht fü 
hohen Relaxationszeiten verantwortlich gemacht werden kann, konnte ex 
mentell gezeigt werden, indem die Potentialdifferenzen im Innern tatsäc 
nach einigen Tagen verschwinden, während die Oberflächenladung sich ve 
wie bereits dargelegt. 


IV. Elektrete aus Paraffin mit Beimengungen 


Es müsste also möglich sein, Elektrete (mit Heterocharge) aus einer unpo 
Grundsubstanz mit geringen ionalen Beimengungen zu erzeugen. Es wurde 
halb zu Paraffin (Smp. 90°C) Mg-Oleat beigegeben (Promille bis Prozent), u: 
zeigte sich, dass sich die so erzeugten Elektrete sowohl in Ladung wie u 
Relaxationszeit mit Karnaubawachs vergleichen lassen. Bei einer Beimen 
von drei Gewichtspromillen Mg-Oleat nahm die erzeugte Ladung während 
Monaten nicht messbar ab. 

Wollte man die hier erzeugte Polarisation auf Dipole zurückführen, so m 
man Mg-Oleat eine statische Dielektrizitätskonstante von mindestens 1000 
schreiben. 


Summary 


(1) It was found that the electret effect of Carnauba wax is caused by the s 
conductivity of ions in the electric field. 

(2) The constants of ions are calculated following the theory of THOMSON, 
and HERZFELD. 

(3) Electrets were prepared with high melting paraffins and small impuriti 


(Eingegangen: 28. Mai 1955.) 


1) F. BINDER, Über das permanent polarisierte Dielektrikum, Z. Naturforschung 6a, 714 ( 
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Mechanismus der Vereisung unterkühlter Wassertropfen 
durch disperse Keimsubstanzen 


Von Hans RUDOLF PRUPPACHER und RAYMUND SÄNGER, Zürich!) 


II. Zur Deutung der Eiskeimfähigkeit der Stoffe 


A. Epitaxie als Ursache der Eiskeimfähiskeit 


In der übersichtsweisen Erörterung der experimentellen Ergebnisse über die 
keimfähigkeit der Stoffe im ersten Teil dieser Notiz [1]2) ist bereits in genü- 
der Weise auf die Schwierigkeiten hingewiesen worden, die Befunde auf Grund 
talliner Verwandtschaft zu verstehen. Weder konnte eine systematische Ab- 
gigkeit vom Gittertypus und der Kristallsymmetrie noch von den geometri- 
en Abmessungen auf den Spalt- und Wachstumsflächen wahrgenommen werden. 
markantes Beispiel dafür, dass nicht die oben genannten Beziehungen für die 
keimfähigkeitim allgemeinen verantwortlich sein können, liefertdie Verbindung 
pfersulfid (CuS), die im kristallinen Aufbau keine verwandtschaftlichen Merk- 
e mit der Struktur des Eises aufweist und dennoch dieselbe Eiskeimfähigkeit 
Silberjodid (Agl) besitzt. 

In einer vorläufigen Mitteilung weist R. Montmory [2] darauf hin, dass zufolge 
stalliner Verwandtschaft Magnesiumantimon (Mg,Sb,) und Magnesiumtellu- 
(MgTe) bei höherer Temperatur als Agl sich eiskeimaktiv erweisen sollten. In 
Tat findet er für Mg,Sb, eine Einsatztemperatur von — 4°, während sie nach 
NTMORY für AgI unter gleichen experimentellen Umständen leicht tiefer liegt. 
tz dieser Beobachtung kann aber auf Grund des gesamten bis jetzt vorliegenden 
erimentellen Materials die kristalline Epitaxie nicht herangezogen werden, 
die Eigenschaft bestimmter Stoffe, die Vereisung unterkühlter Wolken un- 
telbar einleiten zu können, allgemein zu verstehen; sie kann unserer Auffas- 
g nach höchstens in einzelnen Fällen für den konkreten Ablauf des Vereisungs- 
zesses mitbestimmend und fördernd sein. Wir werden später auf die von 
NTMORY in Diskussion gezogenen Stoffe nochmals kurz zurückkommen. 

Das Versagen einer umfassenden Erklärung des Vereisungsvorganges unter- 
Iter Wolken auf Grund kristalliner Vorstellungen legt es uns nahe, die expe- 
entellen Befunde nach anderen Gesichtspunkten zu sichten, im Bestreben, 
ällig zu einer allgemeineren Deutung der Eiskeimfähigkeit zu gelangen; doch 
ss vollständigkeitshalber zunächst von zwei weiteren Erklärungsversuchen 
ichtet werden, die ebenfalls auf die Ergebnisse besonderer, teilweise sehr 
fangreicher experimenteller Untersuchungen abstellen. 


B. Das Rausche Gefrierkernspektrum und die Struktur 
unterkühlten Wassers 


In einer Grosszahl von Versuchen hat Rau [3] die Gefriertemperaturen von 
ssertropfen, die in einer geschlossenen Kältekammer auf einer blanken 
allunterlage ruhen, bestimmt. Ordnet man seine Beobachtungen in der Weise, 


1) Physikalisches Institut der ETH. 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf Seite 493. 


| 
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} 


dass man die in einem kleinen Temperaturintervall ausgezählten Erstarru 
als Funktion der zugehörigen Gefriertemperatur darstellt, so erhält man das 
Rav benannte Gefrierkernspektrum, welches im Temperaturbereich von 

— 30° drei Maxima zeigt, nämlich bei — 4°, — 12° und — 19°. Während ein: 
stimmter Gefrierkern eines Tropfens bei Wiederholung des Versuches biswes 
eine Verminderung seiner Gefrierkeimfähigkeit zeigt, die sich in einem Absinll| 
der Erstarrungstemperatur des Tropfens äussert, übt die Alterung der Kerne‘; 
die Lage der Maxima im Gefrierkernspektrum nur einen untergeordneten Einf 
aus. So können Versuchsbedingungen und Vorgeschichte der Kerne (was 
proben verschiedener Herkunft, direkt aus atmosphärischem Niederschlag & 
verschiedener Vorbehandlung usw.) sich in Gestalt und Höhe dieser Maxime) 
auffallender Weise, gelegentlich sogar bis zum vollständigen Ausléschen em) 
Extremums, bemerkbar machen (wobei der Natur der Kerne nur eine seku ic 
Rolle zukommt), die Lage der Maxima bleibt aber in der Gesamttemperatursg 
praktisch stets erhalten. Allerdings ist nicht klar zu erkennen, ob die Beoba 
tungen von Rau, auf denen er sein Gefrierkernspektrum aufbaut, auch Messun 
an eigentlichen Impfstoffen, wie AgI, mit einschliessen. Wenigstens sind über 
Keimfähigkeit dieser Stoffe keine näheren Angaben zu finden. 


ne =, 


| 


E) 


keitskurve für die Temperatur von Schneewolken [4], [5], [6], [7] sind für F 
ein weiterer Beweis für die von ihm postulierte allgemeine Gültigkeit sel 
Gefrierkernspektrums. : 
Wie wir im ersten Teil bereits erwähnt haben, zeigen die Einsatztemperatu? 
der von uns gemessenen eiskeimaktiven Stoffe Maxima bei Temperaturen W 
— 4 bis — 5° und von — 12 bis — 13°. Es wäre aber nicht gerechtfertigt, à 
Beobachtungen als weitere Stütze, ja sogar als Erklärung für das Rausche 
frierkernspektrum heranziehen zu wollen; denn die Auslese der untersuch 
Stoffe ist nach vorgezeichneten Richtlinien erfolgt, weshalb die Ergebnisse & 
tistisch nur bedingt im Spektrum eingeordnet werden dürfen. 
Wesentlich für unsere Überlegungen ist, dass die von Rau verfochtene All 
meingültigkeit des Gefrierkernspektrums ihn veranlasst, die Ursache für ( 
Bestehen der 3 Maximalagen nicht mehr in Besonderheiten der Gefrierker 
sondern einzig in strukturellen Veränderungen des unterkühlten Wassers’ 
suchen. Uber die Struktur des Wassers ist man im Temperaturgebiet über 0°§ 
den röntgenspektroskopischen Untersuchungen von BERNAL und FOWLER [8] 
weiterer neuerer Arbeiten hinreichend im Bild. So ist es gelungen, die Anom 
im Temperaturgang der Dichte des Wassers einwandfrei zu erklären und auch! 
Druckabhängigkeit der Lage des Dichtemaximums zu verstehen. Nach @ 
Beobachtungen von BERNAL und FOWLER besitzt Wasser über 4°C eine vorw 
gend quarzartige Struktur, während unter 4°C eine vorwiegend B-tridymitart 
Struktur; in beiden Fällen ist der Aufbau durch eine tetraedrische Anordn 
der O-Atome gekennzeichnet. Der Übergang von einer Strukturart in die an 
vollzieht sich dabei allmählich und stetig. Die Folgerungen von BERNAL 
FOWLER sind, abgesehen von der Lage der H-Atome, durch die späteren Beoba 
tungen, insbesondere durch die röntgenanalytischen Arbeiten von MORGAN 
WARREN [9] im grossen und ganzen bestätigt worden; allerdings musste 
tridymitartige Struktur dem Begriff einer «zusammengebrochenen Eisstruktt 
weichen. Es ist noch zu vermerken, dass gegensätzlich zu den Festkörpern 
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gen über die geometrische Anordnung der Atome in Flüssigkeiten nur auf 
Entfernung zu Recht bestehen und vornehmlich statistische Bedeutung 
1. 

zwischen sind die röntgenspektrographischen Messungen über die Struktur 
üssigen Wassers auch auf das Gebiet des unterkühlten Zustandes ausgedehnt 
en. DorscH und Boyp [10] arbeiteten im Temperaturgebiet von + 21°C 
16°C, wobei ihre Röntgenlichtstreukurven auch im Gebiet unter 0° dieselbe 
ihliche und stetige Strukturänderung des Wassers anzeigen, wie sie schon 
emperaturen über dem Gefrierpunkt zur Genüge bekannt sind!). Ihre Auf- 
ıen können nur so verstanden werden, dass, je tiefer die Temperatur unter 
ıkt, die Wassermoleküle um so mehr dazu neigen, sich in einer weniger eng- 
ckten Struktur anzuordnen, bei welchem Vorgang die Struktur des Wassers 
‚eisähnlicher wird. Irgendwelche neue strukturelle Besonderheiten des unter- 
en Wassers treten dabei nicht in Erscheinung; auch der Durchgang durch 
Gefrierpunkt vollzieht sich unbemerkbar. Mit diesen Ergebnissen stehen, 
nbei vermerkt, die Dichtemessungen von MOHLER [11] an unterkühltem 
ser vollständig im Einklang. Bei dieser Sachlage ist es nicht ohne weiteres 
ändlich, wie weit die drei von Rav beobachteten Maxima des Gefrierkern- 
trums mit den oben erwähnten röntgenspektroskopischen Befunden ver- 
ich sind. Eher diirfte infolge der kontinuierlichen Strukturänderungen ein 
ges breites Maximum des Gefrierkernspektrums zu erwarten sein. Jedenfalls 
noch eingehende experimentelle Untersuchungen, die einen direkten Zu- 
enhang zwischen der Lage der Gefrierkernmaxima und den mutmasslichen 
kturbesonderheiten des Wassers aufzudecken hatten, vonnôten, wenn letztere 
as Auftreten der Extrema verantwortlich gemacht werden sollen. Solange 
nicht der Fall ist, bleibt die Deutungsweise von Rau mehr oder weniger ein 
ulat, trotzdem unverkennbar Griinde fiir die Heranziehung des Wassers zur 
lärung des Gefrierkernspektrumverlaufs bestehen. 


C. Adsorption von Wasserdampf an eiskeimaktiven Impfstoffen 
nach Birstein 


Kürzlich hat BIRSTEIN [12] sehr sorgfältig durchgeführte Messungen über die 
orption von Wasserdampf an den beiden eiskeimaktiven Stoffen Silberjodid 
I) und Bleijodid (PbI,) veröffentlicht. Diese im Temperaturbereich von 
5°C und — 20°C ausgeführten Untersuchungen haben gezeigt, dass die Ober- 
he dieser beiden Impfstoffe solche Mengen an Wasserdampf aufnehmen kann, 
sie an gewöhnlichen, nicht eiskeimfähigen Stoffen nie üblich sind und daher 
kennzeichnend für eiskeimaktive Stoffe vermutet werden müssen. Ferner 
ten bei einer Temperatur von — 20° unternommene Messungen einwandfrei, 
; eine Adsorption von Wasserdampf an der Oberfläche von Agl und PbI, 
ıt notwendigerweise Wassersättigung zur Bedingung hat. Die beobachteten 
sorptionskurven nähern sich eindeutig und sanft den Eissättigungswerten, 
ei die Eisbildung auf der Oberfläche der Impfstoffe bereits vor Erreichung 
er Sättigung beginnt. Nach BIRSTEIN ist demzufolge anzunehmen, dass 
sits schon die ersten adsorbierten H,O-Moleküllagen eine eisähnliche Struktur 


1) Die markanteste Spitze der Streukurve (Intensität als Funktion des Streuwinkels) weisteine 
ge Verschiebung des Streuwinkels von 13° 15’ bei 21°C bis 12°40’ bei—16°C auf, während das 
te Streumaximum praktisch in unveränderter Lage bleibt. Die auffallendste Erscheinung ist 
xi, wie sich das Minimum zwischen den beiden Hauptmaxima im unterkühlten Zustand des 


sers rasch absenkt und das zweite Streumaximum an Scharfe entsprechend gewinnt. 
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besitzen. Weist in der Folge die entstandene Schicht eine genügende Dicke ( 
mutlich von der Grössenordnung von 200 Moleküldurchmessern) auf, kommt 
Struktur schon ausgesprochen einem wahren Eiskristall nahe. 

Die Ergebnisse und Folgerungen BIRSTEINS stehen teilweise im Gegensatzæ 
den von verschiedener Seite, so zum Beispiel von WEICKMANN [13]!) und At 
Kampe[14] vertretenen Auffassung, dass für eine merkliche Adsorption von Wase 
dampf an der Oberfläche von Stoffen auch unter 0°C praktisch Wassersättigl) 
notwendig ist und dass eine Sublimation, das heisst ein direkter Übergang 
dampfförmigem Zustand in den festen, überhaupt nicht möglich ist. Jeden! 
ist es BIRSTEIN gelungen, in einer Kühltruhe, die vollständig trépfchenfrei 
und an den Wänden nur Eis enthielt, nach Ablauf von ungefähr einer Mi 
nach dem Einstäuben von Silberjodid Eiskriställchen zu beobachten 

Im Sinne der Erklärungsweise von BIRSTEIN stellt die Eiskeimfähigkeit n 
löslicher Impfstoffe eine Oberflächenreaktion dar, die sich ausserordentlich em 
findlich auf den Zustand der Oberfläche der festen Impfpartikel erweist 
erachtet deshalb die Erweiterung seiner Adsorptionsmessungen auf durch Fret 
einwirkung gestörte Oberflächen als notwendig, um so weiteren Einblick ins 
Natur des Keimfähigkeitsmechanismus zu erhalten. Doch darf nicht überse 
werden, dass BIRSTEIN selber darauf hinweist, dass die Ergebnisse seiner Ur 
suchungen nicht ausschliessen, dass gleichzeitig noch andere Möglichkeiten 
eine Erklärung der Eiskeimbildung bestehen können. 


D. Erweiterung der Weylschen Theorie der Gefrierkeimfähigkeit 


In seiner Arbeit Surface Structure of Water and Some of Its Physical @ 
Chemical Manifestations erbringt WEyL [15] den Nachweis, dass die Oberflä@ 
flüssigen Wassers einen wesentlich anderen strukturellen Aufbau als das Im 
besitzen muss. Die Wasserstoffatome, deren zugehörige Elektronen zufolge 
Zustandekommens der chemischen Bindung praktisch in die Elektronenhülle® 
O-Atoms übergetreten sind, weisen gegenüber den Sauerstoffatomen eine nur 
verschwindende Polarisierbarkeit auf. Unter diesen Umständen kann aber in 
molekularen Anordnung der äussersten Oberflächenschichten Gleichgewicht 
dann bestehen, wenn die Wasserstoffkationen durchschnittlich eine tiefere LS 
einnehmen als die Sauerstoffanionen, wodurch sich an der Oberfläche eine € 
trische Doppelschicht ausbildet, deren negative Seite aussen liegt. Diese Ersd 
nung kann auch so gedeutet werden, dass die den einzelnen Wassermoleki 
zukommenden elektrischen Dipolmomente für jene Moleküle, die nahe der Ol 
fläche sitzen, im Mittel nach innen gerichtet sind. Ein Wassertröpfchen best 
demzufolge grosse modo aus einem innern Wasserkern mit quasi tetraedris 
Struktur, wie sie im Abschnitt B erörtert wurde, und einer Oberflachenha 
deren molekulare Bauelemente mit elektrischen Dipolmomenten ausgerü 
sind, die vorwiegend nach innen zeigen. 

Nach der Auffassung WEyLS liegt gerade im Bestehen einer Ausrichtung 
molekularen Dipolmomente in der Oberflächenschicht eine der Hauptursachen 
die leichte Unterkühlbarkeit der Wassertropfen. Jedenfalls stellt die gleichsin: 
Orientierung der Dipolmomente ein Hindernis für die Einleitung des Gefi 
prozesses von aussen (das heisst durch Wärmeentzug) dar, indem sie den UI 
gang zur tetraedrischen Grundstruktur des Eises hemmt. Erst wenn durch irge 


1) Die Notiz WEICKMANNS beschäftigt sich in erster Linie mit der Frage der Begünstig 
der Gefrierkeimfähigkeit durch kristalline Verwandtschaft 


1, 1955 Kurze Mitteilungen — Brief Reports - Communications brèves 489 


ie Einflüsse eine Abschwächung der Doppelschicht erfolgt und eine mehr 
weniger ausgeprägte Entkopplung der ausgerichteten molekularen Dipole 
nde gekommen ist, kann der Vereisungsvorgang des Tropfens bei einer ver- 
ismässig noch unbedeutenden Unterkühlung seinen Anfang nehmen. 
ı der Einführung weist Wevr darauf hin, dass auch Ionenkristalle, wie zum 
iel Natriumchlorid, bei vollständig trockener Oberfläche eine ähnliche 
tur mit zugehöriger elektrischer Doppelschicht besitzen müssen, weil auch 
lem Kation (Alkalimetall) eine merklich kleinere Polarisierbarkeit als dem 
1 (Halogen) zukommt. Bei Zutritt von Feuchtigkeit wird aber, so folgern 
inmittelbar der Lösungsvorgang eingeleitet und die besondere Oberflächen- 
tur mit ihrer charakteristischen Doppelschicht gelöscht. Auch bei unlöslichen, 
egend homöopolaren Kristallverbindungen ist anzunehmen, dass unter 
änden die Oberflächenschicht in ähnlicher Weise wie beim NaCl mit einer 
ischen Doppelschicht ausgerüstet ist. Dies wird bei zweiatomiger Bindung 
3eispiel dann zu erwarten sein, wenn dem als Kation anzusprechenden Atom 
kleinere Polarisierbarkeit als seinem Partner zukommt. Auf dieses Bild 
nd, hatte WEyL versucht, die Eiskeimfähigkeit von AgI durch die Annahme 
klären, dass ein AgI-Impfteilchen ebenfalls eine oberflächliche elektrische 
elschicht (negative Seite aussen, wie bei der Wasseroberfläche) besitzt, die 
Eindringen des Teilchens in die Wasseroberfläche eine Auflockerung der 
chtung der molekularen Wasserdipole bewirkt. Nach unserer Auffassung 
aber bei diesem Vorgang nicht unbedingt notwendig, dass das Impfteilchen 
hlich in die Oberfläche des Wassertröpfchens eindringt, sondern es genügt 
ändig, wenn dieses sich dem Wassertröpfchen auf molekulare Entfernung 
t; denn die bei dieser Annäherung in Erscheinung tretende Wechselwirkung 
oppelschichten von Impfteilchen und Wassertröpfchen, deren Momente im 
aerungspunkt in entgegengesetztem Sinn zeigen, kann bereits die Auflocke- 
der molekularen Dipolorientierung in der Oberfläche des Wassertropfens 
sich ziehen. Möglicherweise ist damit die stets im Laboratorium beobachtete 
‘st rasche Vereisung unterkühlter Wolken beim Impfen mit AgI noch ver- 
icher gemacht. 
| dem Impfteilchen bei der eben gegebenen Erklärung des Vereisungsvor- 
s unterkühlter Wolken im strengen Sinne die Rolle eines Gefrierkernes zu- 
t, sind wir damit zu einer molekularen Deutung der Gefrierkeimfähigkeit 
t, die aber noch der experimentellen Untermauerung bedarf. Jedenfalls 
s dahin eine nur bescheidene Zahl von aktiven Gefrierkeimstoffen bekannt, 
le systematische Erweiterung der Weilschen Vorstellung noch nicht zuliess. 
il in der obigen Deutung die Gefrierkeimfähigkeit der Stoffe als reine 
ächenwirkung aufzufassen ist, schien es angezeigt, die von uns gefundenen 
chtungsergebnisse über die Eiskeimfähigkeit der Stoffe im Rahmen des 
ischen Systems der Elemente darzustellen. Figur 1 zeigt eine Tabelle des 
ischen Systems, in welcher die Elemente gefrierkeimaktiver Stoffe mit- 
ler durch eine Linie verbunden sind; dabei beschränkt sich die Wiedergabe 
offe, deren Zusammensetzung nur zwei verschiedenartige Elemente enthält. 
, die schon im Temperaturgebiet von — 10° bis 0° sich als aktiv erweisen, 
irch eine kräftig ausgezogene Linie kenntlich gemacht. Alle Linien beginnen 
sätzlich bei einem Element auf der linken Seite des periodischen Systems 
ihren mit den entsprechenden Verzweigungen nach ihren Partnern, die 
‚uf der rechten Seite des Systems liegen. In der Tabelle sind zudem die 
der Polarisierbarkeiten (x - 1025 cm-#), welche die einzelnen Elemente als 
onen besitzen, angegeben; die mit einem Kreuz gekennzeichneten Zahlen 
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Figur 1 
Gefrierkeimfähigkeit der Stoffe und Periodisches System 
== aktiv zwischen 0°C und — 10°C. 3 
— aktiv zwischen — 10°C und — 20°C. 
Zahlenangaben: Polarisierbarkeiten der freien Ionen (x -1025 cm). 


sind vermittels den von L. PAULING angegebenen Werten für die Ionenrefrakti 
berechnet. . 

Wir entnehmen der Tabelle auf den ersten Blick, dass jene Stoffe, dit 
eiskeimaktiv befunden worden sind, ohne Ausnahme sich stets aus solchen A 
zusammensetzen, deren Polarisierbarkeiten sich merklich unterscheiden. Dabei 
nimmt stets das Element mit der kleineren Polarisierbarkeit entsprechend § 
linksseitigen Lage im periodischen System mehr oder weniger betont die Rolle 
Kations, während seinem Partner jene des Anions zukommt. Im Umstand 
dass alle gefrierkeimfähig befundenen Stoffe in Wasser nur schwer löslich $ 
erkennen wir einen Hinweis dafür, dass die chemische Bindung schon mem 
homöopolaren Charakters ist. Klar und deutlich bringt die Tabelle zum Ausdi 
dass für die Gefrierkeimfähigkeit nicht die kristallinen Eigenschaften eines 
stoffes verantwortlich sind, sondern vorwiegend jene molekularen Kräfte, di 
Struktur der Oberfläche der Stoffe beherrschen. 

Da voraussichtlich die elektrische Doppelschicht der eiskeimaktiven 
um so ausgeprägter sein wird, je stärker die Polarisierbarkeiten von Katior 
Anion voneinander abweichen, werden wir vermuten, dass bei festgehalte 
Kation und variiertem Anion die Gefrierkeimfähigkeit der Stoffe mit wachse 
Polarisierbarkeit des Anions zunimmt. Tatsächlich haben wir im ersten 
dieser Arbeit feststellen können, dass unsere Vermutung im grossen und g% 


1) Auf den Umstand, dass gefrierkeimaktive Stoffe wasserunlöslich sind, hat schon ] 
WEICKMANN [13], S. 313, hingewiesen. 
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mt, unbeschadet, ob es sich dabei um zwei- oder mehratomige Impfstoffe 
lelt. Dieses Vorgehen ist aber nicht streng korrekt; denn die durch die 
aische Bindung vorgezeichnete Elektronenkonfiguration muss für die Impf- 
re, deren Gefrierkeimfähigkeit gegeneinander abgewogen wird, einen 
hartigen Aufbau besitzen. Würden wir zum Beispiel ungeachtet der chemi- 
n Bindung bei konstant gehaltenem Anion und variiertem Kation den näm- 
n Vergleich wie oben im umgekehrten Fall ziehen, so könnten wir überhaupt 
en unmittelbaren Zusammenhang zwischen Gefrierkeimfähigkeit und Polari- 
arkeit aus unseren Beobachtungen erkennen. 

ergleichsreihen, von denen wir unter Umständen erwarten dürfen, dass sie 
ı Einblick in das Verhältnis zwischen Polarisierbarkeit und Keimfähigkeit 
zwei- und allfällig auch mehratomigen Impfstoffen vermitteln, erhalten wir, 
ı wir zum Beispiel bei festgehaltenem kationartigem bzw. anionartigem 
ıent die Partnerelemente ein und derselben rechts bzw. linksseitigen Kolonne 
erkolonne) des periodischen Systems entnehmen. Als Vertreter dafür können 
ie folgenden Reihen versuchsweise herausgreifen : 


) mit festgehaltenem kationartigem Element 


il CuCl CuBr Cul?) 
N n — 4,2 
2: AgCl AgBr Agl 
ail f = 4.0 
3. CuO CuS Cuse CuTe 
235 ta hey) 24 0 2 f 
4. ZnO ZnS ZnSe ZnTe 
ij N — 12,3 Î 
a Ag,O Ag,S INES Ag,Te 
62 = 42 IS f 
6. HgCl, HgBr, Hg], 
if n —13,0 


) mit festgehaltenem anionartigem Element 


7. CuCl AgCl AuCl 
n —11,0 Î 
8. Cul Agl Aul 
—4,2 — 5,0 — 8,0 
9. ZnSe CdSe HgSe 
—12,3 —4,2 if 
10. Cu,O Ag,O Au,O 
RE —6,2 f 
1” Hgl, Cdl, Zul, 
1810) —15,0 ii 


e aufgeführten Versuchsreihen zeigen, dass bei festgehaltenem Kation 
re Erwartung über die Abhängigkeit der Gefrierkeimfähigkeit von der Pola- 
barkeit des Anions im Falle der zweiatomigen Verbindungen zutrifft, im 
der dreiatomigen nur in der Versuchsreihe 6, während 5 sich gegenläufig 


) Die angeführten Zahlen bedeuten die Einsatztemperatur der Gefrierkeimfähigkeit; die 
staben n: nicht aktiv bis — 18°; und f: Beobachtungen fehlen. 
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erweist. Bei festgehaltenem Anion hingegen zeigt sich im Falle der zweiatomi 
Verbindungen nur die Versuchsreihe 8 unseren Erwartungen gemäss (Abnah 
der Keimfähigkeit mit zunehmender Polarisierbarkeit des Kations). Die bei 
Reihen 7 und 9 verhalten sich gegenläufig. Die fiir den Fall von dreiatom 
Verbindung aufgezählten Versuchsreihen 10 und 11 zeigen sich, soweit wir 
Sache bei den spärlichen Angaben überblicken kônnen, praktisch unberührt 
der Änderung der Polarisierbarkeit des Kations. 

Das Beobachtungsmaterial weist noch zu viele Lücken auf, um ein abschl 
sendes Urteil über die hier aufgeworfene Frage des Einflusses der Veränderli 
keit der Polarisierbarkeit auf die Gefrierkeimfähigkeit zu fällen. Von den für ef 
Beurteilung wichtigen zweiatomigen Impfstoffen fehlen unter anderem das leid} 
zersetzbare Silberbromid (AgBr) und die Telluride von Cu, Zn und Ag. Ai 
wäre es bei der Spärlichkeit an Messungen noch verfrüht, weitere Versuchsrei 
aufstellen und erörtern zu wollen. Vielmehr ist es unumgänglich, das Erfahrur 
material vorerst merklich zu ergänzen. Schliesslich ist an dieser Stelle noch 
die von Montmory hinsichtlich des Epitaxieeinflusses in Diskussion gezogel 
Manganverbindungen Mg,Sb, und MgTe zurückzukommen, um festzustellen, d 
diese beiden als eiskeimaktiv erkannten Stoffe sich ohne weiteres in das von 
in Tabelle 1 aufgestellte Schema einfügen lassen?). 

Für die Klärung der Frage nach der Abhängigkeit der Eiskeimfähigkeit 
Stoffe von den Polarisierbarkeiten der beteiligten Atome, oder allgemein 2 
gedrückt, von den Oberflächenkräften zwischen Impfteilchen und Wassertré 
chen, werden Versuche über die Gefrierkeimfähigkeit, bei denen die Oberfläd 
der Impfteilchen durch künstliche Beeinflussung gestört wird, besonders werty 
wenn nicht sogar entscheidend sein. Vorteilhafterweise hätten sich diese Vers 
zunächst auf zweiatomige Stoffe zu beschränken. Liegen die Ergebnisse sole 
Messungen vor und sind die vorhin erwähnten Lücken im Erfahrungsmate 
grösstenteils geschlossen, wird auch der Zeitpunkt gekommen sein, sich mit d 
Beobachtungsmaterial von RAU und insbesondere mit der von ihm vertretem 
Allgemeingültigkeit des Gefrierkeimspektrums auseinanderzusetzen. 

Es darf nicht übersehen werden, dass die bei gefrierkeimaktiven Stoffen 
fundene starke Unterschiedlichkeit der Polarisierbarkeiten nicht als eine 
reichende Bedingung für das Auftreten der Gefrierkeimfähigkeit betrachtet y 
den darf. Vermutlich werden Stoffe bestehen, die dieser Bedingung genügen 
dennoch nicht gefrierkeimaktiv sind. Eine zweite Bedingung scheint erfahrui 
gemäss ebenfalls erfüllt sein zu müssen, nämlich die Unlöslichkeit (oder zu 
destens nur äusserst geringe Löslichkeit) des Impfstoffes in Wasser, wodurch 
Löschung der oberflächlichen Doppelschicht durch den Lösungsvorgang nich 
Erscheinung treten kann. Dies deutet darauf hin, dass lösliche Impfstoffe? 
bei vollständig trockener Oberfläche im Sinne der erweiterten Weylschen Vo 
lungen gefrierkeimaktiv sein könnten. Dem steht aber entgegen, dass lösl 
Stoffe allgemein eine merkliche Hygroskopizität zeigen. 

Abschliessend muss noch ausgesagt werden, dass dem in diesem Absch 
erörterten Versuch einer Erklärung der Gefrierkeimfähigkeit schlechthin 
die Bedeutung eines Diskussionsvorschlages zukommt. Ihm mehr beizumes 
wäre in Anbetracht der, gesamthaft betrachtet, noch merklichen Spärlichkeit 
Beobachtungsmaterials zu gewagt. Auch ist der Gedanke BIRSTEINS, dass 


1) S. S. Bırstein und C. E. ANDERSEN [16] veröffentlichten kürzlich Messungen über dit 
frierkeimfähigkeit von Stoffen unter gleichzeitiger Bezugnahme auf frühere Messungen von 
Hoster [17]. Da alle Beobachtungen sich auf die Temperatur von — 20°C beschränken, neh 
wir von einer direkten Gegenüberstellung mit den von uns erörterten Messergebnissen Uni 
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tänden nicht nur ein einziger Mechanismus für die Eiskeimfähigkeit verant- 
lich gemacht werden kann, ebenfalls noch weiter zu verfolgen. 
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Summary 


he results of the measurements published in the first part of this report are 
‚ared to the existant attempts at explanation of the ice nucleability of 
ances. Of these only the interpretation of the nucleability of supercooled 
is proposed by WEYL can, somewhat extended, be deemed to fit actual 
vations. It is found in the case of 2-atomic seeding substances that one of 
ements (the one on the left-hand side of the periodic system) must be 
tkably less polarizable than the partner (on the right-hand side of the 
dic system). Another characteristic property of the seeding substances found 
» active is their non-solubility in water. The forces responsible for the 
ability of the substances are those which also determine the structure of 
urface of the seeding particles and of the water droplets. 


gangen: 6. September 1955.) 
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Zur Berechnung der Geschossabweichung unter dem Einfluss ei 
Seitenwindes 


Von ERNST ROTH-DESMEULES, Luzern 


Erfolgt die Bewegung eines artilleristischen Geschosses nicht in einer ruhe 
Atmosphäre, sondern in einer senkrecht zur ungestörten Flugbahnebene beweg 
(herrscht also Seitenwind), so führt dies zu einer seitlichen Abweichung des | 
schosses; diese kann nach der Näherungsformel 

X 
Vo COS Dy 


erechnet werden. Hier bedeuten: z, seitliche Abweichung, w, Windstärke 
Flugzeit, X horizontale Flugdistanz (der ungestörten Flugbahn), v, Anfang 
schwindigkeit, #, Abschusswinkel. In den meisten Hand- und Lehrbüchern 
Ballistik wird bemerkt, dass diese Formel auf Grund der vorgenommenen 
nachlässigungen nur für steile Flugbahnen nicht mehr genügend genau seit). 2 
zeigt aber die numerische Rechnung, dass im allgemeinen die Näherung auch 
sehr steile Bahnen, die nur wenige Grad vom Schuss senkrecht aufwärts 
weichen, noch ausserordentlich gut ist, indem der relative Fehler unter 
bleibt. Dies soll im folgenden näher untersucht werden. 

Es werde ein Koordinatensystem eingeführt, so dass die x-Achse horizoi 
in die Schussrichtung zeigt, die y-Achse senkrecht nach oben, und schliess 
soll die z-Achse das rechtshändige System vervollständigen. Betrachten wir 
nächst die Flugbahn bei ruhender Luft, dann lauten die Differentialgleichuni 
der in einer Ebene erfolgenden Geschossbewegung 


Anfangsbedingungen für?i—= 0; %, =, = 0, #%, = Up COs Bo, Yn — Upolu 
Funktion ®, = ®,(%,, Vn, V,) ist proportional dem durch die Geschwindig) 
Un = (#2 + ÿ}?)12 dividierten Luftwiderstand. Der Index n deutet darauf 
dass es sich um die Noymalbahn handelt. 

Weht nun ein Wind w, normal zur Flugbahnebene (x, y), dann nehmen 
Bewegungsdifferentialgleichungen die Form an: 


He Oats er Si = (Aon) Zy = —P, (Zu — W,) - 


Anfangsbedingungen für {= 0: 


Xw(0) Yw(0) Zw(0) 0, #w(0) = Vg COS CP = Xo, V (0) Se Uy sin do = Vo: 2u(0): 


Die Geschwindigkeit ist v2, = x 
Windbahn. 
Vermöge der Transformation 


2 +92 + (4, — w,)?. Dies ‘ist die sogenat 


Hy = X, COSY, Vy = Vp» Zum Wz t, — %,5iny 
1) Zum Beispiel: C.CRANz, Aussere Ballistik, Bd. 1 (Springer, Berlin 1925), S. 301. H.AT 
Ballistik (Quelle und Meyer, Leipzig 1941), S. 215. 
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de ein mit der Atmosphäre bewegtes Koordinatensystem eingeführt. Es ist 


EA ea Ge 2 rn a ee Aue (5) 
a un, 
zt man die Grössen (4) in (3) ein, dann fallen die erste und dritte Differential- 
chung zusammen, und für die Relativbahn, die wiederum eine ebene Flugbahn 
gilt 
4, = Ay. DE Sram One y Vr — g(y;) 2 (6) 


angsbedingungen für ¢= 0: 


#w(0) 
cosy 


—  — y = 2 1 :p2\1/2 ÿ A) 
Æp = Yp= 0, %,(0) Beer, ONE 
liesem Koordinatensystem haben wir also eine normale Flugbahn vor uns, 


rdings mit neuen Anfangsbedingungen. Für die Änderung der Anfangselemente 
in erster Näherung 


Projektion dieser Relativbahn auf die (x,, y,)-Ebene genügt denselben An- 
ssbedingungen wie die Normalbahn. Die Differentialgleichungen (2) und (6) 
erscheiden sich jedoch im Werte der Funktion ®. Es ist 


D = 2,0. Yn) mit v2 = x + y 


= i BaP 2 
| DD) Te EE 
ner ist 


In = COS, mit tgwo= 


I 


Wenn nun für ¢= 0 auch ©, = 9, ist, dann stimmen nach dem Eindeutig- 
ssatz für die Lösungen von Differentialgleichungen die Integrale im ganzen 
lauf überein. Nun ist, wenn nur die wesentlichen Grössen hervorgehoben 
den 


a 


Pr) Bey 


Uv 


obige Gleichheit ist damit erfüllt, wenn 
1 


1 
TE TEND) = ve A0) 


F(v, cos w) = F(v,) cos w . 
se Beziehung ist nur möglich, wenn F eine lineare Funktion von v ist. 
A(v) = cv. (7) 


liesem Falle wird die Bewegung in der (x, y)-Ebene unabhängig von der seit- 
en Abweichung 

In Wirklichkeit ist die Funktion F(v) nicht allein von der Geschwindigkeit v, 
lern von der Machschen Zahl M = v/s abhängig. Der Einfluss der von der 
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Höhe y (das heisst der Temperatur) abhängigen Schallgeschwindigkeit spi 
hier aber keine grosse Rolle, und F ist, als Funktion von v allein betrach 
nahezu linear, wie die Abbildung für zwei verschiedene Fälle zeigt’). Dies | 
im allgemeinen für Geschwindigkeiten, die grösser sind als die Schallgeschwind 
keit, und zwar ebensogut für Flachbahnen wie auch für Steilbahnen. 
Für die seitliche Abweichung des Geschosses folgt aus den Transformatio 

formeln (4) mit Hilfe von (5) 
Aw Wz 


Zu Sn PU TEE 
#0 


Da in unserem Falle unter der Voraussetzung (7) x,= x, ist, so erhalten wir 
in der Einleitung gegebene, nun exakt gültige Formel (1) 


wo auf der rechten Seite die Werte der Normalbahn (2) stehen. 

Bemerkenswert ist noch, dass sich die Beziehung x, ~ x, bereits aus ¢ 
Kenntnis der Flugbahngrössen der Normalbahn — nämlich aus der approxin 
tiven Gültigkeit der Beziehung (7) — ergibt, unabhängig von der zusätzlichen 


Fe 


300 500 


Figur 1 
Die Funktion F(v) für zwei verschiedene Luftwiderstandsgesetze. 1 Flachbahn, ? Steilbahn 


stimmung der Einflusskoeffizienten für eine Av,- und eine Ad,-Störung, die so 
erforderlich wäre, um die Elemente der Relativbahn (6) aus der Normalbahn 
zu berechnen. 

Die Formel (1) gibt uns den Einfluss eines konstanten, längs der ganz 
Flugdauer wirkenden Seitenwindes. Es ist offensichtlich, wie sie umzuforn 
ist, wenn der Wind nicht zur Zeit {= 0, sondern erst zu einem spätern Zeitpul 
einsetzt. Das Entsprechende gilt auch in diesem Falle. 


1) Eine additive Konstante ist, da cos nahe 1 liegt, praktisch belanglos. 
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Zusammenfassend kann damit gesagt werden, dass bei Überschallgeschwin- 
keiten die einfache Formel (1) den Einfluss des Seitenwindes sowohl für 
che als auch für steile Flugbahnen sehr gut wiedergibt. 


Summary 


The first order correction which should be made to the z-coordinate of the 
ndard trajectory of a projectile to account for a cross-wind is given by (1). It 
hown that this formula is a very good approximation also for angles of depar- 
e near 90°. 


gegangen: 13. April 1955.) 


Bemerkungen zur numerischen Integration gewöhnlicher 
Differentialgleichungen n-ter Ordnung 


Von HEINZ RUTISHAUSER, Zürich!) 


Es ist bekannt, dass man eine Differentialgleichung #-ter Ordnung in ein 
stem von n Differentialgleichungen erster Ordnung verwandeln kann; davon 
cht man insbesondere für die numerische Integration gerne Gebrauch. Es 
teht aber auch die Möglichkeit, eine Differentialgleichung #-ter Ordnung 
»kt — das heisst ohne Verwandlung in ein System — numerisch zu integrieren, 
nlich mit den Formeln von KUTTA-NYSTRÖM?), bzw. KUTTA-ZURMÜHLS). 
Abgesehen von anderen Vorteilen, wird den beiden letztgenannten Integra- 
ısverfahren eine auffallend grosse Genauigkeit nachgerühmt. Der Verfasser 
daher versucht, die verschiedenen Verfahren auf ihre Genauigkeit zu ver- 
chen, und zwar durch Anwendung auf lineare Differentialgleichungen mit 
istanten Koeffizienten. Für diese kann man nämlich sowohl die Differential- 
chung als auch die durch das numerische Verfahren induzierte Differenzen- 
chung exakt lösen. Dadurch war es möglich, die Untersuchung zum grössten 
lanalytisch durchzuführen, einige zusätzliche numerische Rechnungen wurden 
der Z4 durchgeführt 
Die Herleitung der Ergebnisse ist in einem internen Bericht des Instituts für 
ewandte Mathematik der ETH. festgehalten; wir geben hier lediglich die 
sultate wieder. 
1. Die Formeln von RuncGeE-Kutta (für Differentialgleichungen 1. Ordnung), 
TTA-NYSTRÖM (für Differentialgleichungen 2. Ordnung) und KUTTA-ZURMÜHL 
- Differentialgleichungen n-ter Ordnung, n > 2) haben alle dieselb2 Genauig- 
tsordnung 4, das heisst, der Fehler bei numerischer Integration mit der Schritt- 
te h über ein festes Intervall ist bei allen diesen Verfahren — c h*. Dies gilt auch 
n, wenn die Differentialgleichung von der Form y® = f(x, y) ist; allerdings 
d dann der Koeffizient c (vor h*) mit wachsendem » kleiner. Die verschiedent- 
. behauptete Vergrösserung der Genauigkeitsordnung mit wachsendem » trifft 
für die ersten Integrationsschritte zu und ist darum ohne praktische Bedeu- 


1) Institut für angewandte Mathematik der ETH. 


2) Siehe Literatur [1] oder auch [4], Kap. I, $ 3.2. 
3) Siehe Literatur [2] oder auch [4], Kap. I, $ 3.2. 


iP VI/32 
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tung. Überdies hat der Verfasser festgestellt, dass bei Integration der Gleich 


d n n N 2 
Lan en) (n—1) Mala. dite LE 
ee 1) Anges ie Ai ee Sin 


nach KUTTA-ZURMÜHL auffallend grosse Fehler entstehen. 

2. In ähnlicher Weise untersuchte der Verfasser die Integrationsformeln 
ADams-FALKNER!), die man durch Übertragung der Adamschen Methode 
Differentialgleichungen höherer Ordnung erhält. Die Resultate dieser Un 
suchungen sind den unter 1. genannten Ergebnissen völlig analog. Die Genau 
keitsordnung des Verfahrens von ADAMS-FALKNER (Extrapolation oder Interp 
tion) hängt nur von der Anzahl der mitgeführten Differenzen A®f in den Form 
(5. 22) bzw. (5. 32) bei CoLLarz [4] Kap. I, ab, jedoch nicht von n. 
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Summary 


The author reports on the results of an investigation concerning the accur 
of the so called Kutta-Zurmühl formula [2] for numerical integration of ordin 
n-th order differential equations. If one integrates with step-length h ove 
fixed interval, the error of this formula is ~ h* (for small h), irrespective o 
(and not ~ h”+? as it has been claimed). 


(Eingegangen: 14. Mai 1955.) 


Torsion of a Circular Shaft Press-fitted with a Disc 


By Hideo Sarro, Sendai, Japan?) 


For a shaft of varying circular cross-section under the action of torsion, i 
shown that the displacement of any point is directed at right angles to the a 
plane passing through the point’). If this displacement is denoted by v an 
polar coordinates (7, 0, z) are used with the axis of the shaft as the z-axis, 
stress distribution in the shaft is determined by a solution of the partial differ 
tial equation 

2 ñ 2 
02V i ME) v Ov 


022 (2 Oz 72 | lo22 


1) Siehe Literatur [3], oder auch [4], Kap. I, $ 5.4, und 5.5. 
?) Department of Mechanical Engineering. The Tohoku University. 
3) S. TIMOSHENKO, Theory of Elasticity (McGraw-Hill Book Comp., 1934), p. 276. 
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the stresses are given by 


v 2 1 

= Ge = BG re ) L (2) 
re G is the modulus of rigidity. In this report, we discuss the torsional problem 
 circular shaft press-fitted with a disc or a wheel. The outer diameters of the 
t and the disc are denoted by 2a and 2b, the thickness of the disc is (Figure 1). 
rder to simplify the analysis, we shall proceed with our calculations assuming 
a slip does not occur on the contact surface between the shaft and the disc 
that at a great distance from the disc the stress in the shaft becomes a state 
ure shear and its moment is M. For the shaft and the disc, the notations I 
II are used respectively. 


Figure 1 


Circular shaft press-fitted with a disc 


"he boundary conditions to be satisfied are 


t= 0 =O, Wye (3) 
h 
2nb®/rod=—M (r=b) (4) 
On 

or = or) (Oss 2 << Ip), oe =0 (2>h) (5) 
vl= gl (osz<h) (6) 

I CY 
= (=), (7) 


e t is the circumferential shearing stress of the simply twisted part. 
‚onsidering the boundary conditions, we may introduce the following expres- 
; for displacements and stresses. 


the disc: 
Tet ee CORRE Ky (% r) 5 
Gov =-—-r [4 FE, = N COS 4, 2 
I a? > Ko(an7) 8 
es [a fe i nm.” Kyla,a) ale ® 
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For the shaft: 


oo 
CES Big (x) ang cosaxrdal, 
5 2 

el. 2(x 0) 

Holz, [Fe T(x) cosa x da, 
0 
Fixe) 
peg ere ER EU Zee SEE 
Te; = [Fe TG sina # dx (+ eo =) 

6 


where J and K are modified Bessel functions of the first and the second ki 
Ar de are arbitrary constants, and F(«) is a function of «. 


zn already satisfies the condition (3). Also on 7 = a 
iles eg 
Tg = + [40+ Fa cosy |. 
n=1 
From condition (5) and a Fourier transformation follows 


sin (xhja) 5 „ «sin (a h/a) 
m 


er 


Substituting this into equation (9) and equating v! to v!l, we have by the u 
Fourier analysis ' 


GU ja? Balas ay 
te (|) mr LE Ant 1)" dus 


where 


N a I,(«) sin? (a h/a) dis oe VE sin? (« h/a) ae 


a° Ty (x) (a? — x, a?) Lp(a) 


X 


a) sin? (a h/a) 
= = a2) (a? — a) LG) 9 
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The integrals of equation (11) follow from the theorem of residue: 


‘ fé Mans AE Te 
22 eg TEE one 
i | (Op a)? 2 A Ava (An Ei a) | 
oo 
A 5 PINs. (RES), (12) 
- m=1 
si (4) I, (a, a) Ta 5 me ie) 
4n \a) I,(a, à) De 
Te 
ih 
Me ern dike (13) 


|A, is the m-th root of A~? J,(A) = 0, in which /, is the Bessel function of the 


t kind. 
Substituting equation (12) into equation (10), we have 


oo 


AD AA) O USE 0), (14) 
n=1 
Te 
GU (a2 (-1)8 s Halas a) ce 
GU jp a\? (—1}ss c, K,(a, a) 
4 Same eens, 15 

‘s Gi (+) 6, Kı(a, a) É un) 
qe Br Kylas a) Lx a). 
Gl / Kıla, a) (x, a) 


Now, we shall determine the value of A,. The limiting value of Te in equation 
for x = co becomes 

: (h 

lim th, = —4t AZ) où 


4 —>00 


Comparing this with condition (7), we find 


a 
Éditer: 
| condition (4) also is satisfied. 
The series of d,,, do not converge rapidly when » and s are large. For large 
ues of m, we therefore substitute for A,, its asymptotic value [m + (3/4) x]!). 
plying EuULER’s summation formula?) to the series directly, we have 

= m] 1 A, + (&, a)? 

m = m f el en ae 

Lens 2 net ras 812 (a, AP 


m=1 m=1 m’ 


| Ams D 
' ab + aw) Grec) 


ve take the appropriate value of m’, the sum of the series is precisely calculated. 


1) G.N. Watson, Theory of Bessel Functions (Cambridge University Press, 1922), p. 507. 
2) T. J. I. A. Bromwicu, Theory of Infinite Series (Macmillan & Co., London, 1926), p. 304. 
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The unknown constants A, can be obtained in each particular case fr 
equation (14) by the method of successive approximations. Numerical calculatic 
have been carried out for the case h/a = n/2, b/a = 2, G! = GU. Taking the first 
terms of the series, we obtain the following values of A,: 


Table 


w 


A 0-2281 — 0:1536 


A 0-0595 — 0:0536 


Actually, the convergency is very slow for stresses on r = a. Hence meth 
similar to those used in a previous paper!) have been applied for the computat 
of the stresses on 7 = a. In Figures 2 and 3, the stress distributions in the shaft 
shown. The curves of constant resultant shearing stress (Vu, + 14,/t = consta 
and v/y = constant are shown in Figure 4. 


N n/a =10 


har 
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Figure 2 


Distribution of ta in the shaft. 


1) H. Sarto, Techn. Rep. Tohoku University 18, No. 2, 178 (1954). 
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Figure 4 


——: Curves of v3 + T5,/T= constant; ----: Curves ofv/r= constant. 


Zusammenfassung 


s wird hier ein Lösungsverfahren besprochen für das Torsionsproblem der 
e, auf die eine Scheibe oder ein Rad gepresst ist. 


ived: April 13, 1955.) 


Varia — Miscellaneous — Divers 


erbsttagung der Schweizerischen Physikalischen Gesellschaft 
vom 24. bis 25. September 1955 in Pruntrut 


rsetzer mit Flächentransistoren'), von E. BALDINGER und M. NIcCoLET, 
1B): 

ntersetzer mit Flachentransistoren sind schon verschiedentlich beschrieben 
en [1], [2], [3], [4], [5], [6], [9]°), doch waren Angaben über das Verhalten ein 
derselben Schaltung unter verschiedenen Betriebsbedingungen nicht erhaltlich. 
alb ist der hier beschriebene Untersetzer sowohl auf seine Temperaturab- 
igkeit als auch auf sein Auflösungsvermögen bei regelmässig und bei stati- 
h eintreffenden Eingangsimpulsen untersucht worden. 


) Vorgetragen an der Herbsttagung der Schweizerischen Physikalischen Gesellschaft, mit 
ahme der Ergebnisse, die sich auf Philco-Transistoren beziehen. 

) Physikalisches Institut der Universität Basel. 

) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf Seite 506. 
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Das in Figur 1 dargestellte Schema des Untersetzers entspricht demjenigi 
eines üblichen Triodenscalers mit zwei stabilen Zuständen. Bei Schaltunge 
dieser Art ist es wesentlich, den Arbeitspunkt des leitenden Transistors so 7 
wählen, dass die Basis-Kollektorspannung einen gewissen Minimalwert nie unte 
schreitet, ansonst das Impulsverhalten des Transistors beeinträchtigt und som 


(==. 


Figur 1 
Schaltschema des Untersetzers mit Transistoren. 
Transistorentyp Philips OC 70 und 71 Philco SB-100 
Rı 15 kQ 15 kQ 
Ra 3 kQ | 3.50 
Rp 15 kQ 15 kQ 
RE BFP) 3 kQ 
Re 2 kQ 2 RQ 
Cy 1000 pF 20 pF 
Cy 400 pF 10, pF 
CB 2,5 uF 2,5 uF 
CE 2,5 uF 2,5 UF 
IE 2 mH 40 uH 


das Auflösungsvermögen verschlechtert wird [7], [8]. Der Untersetzer spricht a 
positive Eingangssignale an, welche den leitenden Transistor sperren. Das At 
gangssignal wird zuerst differenziert, worauf eine Diode die negativen Impuls 
unterdrückt. Ist ein geringeres Auflösungsvermögen zulässig, so können d 
einzelnen Stufen direkt mit kleinen Seriewiderständen gekoppelt werden’). 

Aus allgemeinen Betrachtungen über den Ein- und Ausschaltvorgang P 
Flächentransistoren [8] lässt sich folgern, dass das zeitliche Auflösungsvermögt 
von Kippschaltungen eine obere Schranke nicht überschreiten kann. 
Schätzung zeigt, dass diese Schranke für Untersetzer unserer Art bei rund f 
liegt (/, = Grenzfrequenz des Transistors). Das wirklich erreichbare Auflösung 


1) Auch eine induktive Kopplung über die Kollektorinduktivitäten wäre möglich, ist al 
nicht untersucht worden. 
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\ögen hängt von der Schaltung ab, wobei spezielle Massnahmen — zum 
piel das Bintuhren von Induktivitäten im Kollektorkreis (L, Figur 1) — diese 
nze besser anzunähern erlauben. 

er Widerstand der Basis-Emitterstrecke und der Sperrstrom I,, des Kollek- 
sind stark temperaturabhängig. Ihre Werte sollten deshalb keinen nennens- 
en Einfluss auf das Verhalten der Schaltung besitzen. Dies wird so erreicht, 
im Stromkreise des Emitters ein geniigend gross dimensionierter Seriewider- 
I Re eingeschaltet wird und ferner der Strom durch den Spannungsteiler 
- R, — R, gross gegen J, bemessen wird. 

‘ene 2 zeigt das Schema der Ausgangsstufe. Zur Registrierung dient ein 
co-Zählwerk von 12 © Widerstand. Der dazu notwendige Strom von etwa 


0cC70 0C15 
x NX 


al 


Figur 2 
Endstufe mit Leistungstransistor und Zählwerk. 


1A wird vom Leistungstransistor OC15 geliefert. Um die letzte Untersetzer- 
durch den Steuerstrom nicht übermässig zu belasten, erfolgt die Kopplung 
zwei Kollektorbasisstufen (Kathodefolgestufen). 

ie Betriebsdaten des Untersetzers sind der folgenden Zusammenstellung zu 
:hmen: 


Transistoren OC 70 und 71 SB-100 
Und RP ET DO RETZ 30 MHz 
Batteriespannune zn can GY5aVI 4,5 V 
Battériestrom eee 2,6 mA 0,9 mA 
Einganssimpulse 25 be ees Tse NY I. LaV. 
AUSgABESInpulsesg fh Sa my 20V (ATV: 
Auflösungsvermögen 

DOC 20 chi 5 MHz 
SOROS es EE Re, 5 MHz 
AN Orr 9 kHz 5 MHz 
ASC Lt RE 80 kHz 5- MHz 


hen statistischen und regelmässigen Eingangsimpulsen konnte kein Unter- 
| im Auflösungsvermögen festgestellt werden. Änderungen der Batterie- 
ung sind in grossen Grenzen zulässig. 

ir danken der Stiftung Hasler-Werke, durch deren finanzielle Unterstützung 
liegende Arbeit zustande gekommen ist. 


506 Buchbesprechungen - Book Reviews — Notices bibliographiques 


LITERATURVERZEICHNIS 


[1] T. A. PRUGH, Junction- Transistor Switching Circuits, Electronics 28, 1, 


(1955). 

2] J. E. FLoop, Junction- Transistor Trigger Circuits, Wireless Eng. 32, 5,4 
(1955). 

3] M. Ruginorr et al., Directly Coupled Transistor Circuits, Electronics 28, 
132 (1955). 


(4) J. G. LinviLL, Nonsaturating Pulse Circuits Using Two Junction Transist 
Proc. I. R. E. 43, 7, 826 (1955). 

5) P. Krenitsky, Decade Counter Employs Si-Transistors, Electronics 28% 
112 (1955). 

'6) E. W. Sarp, Junction- Transistor Multivibrators and Flip-Flops, I. R. E. Co 
Rec. 2 (II), 119 (1954). 

(7) J. J. EBERS und J. L. Mott, Large-Signal Behavior of Junction Transish 
Proc, I. R. E. 42, 12, 1761 (1954). 

8] J. L. Mori, Large-Signal Transient Response of Junction Transistors, 
1. RoE; 42,12) 1775000) 

9] R. H. BETER, W. E. BRADLEY, R. B. Brown, and M. RUBINOFF, Surft 
Barrier Transistor Computer Circuits, I. R.E. Conv. Rec. 3 (IV) (1955). 


Summary 


A simple circuit for a scale of two using junction transistors is describ 
A resolution up to 5 Mc/s has been achieved. 


a 


Buchbesprechungen — Book Reviews — Notices bibliographiques 


Elektromagnetische Wellen. Von Kari WiLLy WAGNER (Birkhäi 
Verlag, Basel 1953). 257 S., 185 Fig., 22 Tab.; Lw. sFr. 33.30, br. sFr. 29.10 

Nach langer, fruchtbarer und erfolgreicher wissenschaftlicher Tätigkeit, wel 
vor allem den theoretischen Grundlagen der elektrischen Nachrichtentechnik 
widmet war, schloss KARL WILLY WAGNER im Jahre 1953, nur kurze Zeit 1 
Vollendung seines 70. Altersjahres, die Augen für immer. Sein Buch ÆElek 
magnetische Wellen ist eine Frucht der Arbeit seiner letzten Jahre. Es ko 
noch vollkommen abgeschlossen und in mustergültiger Ausstattung in der Ri 
der Lehr- und Handbücher der Ingenieurwissenschaften des Birkhäuser Verl 
in Basel erscheinen. Sein Zweck besteht vor allem in einer Einführung in 
Theorie der elektromagnetischen Wellen als Grundlage für ihre Anwendu 
in der elektrischen Übertragungstechnik. Es ist daher Wert auf eine sehr Kl 
nicht zu knappe Darstellung gelegt, welche durch viele sorgfältig ausgewa 
Figuren und Tabellen unterstützt wird und die mathematischen Kenntnisse n 
überschreitet, die ein Ingenieur an einer Technischen Hochschule zu erw& 
pflegt. Den Bedürfnissen des Kabeltechnikers (Drahtwellen, Wellen in Leitu 
bündeln) oder des Starkstromtechnikers (Wanderwellen) wird ebenso Rech 
getragen wie denjenigen des Radiotechnikers (Wellen in Hohlleitern, Di 
elektrische Wellen in der Ionosphäre). Die eingestreuten Anwendungen und 
spiele, die oft bis zur zahlenmässigen Berechnung gehen, tragen zur Belebung 
Stoffes und zur Erleichterung des Verständnisses erheblich bei. Man spürt I 
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#dium des Buches, dass es nicht nur von einem begabten Theoretiker verfasst 
de, sondern auch von einem durch lange, enge Verbindung mit der Praxis 
hrenen Fachmann. Die besten Empfehlungen des Referenten begleiten das 
rik, F. Tank 


eutron Optics. Von D. J. HUGHES (Interscience Publishers, Inc., New York 
#). VII + 136 S., 34 Fig.; $2.50. 

as Buch von D. J. HUGHES befasst sich sowohl mit den physikalischen 
zipien als auch mit den Anwendungen der Neutronenoptik. Dabei wird in 
pr Linie auf das Verhalten und die Benutzung von thermischen Neutronen 
egangen, die in Uranreaktoren in extrem hohen Dichten erzeugt werden 
1en. Das Buch ist wie folgt gegliedert: Das erste Kapitel umfasst die Grund- 
ı der Neutronenoptik, wobei auf Verwandtes und Gegensätzliches zur ge- 
@nlichen Optik hingewiesen wird. Eine kurze Übersicht der experimentellen 
ıoden ist im folgenden Kapitel enthalten. Die restlichen Kapitel sind den 
Mendungen gewidmet: Wechselwirkungen der Neutronen mit Kernen, Be- 
mung von Kristallstrukturen und Neutronenstreuung an magnetischen Ma- 
lien. Das letztgenannte Gebiet umfasst die prägnantesten Anwendungen der 
ronenoptik. In dieser Domäne haben Neutronen gegenüber elektromagneti- 
#n Wellen den Vorzug, dass sie Wechselwirkungen mit den magnetischen 
Mnenten der Atome zeigen. 

Jas Buch von HUGHES vermittelt einen klaren und übersichtlichen Einblick 
in in den letzten Jahren entstandenes Wissensgebiet. Durch Weglassen von 
@rimentellen und theoretischen Einzelheiten wird ein vorzüglicher Überblick 
ben. P. Huber 


raktische Mathematik für Ingenieure und Physiker. Von R. ZuRMUHL 
inger, Berlin 1953). xt + 481 S., 114 Abb.; DM 28.50. 
dieses als Ergänzung der mathematischen Grundvorlesung gedachte Buch 
@ine Einführung in die numerischen Methoden der Mathematik, unter beson- 
Berücksichtigung der (elektrischen) Rechenmaschinen. Hauptgegenstände 
: Auflösung von Gleichungen, insbesondere von algebraischen und von Syste- 
linearer, Matrizen-Eigenwertprobleme, Interpolation und Integration, Aus- 
hsrechnung, Reihenentwicklung von Funktionen und schliesslich die An- 
;-, Rand- und Eigenwertprobleme gewöhnlicher Differentialgleichungen. In 
Kapitel wird mit der mathematischen Theorie von den Grundlagen her 
nnen, so dass das Buch schon in den ersten Semestern gelesen werden kann. 
ze spezielle Fragen, wie zum Beispiel die Auflösung von Gleichungen dritten 
vierten Grades, sind recht breit behandelt; dagegen wird mancher Leser, 
llem der Ingenieur in der Praxis, bedauern, dass wichtige Problemkreise, 
artielle Differentialgleichungen oder Integralgleichungen, nicht mehr zur 
ndlung kommen. 
eispiele und Rechenschemata sind nach Art einer Vorlesung in den ausführ- 
n Text eingeflochten. Das Buch eignet sich daher weniger als Nachschlage- 
als zum Beispiel dasjenige von MILNE (Numerical Calculus [Princeton 
ersity Press, Princeton 1949], 393 Seiten), das leider nicht zitiert wird, wie 
überhaupt das angelsächsische Schrifttum etwas stiefmütterlich behan- 
ist. 
übrigen aber ist das Buch sehr sorgfältig geschrieben, enthält viele wert- 
Ratschläge für das numerische Rechnen und wird als Lehrbuch vor allem 
en Anfänger gute Dienste leisten. H. J. Maehly 
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50-100 Binomial Tables. Von Harry G. RomiG (Wiley & Sons, Inc., Ne 
York; Chapman & Hall, London 1953). xxv + 172 S.; $4.00. 
Den Hauptteil des Buches bilden Tabellen für 


b(m, n, p) = ba (1— p)"-*p* und B(m,n, p) = > OR: n, p) 
k=0 


für m = 0 (1) n, n = 50 (5) 100, p = 0,01 (0,01) 0,50. Es werden durchweg secl 
Dezimalen nach dem Komma angegeben, wobei aber die letzte Stelle um einig 
Einheiten vom wahren Wert abweichen kann. 
Eine 15seitige Einleitung gibt einen kurzen Abriss der Theorie (Zusamme 
hänge mit der hypergeometrischen Verteilung und der unvollständigen Bet 
funktion), eine Anleitung zum Gebrauch der Tafeln mit Ablesebeispielen, el 
Formel zur Interpolation in m und p und ein kleines Literaturverzeichnis. 
Das vorliegende Werk bildet die Fortsetzung einer analogen Tafel für 
2 (1) 49: Tables of the Binomial Probability Distribution, Applied Mathematl 
Series 6 (U.S. Government Printing Office, Washington 1950). Beide Tafeln 


den bei der Auswertung statistischer Qualitätskontrollen gute Dienste leiste 
H. J. Maeh 


Flow Properties of Disperse Systems. Herausgegeben von J. J. Herm ai 
(North-Holland Publishing Company, Amsterdam 1953). x1 + 445 S., 162 Fi 
fl. $52" (70 S). 

In der von J. M. BURGERS, J. J. HERMANS und G. W. Scott Brair veröffen 
lichten Bücherreihe ‘‘ Deformation and Flow — Monographs on the Rheologit 
Behaviour of Natural and Synthetic Products’ nimmt der von J. J. HERMA 
herausgegebene Band Flow Properties of Disperse Systems eine markante Stellu 
ein. Darin wird erstmals versucht, die gemeinsamen Merkmale im strömun 
technischen Verhalten disperser Systeme trotz ihrer mannigfaltigen Erscheinung 
formen herauszuarbeiten und zu einer allgemeinen, zweckdienlichen Darstellu 
zu bringen. Der Erfolg ist in Anbetracht der Vielgestaltigkeit des behandel 
Stoffes erstaunlich, wobei dieser die Strömungscharakteristiken aller Form 
disperser Systeme umfasst, von den Suspensionen, Emulsionen und hochpt 
meren Lösungen bis zu den Schäumen, Räuchen und Pulvern. Je nach Geg 
stand ist die Behandlung des Stoffes verschiedenen Fachbearbeitern zugewies 
Bemerkenswert ist, dass trotz der Betonung der gemeinsamen Merkmale im st 
mungstechnischen Verhalten, die kennzeichnenden Eigenschaften der disper 
Partikel und ihr individueller Einfluss auf die Strömungserscheinungen ebenia 
zur genügenden Darstellung gelangen. 

Das Buch umfasst die folgenden Aufsätze: I. R. ROSCOE (Newcastle 
Tyne), Suspensions; E. G. RICHARDSON (Newcastle upon Tyne), Emulsio 
J. J. Hermans (Leiden), Gels; CH. SADRON (Strasbourg), Dilute Solutions 
Impenetrable Rigid Particles; J. J. HERMANS (Leiden), Dilute Solutions of Flexi 
Chain Molecules: E. G. RicHARDSON (Newcastle upon Tyne), Liquid Spray 
H. L. GREEN (Porton Down, Wilts.), Atomization of Liquids; RAPHAEL MATAI 
(London), Foams; H. L. GREEN (Porton Down, Wilts.), Smoke; Mrs. B. S. N 
MANN (Redhill, Surrey), Powders. 

Den Schluss des Buches bildet ein ausführliches Sach- und Autorenregist 
Das Werk lässt berechtigterweise erwarten, dass es schon in naher Zukunf 
Ausriistung aller Hochschul- und Industrielaboratorien der Physik, Chemie U 

Biologie gehören wird, in denen das strömungstechnische Verhalten dispe 
Systeme studiert wird. R. Sam 
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